ANALYTISCHE 
GEOMETRIE DER KEGELSCHNTTTB 

VON 

GEORGE SALMON 

NACH DER FBJE1EN BEAEBEITUNG VON WJLHELM FIEDLEB 
NEU HEBAUSGEGEBEN VON 

DR.FRIEDRICH DINGELDEY 

oK AN uivi: TKCHH. HOCIISCHULK zn DARMSTADT 



S1EBENTE AUPLAGE 
ZWEITEK TEIL 



WIOFCHTY OP 

CMMEtili STI1HU 0^ TECHmilUb" 
UBRAHY 

VERLAG VON B. G.TEUBNEE IN LEIPZIG UND BERLIN 191! 



RBOHT JK, 
BES trBKBSBT^TJNaBEBOHTR, VOBBBHALTJBI?. 



Vorwort 

Bei der Bearbeitung der vorliegenden siebenten Auflage des 
zweiten Teiles der Salmon-Fiedlerscben Analytiscben Geometrie der 
Kegelscbnitte babe icb, verglichen mit der secbsten Auflage, fol- 
gende grSBere Anderungen vorgenommen : 

In Nr. 253 und 254 wurden die verscbiedenen Sonderfalle der 
Gleicbung dritten Grades, von der die in einem Kegelscbnittbftscbel 
enthaltenen Geradenpaare abbangen, genauer betrachtet und be- 
sonders der EinfluB der Realitlit oder der Gleichbeit ihrer Wurzeln 
auf die Art des Biiscbels und die Bescbaffenbeit des den Buscbel- 
kurven gemeinsamen Polardreiecks dargelegt. 

In den Nunimern 262 bis 266, 273 und 274 wurden mebrere 
Beispiele neu auigenommen, die mir mein verebrter Freund, Herr 
Geh. Hofrat Professor Dr. K Kobn in Leipzig, zur Verfiigung stellte. 
Xum Teil steben sie in enger Beziebung zu zwei Abhandlungen, die 
Herr Eobn im 16, und 22. Bande des Jabresbericbtes der Deutscben 
Matbematiker-Vereinigung in den Jabren 1907 bez. 1913 verSffent- 
licbte. Fur die Erlaubnis zur Aufnabme in das Bucb und fur die 
Oberlassung einiger zugebSriger Figuren sprecbe icb raeinen besten 
Dank aus. 

In Nr. 283 wurde die Konstruktion des Kegelscbnittes aus pro- 
jektiven Elementargebilden etwas ausftthrlicber bebandelt. 

Nr, 300 der fruberen, secbsten Auflage wurde weggelassen, 
und gleicbes gilt yon den Beispielen zu Nr. 299 dieser Auflage. 
Mich leitete hierbei lediglicb die tlberzeugung, daB diese syntbetisct 
durchgefubrten Betrachtungen uber Punkt- und Tangenteninvolu- 
tionen und iiber die Involution harmoniscber Pole und Polaren nebst 
siugehttrigen Konstruktionen nicbt in ein Lebrbucn der analytiscben 
sondern in ein solches der synthetiscben Geometrie gehftren. 

Im 17,, 18. und besonders im 19. Kapitel wurde nicht nur die 
Anordnung des Stoffes sondern auch die Art der Darstellung wesent- 
Hch geandert, manches weit ausfuhrlicber bebandelt. let nenne in 
dieser Kicbtung die Betracbtungen uber eine gewisse Kombinante 
und liber die harmonischen und aquianbarmonischen Kegelsobnitte 
eines Buschels, Nur wenig geandert wurden die Kapitel 20 bi$ 22, 



Frei von Anderungen blieb fast kein Satz des Buclies; haufig 
sind diese nur stilistisclier Art, abgeseben von den vorerwiibnten 
grSBeren Jinderungen. Selbstverstandlicb wurden sSmtliche in der 
fruberen Auflage enthaltenen Beispiele durcbgerecbnet. 

Die Literature acbweisungen babe ich wesentlich vermehrt. Fur 
noeh ausfiibrlicbere Angaben dieser Art sei verwiesen auf den Be- 
richt von E. KQtter im 5. Bande (1901) des Jahresberichtes der 
Deutschen Mathematiker-Vereinigung und auf meinen Artikel uber 
Kegelscbnitte und Kegelscbnittsysteme im dritten Bande der Enzy- 
klopadie der matbematischen Wissenscbaften , besonders auf die in 
den Jahren 1913 und 1915 erscbienenen Hefte der franzosiscben 
Ausgabe dieses Artikels. 

Unter den in deutscber Spracbe gescbriebenen Werken, die die 
Biischel und Nette von Kegelsclmitten in analytiscb-geometriscber 
Metbode bebandeln, sind besonders drei zu erwabnen: Die von 
E. Lindemann mit Benutzung der Yortrilge von A. Olebsch be- 
arbeiteten und berausgegebenen ,,Vorlesungen ubor Geometrio a , 
Leipzig 1876 oder 2, Auflage, 1. und 2, Lieferung, Leipzig 1906 
bez. 1910, ferner L. Heffter und 0. Koehler ,,Lebrbuch der ana- 
lytiscben Geometric", 1. Bd., Geometrie in den Grundgebilden erster 
Stufe und in der Ebene, Leipzig und Berlin 1905 und H. Grass- 
mann ,,Projektive Geometrie der Ebene unter Benutzung derPunkt- 
recbnung dargestellt", 2. Bd. Ternares, 1. Teil, Leipzig und Berlin 
1913. An einigen Stellen der Literaturnacbweisungen babe icb diose 
Bucber genannt und batte nodi oft den Wunscb, auf sie hinzu- 
weisen mit Rucksicbt auf die in ibnen gegebene Darstellung. Zur 
Yermeidung baufiger Wiederbolungen in den Literatuniacbweisungon 
seien diese Werke, von denen jedes in seiner Bigenart vorziiglich 1st, 
bier ein fur allemal genannt und dem Leser erapfoblen. 

Herrn Dr. Magin in Hamburg, der mir sswei im ersten Teile 
des Buclies stehengebliebene Druckfebler mitteilte, sage icn fiir diese 
Ereundlicbkeit besten Dank. 

Darmstadt, den 20. M,rz .1918. 

F. Dingeldey. 
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Yierzehntes Kapitel. 
Lineare Systeme YOU Kegelsclmitten. 

249. Kegelsclmittbuschel. Nachdem in den fiinf vorher- 
gehenden Kapiteln fast durchgangig die Methode der Cartesi- 
schen und nur einigemal die der Piuckerschen Koordinaten 
gebraucht worden ist ; wiederholen wir nun den Entwickelungs- 
gang des vierten Kapitels an dem mehr umfassenden Gebiet 
der Gleichungen yom zweiten Grade, um nns dadurch end- 
lich in den vollstandigen Besitz der allgemeinen Hilfsmittel 
und Gesichtspunkte zu setzen, die dort entwickelt worden 
sind. Dabei tritt wieder zuerst die Anwendbarkeit und der 
grofie Nutzen einer abMnzenden Symbolik 1 ) hervor (Nr. 64), 

Wenn wir auch diese Symbole zunachst auf Punktkoordi- 
naten bezienen und demgemafi deuten, so ist zu bemerken. 
daB ihre Deutung in Linienkoordinaten (Nx. 82) ohne weiteres 
zu den dualistisch entsprechenden Siitzen der abgeleiteten 
fuhrt (Nr. 270). 

Nacli Nr. 129 ist die Angabe eines Punktes der Kurye 
eine lineare Bedingung zwischen den ftiof verfugbaren Kon- 
stanten der Gleichung zweiten Grades. Die Angabe von vier 
Punkten gestattet daber in der allgemeinen Gleichung vier 
Konstanten durcb die "funfte ; nocb unbestinimt bleibende Kon- 
stante und gegebene GroBen auszudriieken, mit anderen Wor- 
ten: Die Gleichung eines durch vier gegebene Purikte gehenden 
Kegelschnittes enfhalt linear eine verfuglare Konstante, einen 
Parameter. 

Nun konnen irgend vier reelle oder in Paaren konjugiert 
imaginare (Nr. 24) Punkte als die Scbnittpunkte zweier Kegel- 
scnnitte von reellen Gleichungen angesehen werden. Wenn 
wir also fur 

Salmon-Fiedler: anal. G-eom. d. Kegelsohn. XL 7. Aufi. 1 
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die Abkiirzung f(x, y\ fur 



die Abkiirzung g(x,y) einfuliren, kann die Gleichung jede 

Kegelschnittes, der durch die vier Schnittpunkte der Kege] 

schnitte f(x, y) = und g(x,y) hindurchgelit, in de 

Form 

(1) fix, y) - lg(x, y) - oder kiirzer f-lg=*0 

dargestellt werden. Und umgekelirt definiert jede quadratisch 
Gleichung, die einen Parameter linear enthalt, einen durc 
vier gegebene Punkte gehenden Kegelschnitt*). 

Die Koeffizienten der Gleichungen/'(^ ; y) = und^(^ 7 y) < 
werden im folgenden stets als reell yorausgesetzt. 

Gibt man dem Parameter alle moglichen Werte, so bilde 
die Gesamtheit der Kegelscknitte f&g~*Q ein Kegelschnih 
~busdiel; die vier Punkte, die alien Kurven des Buschels g 
meinsam sind, lieiBen seine Grwndpunkte. Durch jeden Punt 
der Ebene geht ein KegelscJmlU des Buschels, denn ein Pars 
meterwert A' wird dadurcli bestimmt, daB die Gleicliung durc 
die Koordinaten x, y irgend eines funften Punktes befriedig 
sein soil. 

Sind <p(x, y) = und ^(a?, y) = irgend zwei Kurve 
des durcla f A^ = dargestellten Biischels, so lafit sic 
jeder Kegelschnitt desselben auch durch eine Gleichung vo 
der Form 9 \i% = darstellen. Zum Beweis dieses Satze 
beaehte man, daB <p = und % = als Gleichungen vo 
Buschelkurven gleickbedeutend sind etwa mit fl^g*** 
bez. /" JL 2 # = 0, (Ai + ij), so daB die Identitdten bestehe 



*) In derselben Art entLalt die allgemeine Gleichung eines Kege 
schnittes, der drei Bedingungen unterliegt, zwei unabhangige Kor 
stanten usw. Die Gleichungen der Orthogonalkceise eines gegebene 
Kreises (N"r. 121 und 122) und der Kreise durch einen Punkt gebe 
dazu Beispiele (vgl. Nr. 271 und 302). Aber die Kegelschnittsgleichnngei 
die zwei lineare Parameter enthalten, definieren nicht umgekehrt stel 
Kurven durch drei Punkte. 



Kurven duicli die Grundptrakte; Polarenbuschel. 3 

in denen A 1; A 2 , ^ 1? ^ 2 gewisse Konstanten bezeichnen. Hie- 
raus folgt 



und 

(3) (A x A a )(f Ajf) E= 

daher ist f ^ in der Tat gleichbedeutend mit 

(4) (A-^)ft9-a-ii)ftZ-0 

oder mit 9? ^ ? wenn ^-^^ zur Abktirzung durch 

V,^ A 2A u i 

ft ersetzt wird. 

B. Denjenigea Kegelschnitt des Btischels 
3a? 2 5a?y + 4y 8 6aj A(a; 2 6a?2/+ 3a? 8^ 5) = 
zu bestimmen, der durcb. den Punkt a? = 2 , # = 1 geht. 

o 

Man findet I = y, also 

5(3o5 2 5a?y + 4y 2 6 a?) - 2(z 2 -- 6iC2/ + So; By - 5) 
oder 13a 2 IBxy + 2Qy* - 36a + 16y + 10 = 0. 

250. Polarenbiischel. Die Gleichung der Polare eines 
Punktes in bezng auf den Kegelschnitt f kg = enthalt 
nach Nr, 135 den Parameter A ebenfalls linear. Dafier bilden 
die Polaren eines Punktes P in lezug auf die Kegelschnitie eines 
Buschels selbst ein Strahlenbiischel, dessen Scheitel P' der #u 
dem gegebenen Punkt P in 'bezug auf das Buschel doppeti Tcon- 
jugierte Pol heifit. 

Zunachst erhellt hierans die geometrische Bedeutung des 
Parameters "k als einer Proportionalzahl zum SinusteilTer- 
haltnis im Polarenbiischel irgend eines Pnnktes. Sind ins- 
besondere ^==0, 2 =0 die Tangenten an /"=0, # = in 
einem der Grrundpunkte ; so ist ^ A^ die Tangente an 
fAg^Q in demselben &rundpunkte. Es ist also fig tiit^A, 
wenn man in die Funktionen die Koordinaten eines Punktes 
eingesetzt denkt, durch den die Kurve fA,g=*Q geht. 

Sind ferner P, P' zwei doppelt konjugierte Pole, so wird 
ihre Verbindungsgerade durch jeden Kegelschnitt des Btischels 
in einem zu P, P f harmonischen Punktepaar geschnitten. Ins- 
besondere hat der durch P gehende Kegelschnitt die Verbindungs- 
gerade von P mit P' als die fhn in P lerulwende Tangente, 

i* 
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denn sie ist eine der zu P gehorigen Polaren; ebenso beriihrt 
PP' den durch P' gehenden Kegelschnitt in P'. 

Umgekelirt liegen in jeder beliebigen Geraden zwei dop- 
pelfc konjugierte Pole P, P'. Denn ihre Sclinittpunktepaare 
mit den Kurven f^Q, g haben ein gleichzeitig zu bei- 
den harmonisches Punktepaar P, P' (Nr. 17). Nacli Definition 
schneiden sich aber die Polaren von P beztiglich /*= und 
^ == in P', also aucli alle anderen Polaren im Bilschel, 
Somit wird jede Gerade von #w&i Kegelschnitten vines gegebenen 
Btischels leruhrt und von den ubrigen in Punkfepaaren ge- 
schnitten, die m den eben genannten SeriihrungspunJcten har- 
monisch liegen. 

251. G-eradenpaare im BtLsciieL Es gibt drei Werte 
von A, fur die /" kg = ein Greradenpaar darstellt, d. L water 
den Kegelsctmitten eines Buschels giU es stets drei Geraden- 
paare. 

Setzt man namlicli fHg gleici 

(5) ^ + '2c i ,xy + c, z y 2 +2c l3 x + 2c,, y + c 8S9 c a *=a a ~M ik , 
so besteht die Bedingung, unter der die Kurve / ^0 
in ein Geradenpaar zerfaUt, nach BTr. 62 in dem Versckwin- 
den der Diskriminante von jT Ig, also in dem Verschwinden 
der aus den c ik gebildeten Determinate dritten Grades, Die 
Gleiclrang, die man anf solche Weise erhalt, ist in A vom 
dritten Grade, also von der Form 

(6) C(X) = A - 3H^ + 30A 2 - J5A 8 0, 

und hier sind A und B die Diskriminanten von f und g, 
wakrend H und durch 



8SssS888 

bestimmt smd. Die A ik und J5 a sind die Unterdeterminanten 
der Blemente a a bez. b ik der Determinanten ^ uad S Ton / 
bez. g. Werden also die Wurzeln der kutoschen Gleichung 
durch ^, A,, ^ bezeichnet, so sind 



m . -i9-> -^-, /--^ = 
die Gleiclrangen der drei Paare von Sehnen, die zwischen den 
vier Sohnittpnnkten beider Eegelschnitte / > =0 ff = ge- 
zogen werdeu konnen (Nr. 214). ' 



Geradenpaare im Kegelscbnittbiischel. 5 

In dem vollstandigen Viereck der GrrundpunTcte 1st jedes 
Gegenseitenpaar em zerfallender Kegelsclmitt des Buscliels. Von 
diesen Scknittsebnen 1st stets ein Paar reell (Nr. 214), die 
beiden andern konnen aus reellen oder konjugiert imaginaren 
Geraden besteben oder selbst komplexe Gleichungen liaben, 
wie im folgenden gezeigt wird. 

252. Bealitat der G-eradenpaare des Btiscliels. Wir 
nehmen im folgenden wie bisher an, dafi die beiden Regel- 
sclinitte f = und g = voneinander versehieden seien und 
untersuchen die im Biiscliel f hg = enthaltenen Geraden- 
paare ausgehend von der Gleichung C(A) = 0. Man kann vier 
Hauptfatte imterscheiden. 

L Die Wurzeln A x , A,, I 3 der Gleielmng C(X) == sind 
voneinander verscMeden. 

Hier entsprechen irgend zwei Wurzeln, z. B. ^ und A 2; 
zwei verschiedene Geradenpaare, die keine Gerade gemeinsam 
haben. Ware namlicli z. B. 
(10) f-^g = q . r , f-^g^q-s, 

^o 2 = 0, r = 0, s = die Gleichungen von Geraden be-* 
deuten, so wiirde aus (10) hervorgehen: 



d. h. jeder der beiden Kegelscknitte f~ und g = wiirde 
in ein und dieselbe Gerade q =* und je eine andere Gerade 
zerf alien, aucb. ware dann C[ alien Kegelschnitten des Biiscliels 
gemeinsam, jeder solclie Kegelscbnitt ware ein Geradenpaar, 
C(A) wiirde identisch verschwinden. 

Auch kann keiner Wurzel der Gleicbung C(fy eine 
Doppelgerade entsprechen. Dies laBt sieh. folgendermafien 
zeigen 2 ): Da C(A) die aus den Elementen c a = %~ M) ik ge- 
bildete Determinante dritten Grades ist, so geht (7(>L A +ft), 
Qi = 1, 2, 3), aus dieser Determinante dadurch hervor, dafi 
man a ik Z& a durch. c ik (^ pb^ ersetzt; laierbei ist c a .(Jl A ) 
sa ik~~ ^hb ik . Man erhalt daber nach. (6) eine Gleicbung von 
der Form 

(12) C&+ 11} = OCA,) - S^H, + 3^0, - p'JB, 
wo 3H X und ^Q i aus 3H und 30 dadurcli hervorgehen, dafi 
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man in (7) und (8) die GroBen A a bez. a ik durch die Unter- 
determinanten C ik und die Elemente c a (^ der fur A = & h 
gebildeten Determinante <7(A) ersetzt. Hat nun (12) eine 
Doppelwurzel ^ =* 0, so hat C(l + ii)***Q 9 
d. h. (7 (A) = die Doppelwurzel A = A v 
Dieser Fall wiirde tatsachlich eintreten, wenn 
einer Wurzel von 0(A) = eine Doppel- 
gerade entsprache, denn alsdann waren nacli 
Teil I, Nr. 138 die GroBen C ik samtlich gleich 
Null, in der Gleiclmng 0(i k + fi) - warden 
also das absolute Glied und der Faktor yon 
k a 1 verscliwinden, diese Gleichung hatte eine Doppelwurzel 
jt = ; die Gleichung (6) die Doppelwurzel A = h h . Dies war 
aber nach Voranssetzung ausgeschlossen, daher kann im vor- 
liegenden Fall keine Doppelgerade im Btiscliel enthalten sein. 
Die drei den Wurzeln von C(^) =- zugehorigen Ge- 
radenpaare haben demnach vier gemeinsame, voneinander 
verschiedene Schnittpnnkte A, B, C, D, die die Grundpunkte 
* des Kegelschnittbuschels fA,g = Q bilden (Fig. 1), und es 
kann der den beiden Geraden eines Paares gemeinsame Punkt 
nictit auf einer eigentlichen Kurve des Buschels liegen. Die 
Realitat der Grundpunkte wird in Nr. 254 untersucht. 

H. Die Gleichung 6 Y (A) = hat eine Doppelwurzel ^ == A 2 
und eine einfache Wurzel A 3 . Wir unterscheiden hier zwei 
IJnterf alle a) und b), je nachdem fur I =* ^ ^ mindestens 
eine der Unterdeterminanten C ik von Null verschieden ist oder 
diese samtlich gleich Null sind. 

a) Der Doppelwurzel ^ *= A 2 entspricht ein eigentlich.es 
Geraden^aar. Sein Schnittpunkt gehort alien Kurven des 
Buschels an, denn die Gleichung C(k h + p) = hat nun fiir 
Ji ~ 1 oder 2 die Doppelwurzel ^ = ; neben C(l^) ver- 
schwindet auch 3^ = [6 n O n + 2& 12 12 + ... + i 8S C 33 ], =v 
d. h. (nach Teil 1, Nr. 138) der Schnittpunkt A des Geraden- 
paares liegt auf der Kurve g = 0, somit auf alien Kurven 
des Biischels ; er ist ein Grundpunkt des Buschels, oder viel- 
mehr zwei der vier Grundpunkte sind, wie sofort gezeigt 
werden soil, in A zusammengeruekt, alle Buschelkurven be- 
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ruhren sich in A, haben also an dieser Stelle eine und die- 
selbe Tangente. Dies ergibt sick, wenn man die Gleichung 
der in A an die Kurve f &g *= gezogenen Tangente auf- 
stellt-, sie ist nacn Teill, Nr. 134, wenn x l9 y^ die Koordinaten 
von A bedeuten, in homogener Schreibweise: 



Nun erfiillen aber die Zahlen x t , y i} s als homogene Ko- 
ordinaten des Doppelpnnktes des zu i = A t gehorigen Ge- 
radenpaares nacn Teil I, Nr. 137, die drei Gleichungen 
(14) 



so dafi die Grleichung (13) ancn in einer der beiden Pormen 
(15) & - Wfo)* + /(2/i)2/ + Sffa'} = 



Oder (l - A) {fC^a; + f (yjy + f(,J,}- 

geschrieben werden kann. Wie diese Fonnen zeigen, ist daher 
die im Grundpunkt A an den beliebigen KegelscLnitt /" vt^==0 
des Biiscnels gezogene Tangente 2 zugleicn Tangente der 
Kegelschnitte ^ = und /"= im Punkte A, d. h. alle 
Biischelkurven haben in dem ihnen gemeinsamen Punkte A 
dieselbe Tangente t, sie beruhren sich also samtlich in A. 
Die Gerade t muB somit auen ;7 Tangente" an das der Wurzel A 3 
der Grleichung (6) entsprechende Geradenpaar f & B g *= sein ? 
d. h. mit einer Geraden dieses Paares zu- 
sammenfallen, dessen zweite Gerade mit 
der Verbindungslinie der beiden tibrigen, 
von P verschiedenen Grundpunkte C, D 
des Biischels zusammenfallt (Fig. 2). 
DaB der Scbnittpunkt P des Paares 
jetzt kein Grundpunkt sein kann, ist klar, 
denn sonst muBte neben ^(^.3) auch 
die far A = A s gebildete GroBe 6 U C u 
+ 2 6 12 C 12 H ----- h & 33 Cgg verschwinden ; die Gleichung 0(A 3 -f ^t) == 
hatte die Doppelwurzel ^ ; also 0(A) = die Doppelwurzel 
Jl = ^ neben der schon vorhandenen A => A x = A 2 . 

b) Das zu A =. ij Aa gehorige Geradenpaar wird zur 
Doppelgerade. TrijBFfc diese die Kegelschnitte des Biischels in 
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A und C, so haben alle Buschelkurven in diesen beiden Grund- 
punkten dieselbe Tangente, wie sich in gleicher Weise ergibt 
wie im Falle II a, man hat ein Buschel sich doppelt be- 
ruhrender Kegelschnitte (Fig. 3), denn 
die Grundpunkte A und C konnen 

P^.-^^^// } \ nicht zusammenfallen, sonst wurde die 

Doppelgerade in A alle Buschelkurven 
beruhren, also auch den Kegelschnitt 
# = 0. Aus 
^ 3 (16) f- Itf s= fax + %y + %sY 

Hff ' 3 * = [ c u# s + 2^ 2 ^2/ H + ^ss^Lss *,. 

folgt aber c a = c t c k} und wenn die Gerade ^ Tangente ware 
an g = 0, so hatte man 

die Gleichung C(^ + p) * hatte nun eine dreifache Wurzel 
ft 0, also (7(A)0 die dreifache Wurzel A ^. Dies wider- 
spricht aber der Voraussetzung. Die leiden Geraden des zu 
A = A 8 gehorigen Paares sind die in A und (7 gezogenen ge- 
meinsamen Tangenten; dies folgt in gleicher Weise wie im 
Falle II a fur die eine Gerade des Paares I = V 
Man hat nun Gleichungen von der Form 

/-I Q\ jr- /j __ O / 3 /T ass 

aus denen hervorgeht, dafi sich die Kurven /"= und ^ = 
nunmehr durch 

(19) Ag^ 2 A x r5 == und g 2 rs =*= 
darstellen lassen. 

JH. Die Gleichung C(X) == hat die dreifache Wurzel 
A^ylj. Auch hier werden zwei Unterfalle a) und b) unter- 
schieden, je nachdem fur I = A x ^ *= k s mindestens eine 
der Unterdeterminanten C it von Null verschieden ist oder diese 
samtlich gleieh Null sind. 

a) Der dreifachen Wurzel A t entspricht ein eigentliches 
Geradenpaar m, n, dessen Schnittpunkt A wie im Falle Ha 
ein alien Buschelkurven gemeinsamer Beriihrungspunkt ist. 
N"eben C und Hj verschwindet fur A ^ nunmehr nach 
(12) auch 

(20) SOi- 
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Beachtet man, daB Gfa v, w) == B n u- + 2B^uv + - 
+ S S3 w 2 - nach Teil I, Nr. 149, den Kegelschnitt g - in 
Linienkoordinaten darstellt ; daB ferner f> JL^ als Glei- 
chung eines Geradenpaares von der Form 

fax + v^y + w^) fax + v^y + w^) 
1st, so laBt sich Q l = in der Gestalt 
(21) w 2 & fa) + v, G'(v^ + ?, G'fa) = 

schreibenj d. la., die Geraden des Paares ^ sind harmoniscte 
Polaren des Kegelscimittes g =- (vgl. Teil I, Nr. 149), der 
in bezug auf gr genommene Pol der einen Geraden liegt*auf 
der anderen. 1st n keine Tangente von g, so muB der Pol Q 
von n auf der in A an g gezogeiien und alien Buschelkurven 
gemeinsamen Tangente liegen, die zweite Geradem des Paares^ 
ist daher diese Tangente. Alle Buschelkurven haben nun 
auBer A nur nocli den zweiten Sclmittpunkt D der Geraden n 
mit dem Kegelschnitt g gemeinsam, es miissen dalier drei der 
vier Grundpunkte nacli A gertickt sein, alle Kegelschnitte des 
Biiscliels beruhren sicli in A dreipunktig (Fig. 4), es findet 
daselbst eine Berukrung zweiter Ordnung oder Oskulation statt 
(vgL Teil I, Nr. 215). 

b) Der dreifachen Wurzel A t entspricht eine Doppelr 
gerade. 

Hier ist /* ^ 1 ^=(qo; + c 2 2/ + <? 3 ^) 2 =0, man hat c^^c^ 
so daB 30^0 nach (20) in J5 11 c 1 2 + 2JS 12 c 1 c 2 + ---+5 33 c 3 2 = 
iibergelit, die Doppelgerade beruhrt den Kegelschnitt g, somit 
alle Kurven des Buschels, in einem Punkte A. Dieser ist 



^ 



m 




Pig. 4. 



Tig. 5. 



als Grundpunkt vierfach zu zahlen, da andere den Btiscliel- 
burven gemeinsame Punkte jetzt nicht vorhanden sein konnen; 
alle Kegelschnitte des Biischels beruhren sich vierpunktig in 
J., es findet eine Beriihrung dritter Ordnung statt (Fig. 5). 
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IV. Die Gleichung C(A) verschwindet identiscli ; jeder 
Kegelsehnitt des Buschels 1st nun ein Geradenpaar; neben 
A = und S =- hat man jetzt auch H und = 0, 
d. h. der Doppelpunkt P des Geradenpaares f liegt auf #, der 
Doppelpunkt Q von g liegt auf f. Auch tier sind zwei Unter- 
falle moglich: 

a) Die Punkte P und Q sind verschieden, die Kurven 
des Buschels sind alsdann Geradenpaare, die eine Gerade ge- 
meinsam haben, die Gleichungen /*= und g = sind von 
der* Form qr bez. qs 0. Hier wird f Ag == q(r /Is) = 0, 
jede Kurve des Buschels besteht aus der Geraden q und einer 
durch den Schnittpunkt von r und s gehenden Geraden. 

b) Die Punkte P und Q fallen zusammen. Hier ist etwa 
g~r$, /*= ccr^ + firs + y5 2 ? daher 

f- Ig = ccr*+ (ft - tyrs + ys*, 

jeder Kegelschnitt des Buschels besteht aus einem durch den 
Schnittpunkt von r und 5 gehenden Geradenpaar. 

In den Fallen I III der vorstehenden Betrachtungen 
konnte naturlich angenommen werden, daB die Kegelschnitte 
/O und # = keine Geradenpaare sind 5 denn man kann 
nach Nr. 249 die Gleichung des Buschels stets in eine solche 
Form, z. B. gerade in die Form /" Ig = 0, gebracht denken, 
daB f und g irgend zwei willkurlich herausgegriffene Kurven 
des Buschels, also z. B. zwei nicht ausartende Kegelschnitte, 
darstellen. 

253. Gemeinsames Polardreieck. Da die harmonische 
Beziehung zwischen Pol und Polare durch ein dem Kegel- 
sehnitt eingeschriebenes Viereck vermittelt werden kann (Fig. 1 
und Nr. 135), so sind in dem Diagonaldreieck P^P^P^ des 
Vierecks der Grundpunkte jede Ecke P 1 usw. und die Gegen- 
seite P 2 P 8 usw. Pol und Polare in bezug auf jeden Kegel- 
schnitt, der durch die Grundpunkte geht. Das Dreieck P 1 P 2 P S 
ist somit in bezug auf alle Kegelschnitte des Buschels ein ge- 
meinsames Polardreieck (Nr. 136). 

Es gibt aber auch im allgemeinen nicht mehr als drei 
Punkte, die in bezug auf alle Kegelschnitte des Buschels die- 
selbe Polare haben. Denn sind ^==0, p 2 =0 die Polaren 
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sines solehen Punktes x'\y' in bezug auf /"=-= 0, g ; so 
mufi identisch p 1 = Ap 2 sein, damit jene Polaren untereinander 
identisch seien. Daher mufi x' \ y r bestimmt werden aus den 
drei in A linearen Bedingungen, daB die Koeffizienten von x, 
von y und die konstanten Glieder in p und p% proportional 
seien. Dies ist aber nnr moglich, wenn die Determinante 
dieser drei Gleichungen verschwindet, d. h. I aus einer Glei- 
chung dritten Grades bestimmt wird*). 

Jedes Kegelschnitfbuschel hat in dem Diagonaldreieck des 
Viereeks der Grundpurikte das einzige gemeinsame Polardreieck. 

254. Wir wollen nun untersuchen, wie dieses Dreieck 
in den vier in Nr. 252 unterscniedenen Fallen beschaffen ist. 

I. Die Wurzeln A t , A 2? A 3 der Gleichung (7(A) sind 
voneinander yerschieden. Hier gibt es einige Unterfalle: 

a) Die Wurzeln A 17 Aj, A 3 und die innen zugehorigen 
Geradenpaare sind reell. In diesem Fall sckaeiden sich die 
Geradenpaare in den vier reelien Gi-undpunkten A, J3 ? C, D, 
das Diagonaldreieck P 1 P 2 P S ist reell (Fig. 1 ; S. 6). 

b) Aj, A 2 > A 3 sind reell, aber nur eines der zugehorigen 
Geradenpaare ist reell. Die beiden imaginaren Geradenpaare 
haben Gleichungen mit reelien Koeffizienten, also reeUe 
Doppelpunkte. Jetzt sind die Grundpunkte A, B, C, D ima- 
ginar ; das Diagonaldreieck P 1 P 2 P B ist aber wieder reel! 

c) Der FaE ? daB bei reelien Wurzeln A zwei Geraden- 
paare reell, das dritte imaginar ist, kann nicht eintreten, 
denn das dritte Paar muB durch die nun reelien Schnitt- 
punkte A, B, C, D der beiden ersten Paare gehen, also 
gleichfalls reell sein. 

d) Eine Wurzel, etwa A 1; der Gleichung 0(A) == ist 
reell, A 2 und A 3 sind konjugiert komplex. Die zu Ag und A s 
gehorigen Geradenpaare haben Gleichungen mit imaginaren 
Koeffizienten; sie sind imaginar und haben auch imaginare 
Doppelpunkte. Die Gleichung des einen Paares geht aus der 
des anderen durch Vertauschung von i mit i hervor. Ent- 

*) Man iiberzeugt sich leicht, daB diese Bedingnngsgleiclmng 
identisch ist mit der gleich Null gesetzten Diskriminante von f kg = 0, 
mit 
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sprechen der Wurzel L die beiden Geraden q + ir = und 
s + it = ? wo q, r, s, t in # und y lineare Ausdrucke init 
reellen Koeffizienten bedeuten, so entsprechen der Wurzel ^ 
die Geraden q ir = und $ it = 0. Von den vier Grund- 
punkten des Btischels sind zwei reell (der Schnittpunkt der 
beiden Geraden q ir und der Schnittpunkt der beiden 
Geraden sit = Q), zwei sind 'konjugiert imaginar. Die Ecke P^ 
des Diagonaldreiecks ist als Doppelpunkt des Geradenpaares ^ 
reell, auch die Geraden dieses Paares sind als Verbindungs- 
linien der eben erwahnten zwei reellen bez. zwei konjugiert 
imaginaren Grundpunkte reell. Die Ecken P 2 und P 3 des 
Diagonaldreiecks sind konjugiert imaginar, liaben aber eine 
reelle Verbindungslinie. Bei diesem Dreieck ist also jetzt eine 
Ecke und ihre Gegenseite reell. 

n. a) A x = A 2 4= J1 3 und fur die Doppelwurzel versckwin- 
den nicht alle C lk : Die Biischelkurven beruhren sich in A 
und gehen aufierdem durch die Punkte C und D hindurch. 
Der Punkt A ist als Doppelpunkt des der Doppelwurzel zuge- 
horigen (Veellen oder imagiuaren) Geradenpaares reell, daher 
ist auch das zur Wurzel A 3 gehorige Paar, dessen eine Ge- 
rade alle Kegelschnitte des Biischels in A beruhrt, reell. Je 
nachdem das Geradenpaar ^ reell oder imaginar ist, sind die 
Punkte C und D reell (vgl. Fig. 2) oder imaginar. Ein eigent- 
liches Polardreieck ist jetzt nicht vorhanden. 

b) Z x = A 2 4 s ^3 nuid ffi r die Doppelwurzel Terschwinden 
alle C zk : Die Buschelkurven beruhren sich in zwei Punkten 
A und C, die reell oder imaginar sind, je nachdem das zu 
A 3 gehorige Geradenpaar reell oder imaginar ist. Hier gibt 
es unendlich viele Polardreiecke, die den Schnittpunkt P 3 des 
Geradenpaares Ag zur gemeinsamen Ecke, die Doppelgerade 
yi^ = A 2 zur Seite haben (Fig. 3). Die beiden anderen Eeken 
eines jeden Polardreiecks weiden durch ein auf der Geraden 
A x A 2 gelegenes, zu A und harmonisches Punktepaar ge- 
bildet. Das Geradenpaar und die Doppelgerade bilden Jcein 
Polardreieck. In den Fallen III und IV von Nr. 252 gibt 
es kein eigentiiches Polardreieck. 

Beispiele far die Falle Ib und Id bieten die Ereis- 
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bftschel; bei reellen Grenzpunkten bilden diese mit dem un- 
endlich fernen Punkt P^ der Potenzlinie das reelle Diagonal- 
dreieck der imaginaren Scbnittpunkte, bei imaginaren Grenz- 
punkten sind der Punkt P^ und die gemeinsame Zentrale die 
einzigen reellen Elemente desselben (Nr. 120). 

255. Gattungen der ITegelschnitte im Biiscliel. So lange 
im Viereck der Grundpunkte zwei reelle Sehnittsehnen eines 
Paares einen endliclien Winkel einschliefien, konnen wir diese 
als die beiden Koordinatenacksen annebmen. 

Nennen wir die Achsenabscbnitte Z ; I' bez. m, m, so 
sind in einer Gleicbung zweiten Grades, die sicb fur y = 
bez. x = anf 

x*-(l + l')x + ll'=Q bez. y f -(* + f l )y 
reduziert, die Koeffizienten aus 



zu bestimmen ; wahrend a 19 == I vollig unbestimmt bleibt. 
Mit a^ = ll'mm' konnen wir also die Gleiehung des Biischels 
scbreiben 

(22) mm'x* + 2lxy + IV y* - mm (I + l'}x 

IV (m + m r )y + II' mm' = 0. 

Hier kann man sofort den EiofluB des Umstandes er- 
kennen, ob die Grundpunkte ein einfacbes Viereck mit lauter 
ausspringenden Winkeln oder mit einem einspringenden Winkel 
zulassen. Dies bangt, wie man sich leieht durch eine Zeich- 
nung iiberzeugt, nur davon ab, ob die Produkte IV und mm 
gleicbe oder verscbiedene Vorzeichen haben. Im letzten Falle 
ist II' mm' negativ, also kann aueh a n a 22 ^ 2 fur reelle ^ 
niclit positiv oder Null sein. Daher enfhdlt ein SiiscJiel, wn 
dessen Grundpunkten einer im Drtieck der ubrigen liegt, Jceine 
reellen Ellipsen oder Parabeln (Nr. 131). In der Tat muB 
offenbar der einem solcben Viereck umgeschriebene Kegel- 
schnitt eine Hyperbel sein^ deren beiden Asten ein bez. drei 
Scbnittpunkte mit den Koordinatenaclisen angehoren. 

Ist dagegen Www'>0, so liefern die Parameterwerte 
tf<ll'mm' reelle Ellipsen und insbesondere l, = yil'mm 
Parabeln. Mnem Jconvexen Viereclc sind stets zwei reelle Para- 
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leln umgeschrieben. Dasselbe gilt auch fiir ein Viereck von 
zwei Paajren konjugiert imaginarer Punkte, da dann auf den 
reellen Schnittselinen die Produkte II', mm' positiv sind. Aus 
demselben Grrunde entspringt die Unterscheidung: Buschel mit 
nur zwei reellen GrundpunJcten enthalten Jceine reellen Ettipsen 
und Pardbeln, wenn jme durch den Tr tiger der imaginaren 
Grundpurikte getrennt werden. 

B. 1) Der Ort der MittelpunUe der KegelscJiniUe tines Buschels 
tet ein Kegelschnitt, der durch die seeks Seitenmitten des vollstandigen 
VierecJcs der Grundpunkte und durch die Ecken des Diagonaldrei- 
ed-s gelit. Vgl. auch Nr. 301, 15 iind 314, 1. 

Denn der Mittelpunkt des Kegelschnittes, der eine Gleicliung 
von der Form (22) hat, 1st gegeben durch 



und durch Eliminatioii von A entsteht der Ort 

<* 0. 



Die Kurve geht durch die Punkte 0,0; -\-{l + Z'), \(m + wT) \ 0, 
Schnittpunkt und Mitten eines Gegenseitenpaares usw. tJbrigens 
ordnen sich offenbar die sechs Seitenmitten zu drei Parallelogram- 
men; diese haben daher den Mittelpunkt des soeben betrachteten 
Kegelschnitts zum gemeinsamen Mittelpunkt. 

Der Ort ist eine Hyperbel, wenn II' und mm gleiche Vor- 
zeichen haben, die Grrundpunkte ein einfaches kon vexes Viereck 
bilden; die beiden Asymptotenrichtungen a n x 2 22 y 2 geben 
also die Achsenriclitungen der Parabeln des Buschels. Ln Falle eines 
nur aus Hyperbeln bestehenden Buschels ist der Ort ihrer Mittel- 
punkte eine Ellipse. 

2) Jedes Buschel enthalt eine gleichseitige Hyperbel. Ibr Para- 
meter folgt aus a n + #22= 2 A cos CD (Nr. 165). 

3) Durch vier Punlde, deren jeder der H&ienschnittpurikt im 
DreiecJc der tibrigen ist, gelien nur gleicliseitige Hyperleln. 

Wir haben nach Nr. 41, 7 nur rechtwinklige Koordinaten und 
II' = mm\ also 22 = <a lt , anzunehmen. Wir konnen auch ktirzer 
sagen: Durch drei Punkte geht ein Buschel gleichseitiger Hyperbeln, 
weil ein vierter mitbestimmt ist. 

4) Der Ort der MittelpunJcte aller glticliseitigen Hyperbeln, die 
einem Dreieck umgeschrielen sind und nach Teil I, Nr. 165, 2 auch 
durch dm HohenschniUpunkt des DreiecJcs gehen, ist der Feuerlach- 
sche Ereis desselben (Nr. 99, 3). 

Die Gleichung des Ortes in 1) gibt mit a^ ^ a^ einen Kreis, 
der die Seiten und die Eckenabstande des HShenschnittpunktes hal- 
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biert. Die HShenfuBpunkte sind die Ecken des Polar dreiecks des 
Biischels gleichseitiger Hyperbeln. 

256. Aus den Betrachtungen in Nr. 249 geht hervor, daB 
man bei /" ig *= fur eine der beiden Kurven f=0 ; # = 
(oder aucli fur beide) Geradenpaare des Biiscliels wahlen kann. 
Sind etwa ^=0, $ 2 = 0; $ 3 = ; s 4 = zwei Schnittsehnenpaare, 
so ist in 

(23) * 8 s 4 p^Sa 

die Gleichung jedes dem Viereck umgescliriebenen Kegel- 
schnittes enthalten, jedoch nur dann in reeller Form, wenn 
das Viereck ganz reell oder ganz imaginar ist. (Vgl. Nr. 254.) 

Diese Q-leichungsform liefert z. B. den Satz: Sind die 
Sclinittseknenpaare Recktwirikelpaare, so lesteM das BuscJid nur 
aus gleichseitigen Hyperbeln. Denn bei rechtwinkligen Koordi- 
naten sind dann die Koeffizienten von a? und y* sowohl in 
S 1 s 3 als in s B s 4sJ daher aucli in s s s 4 jts^, entgegengesetzt 
gleich (Nr. 255, 2). 

Weil aber wenigstens ein Schnittseknenpaar s x 0, 
5 2 = reell ist (vgl. Nr. 252) ; 50 kann jedes Kegelschnitibuschel 
durch einen Kegelschnitt und ein G-eradenpaar stets reell definiert 
werden: 

(24) /-W.-0, 

wie schon an der Form f2,zy = Q von Nr. 255 erkennbar 
ist. Die Scbnittpunkte von f = mit s x bez. 5 2 = 
mogen P l3 Q bez. P 2? Q % heiBen. Den Parameterwerten 
[i = und ^ = oo entspricht /"== und s^ = ; also muB 
die kubiscke Gleichung zur Bestimmung der Parameter der 
Geradenpaare sich nun auf eine quadratische reduzieren. 

B. 1) Wenn drei Kegelschnitte f =- 0, g = 0, h = gegeben 
sind, und zwei andere q> = 0, % durch die bez. dem ersten 
und zweiten, dem ersten und dritten von ihnen gemeinsamen Punkte 
gelegt werden, so liegen die vier gemeinsamen Punkte von g? = 
und % = und die des Paares g = 0, h = auf einem und dem- 
selben Kegelschnitt 

Denn die Gleichungen der Kegelschnitte 9, % sind /*+ p,'g = 0, 
f + p"h = und einer der durch ihre Schnittpunkte gehenden 
Kegelschnitte ist pg p"h = 0. 

2) Die Gleichung des Kegelschnittes , der durch 1 j 2, 3 | 5, 
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l! 4, 3 | 1, 4 I 3 geht, wird erhalten, indem man die 
Gleicbungen der Seiten des durch die vier ersten Punkte gebildeten 
Yiereeks bestimmt und in der Gleichung 
( 3fl ._ 2y + l)(6s- 2y + 13) - *(a - 4y + 17) (30 - 4y + 5) 

die Koordinaten des fiinften Punktes zur Bestimmung von I ein- 

221 
setzt. Man findet I = j<r, also die Gleichung des Kegelschnittes 

79z 2 - 320*0 + 301/ + 1101 a? 1665z/ + 1586 0. 

3) Man bilde und untersuche die Bedingungen, unter denen 
drei Kreise demselben Btiscbel angeboren. 8 ) 

257. Berukrungsbiiscliel. AuBerst brauchbar ist die Glei- 
chungsfonn f < /Ls 1 5 2 = ? z. B. urn die besonderen Beziehungen 
zwischen Kegelschnitten in allgemeinerer Form als in Nr. 216 
darzustellen. Die Kegelschnitte f=* 0, f 18^8%*= beriihren 
einander, d. h. zwei ihrer Schnittpunkte fallen zusammen, 
wenn entweder eine der Geraden s^ = 0, 5 2 =0 den Kegel- 
schnitt /" beriihrt, oder wenn s 1 0, 5 2 sich in einem 
Punkte von f = scnneiden. 

Ist also t = die Gleichung der Tangente von f = im 
Puiakte re' /', so ist 

(25) f t(a t x + a^y + a 3 ) = 

die aUgemeine Gleiclmng ernes Kegelschnittes, der f=Q im 
Punlde x r \ y f Iterittirt; noch drei weitere Bedingungen sind 
erforderlich, um die Bestimmung des Kegelschnittes durch die 
Ermittelung von a 1? a g? a 3 zu vollenden. 

Wenn die Gerade a t a? + a s y + a s = durch den Punkt 
x' \ y geht ; so fallen drei von den vier Schnittpunkten zu- 
sammen; die aUgemeine Glcicliung eines Kegelschnittes^ der 
f=Q im Punkte x \ y osTsuliert, ist 

(26) f- t { ai (x- X r } + a,(y-y')} = Q. 

Wird insbesondere die Gleichung des oskulierenden Kreises 
verlangt, so haben wir nur auszudrucken, daB in dieser Glei- 
chung erstens der Koeffizient von xy verschwindet ; und 
zweitens die Koeffizienten von x* und y* einander gleich sind ; 
wir erhalten die Werte von a a und a 3 aus diesen Bedingungs- 
gleichungen. 

Die beiden Kegelschnitte haben endlich vier zusammen- 
fallende Schnittpunkte, wenn die Geraden a x + a 9 y-i-a=^ 
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und t = zusammenfallen. Die allgemeine Gleicliung eines 
Kegelschnittes, der mit /" = im Punkte x'\ y eine Beruhrung 
drifter Ordnung (Hyp&roskulation) hat, ist 
(27) f-u*=Q (Nr.216). 

Ein Kegelschnitt hat in jedem Punkte eine hyperosku- 
lierende Parabel, denn von den zwei Parabeln, die durcli vier 
Grundpunkte gelien (Nr. 250 am SchluB und Nr. 143), artet 
nun die eine in t* = aus. 

B. 1) Wenn die Achsen des Kegelschnittes f = zu denen 
des Kegelsclmittes g = parallel sind, so haben auch die Achsen 
von f \g = dieselbe Richtung. 

Denn fiir Koordinatenachsen, die den Achsen von /*== par- 
allel sind, enthalten weder f noch g das Glied xy. Wenn z. B. f= 
einen Kreis darstellt, so sind die Achsen von f kg == denen 
von /"=() parallel 5 ist f=0 ein Geradenpaar, so geben seine 
Wiokelhalbierenden die Achsenrichtungen. 

2) Sind die Koordinatenachsen den Achsen von f = und 
denen von f Is 1 s s = parallel, so sind s i und $% von der Form 
a x + a^y + a s , a^x a^y + a B '. 

3) Gleichung des osfculierenden Kreises fiir den Punkt P' eines 
Mittelpunktskegelschnitts. 

Die Gleichung mufi nach dem Texte von der Form sein 



Die erste Bedingung des Terfces reduziert sie auf 

xx ' yy' 



und hier bedeutet I eine Konstante, die sich aus der zweiten Be- 
dingung gleich Z)' 2 : (& 2 a 2 ) == &' 2 : c 2 ergibt. Dabei ist &' der zum 
Halbmesser a des Punktes P' konjugierte Halbmesser (vgl. Nr. 170). 
Also lautet die Gleichung 



4) Die Gleichung des oskulierenden Kreises des Punktes P' 
der Parabel # 2 = 2px ist 



5) Die Gleichung der Parabel, die einen auf Tangente und 
Normale als Koordinatenachsen bezogenen Kegelschnitt im Null- 
prmVh hyperoskuliert, ist 



Salmon-Fiedler: anaL Gcom. d. Kegelschn. n. 7. Aufl. 
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6) Die hyperoskulierende Parabel hat eine zu dem betreffen- 
den Durehmesser 2 a' des Kegelschnittes parallels Achse und den 
Hauptparameter p = a 2 & 2 : a' 3 . 

258. Doppelberahrung. Wenn der Kegelschnitt f =* 
von den Geraden S L =(), 5 2 =0 geschnitten wird, so rucken die 
Punkte P 1 und P 2 , Q l und Q% (Nr. 256) bez. um so naher zu- 
sammen, je naher die Sehnen zur Deckung mit derselben Ge- 
raden s = kommen. Daher stellt die Gleichung /" As 2 ~0 
ein Biiscliel von KegelschniUen dar, die mit /* = in der ge- 
meinsamen Sehne s = je eine reelle oder imagindre doppelte 
Beriihrung Jiaben (Nr. 215). 

Ebenso stellt 5^ JU 2 ~= jeden Kegelschnitt dar, der 
die Geraden s 1 = 0, 5 2 in den Punkten beruhrt, in denen 
sie von der Geraden 5 = geschnitten werden (Nr. 147). Die 
Gleichung eines Kegelschnittes, der mit f=*Q in den beiden 
Punkten x l \y l9 x$\y% eine doppelte Beruhrung hat, kann 
ebendeshalb auch in der Form /* A^=0 dargestellt wer- 
den, wenn ^== 0, < 2 die Tangenten von f= in diesert 
Punkten ausdrucken. 

259. Unendlich feme Seliuittseline. Die Gleichungsform 
/* ^5 1 5 2 = umfafit namentlich auch den besonderen Fall, wo 
eine oder mehrere Schnittsehnen im Unendlichen liegen. Man 
hat sich nur zu erinnern, daB die Gleichung der unendlich 
fernen Geraden die Form O-tf-f-O-y + c^O hat und in 
jedem Gliede von zu geringem Grade eine oder mehrere Kon- 
stanten c durch - x -f - y + c ersetzt gedacht werden 
konnen. 

So ist die Gleichung f ^5 = als der besondere Fall 
der Form /'-~5 1 5 2 =0 anzusehen, bei dem $ 1 = s und 
5 3 ^0-^ + 0-?/ + A ist. Sie stellt daher Kegelschnitte dar, 
die durch die Schnittpunkte von f =* mit 5 = und 
Q x + Q -y + h = Q gehen. Diese Gleichungen / As = 
stimmen auch offenbar in den quadratischen Gliedern alle 
iiberein (Nr. 132), definieren daher bei beliebigem 5 alle Kegel- 
schnitte mit parallelen Asymptoten (Nr. 224). Somit bilden 
alle ahnlichen oder dhnlich gelegenen Kegelschnitte mit stvei 
festen SchniUpunkten im Endlichen ein Biisckd. Dieses ent- 
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halt im allgemeinen keine Parabeln, denn zwei der Schnitt- 
sehnenpaare bestelien aus Parallelen (Nr. 143). Dagegen sind 
seine samtlichen Kurven parallelachsige Parabeln, wenn f*= 
selbst erne Parabel 1st. Auch das Kreisbiischel gehort hierher. 

Ferner ist die Gleichung f 1? = ein besonderer Fall 
der Gleiehung f s z = 0, namlich f (0 - x + y + A) 2 = 0. 
Sie bezeicbnet daher (Nr. 258) einen Kegelschnitt, der mit 
f eine doppelte Beriihrung hat, docli ist die Beruhrungs- 
sehne unendlich fern. Ihr Pol ist in jedem der Kegelschnitte 
der Mittelpunkt (Nr. 139) und alien gemeinsam. Ddfier "bilden 
alle ahnlichen und 'koachsialm Kegelschnitte ein BKschel mit 
Doppelbertihrung, wie z. B. das Biischel konzentrischer Kreise. 
Da fur Parabeln insbesondere die unendlich feme Gerade 
Tangente ist (Nr. 257), so bilden die Parabeln f = A 8 ein Os- 
JculationsbuscM (Nr. 226). 

Endlich kann jede nicht - symbolische Gleichung selbst 
als unter der Gleichungsform s s s 4 JiS^ inbegriffen an- 
gesehen werden. Denn im allgemeinen Ansatz 

a n # 2 + 2a^3cy + a^f + ^a^x + 2a^y + a 3S = 
liefert das erste Trinorn, gleich Null gesetzt, ein Geraden- 
paar 5 8 5 4 ==0 aus dem Nullpunkt und das zweite Trinom 
eine durch die unendlich ferae Gerade $ 2 =* zu einem Paar 
erganzte Gerade $!==(). Die Asymptotenparallelen 5 3 *=0 ; 
S 4 =0 treffen die Kurve in zwei endlichen Schnittpunkten 
von der Sehne s L = Q. 

Insbesondere zeigen die Gleichungen der Parabel 
(ax + Py) 2 + (2a 13 x + 2a^y + a 33 ) - 0, f - 2p'x (Nr. 197), 
als von der Form s^ A5 8 = 0, dafi die Gerade ^=0 oder 
2#is#+2a 23 2/+<% s:: =0bez.#=0 und die unendlich feme Gerade 
$2= die Kurve in den Punkten des Durchmessers ccx + ($y = 
bez. y bertihren. Von derselben Art ist auch die auf 
die Asymptoten bezogene Hyperbelgleichung xy ft 3 == (0 x + 
y + &) 2 (Nr. 164); hier sind x = ; y = Tangenten der 
Kurve init unendlich ferner Beruhrungssehne. 

260. Die Gleiclmngsform 
(28) ZA'+W+W-O 
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definiert einen Kegelsclmitt, fur den die Geraden s x == ; s 2 = ? 
s 3 == Setien eines Polardreiecks sind (Nr. 136). 

Im bisherigen Zusammenhange erkennt man dies, indem 
man die Gleichung (28) in drei aquivalenten Formen schreibt, 
deren eine Seite nur je eines der Quadrate bildet. Derm die 

Form Z 2 s 2 2 + W^ Z i*i 2 zei ^ dafi k%*+ W ein Ge ' 
radenpaar darstellt, das zu dem Paare 5 2 = ; s s =0 harmo- 
nisch ist und aus den Tangenten der Kurve zu der Beruhrungs- 
sehne s^ = besteht. Also ist die Ecke $ 2 0, s 3 der Pol 
der Seite ^=0. Ebenso folgt aus Z 3 s 3 3 + ^s^^ Z 2 5 2 3 und 
Z 1 5 1 2 + Z 2 s 2 2 =-Z 3 s 8 2 , daB 5 3 =0 ? 5 X die Polare $ 2 = und 
5 a 0, $ 2 die Polare $ 3 hat. 

Setzen wir ein reelles Polardreieck voraus, so haben wir 
zu unterscheiden ; ob die drei Koeffizienten Z 1; \, 1 B dasselbe 
oder ob nur zwei von iknen dasselbe Vorzeiehen haben. Nur 
im zweiten Falle ist der definierte Kegelschnitt reell. N*ehmen 
wir etwa \ 2Lf, Z 2 ===== A 2 2 , Z 3 l^ so sind die zu den 
Seitenpaaren des Dreiecks harmonischen Tangentenpaare 
^5 2 A- s s 3 = 7 ^ 1 s i A 3 5 8 == und ^i iA 2 5 2 == 0, womit 
die Lage des Dreiecks gemaB Nr. 136 verdeutlicht wird. Ins- 
besondere fur ^ 1 2 5 1 2 + ^ 2 5 2 2 = c*, (s s <?) besteht das Polar- 
dreieck aus der unendlich fernen Geraden und zwei kon- 
jugierten Durchmessem %= 0, 5 2 = 0, 

In gleicher Weise best'atigt man, daB die Gleichung 
(29) a n s^ + 2 a 12 ^ $ 2 + a M s 2 2 == a 33 5 S 2 

einen Kegelschnitt bezeichnet, fur den der Punkt 5 X = ; 
5 2 der Pol der Geraden 5 3 = ist; denn die linke Seite 
stellt, gleich Null gesetzt ; ein Geradenpaar durch jenen Punkt 
dar. Ist insbesondere 5 8 = 1, so haben wir die auf den Mittel- 
punkt s t 0, s. 2 der Kurve bezogene Gleichung (Nr. 140). 

Wenn die Gleichung (28) einen Kreis darstellt, so muB 
sein Mittelpunkt der Hohendurchschnittspunkt des fundamen- 
talen Polardreiecks sein, weil das vom Pol auf die Polare 
gefallte Lot durch den Mittelpunkt geht. 

Weil ferner zwei Kegelschnitte ein gemeinsames Polar- 
di*eieck haben, so Wnnen wir im allgemeinen die Gleichungen 
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tsweier Kegelschnitte gleichzeitig auf die Normalform gebracht 

voraussetzen: 

(30) W+ W+W^O, ZW+FsV+^V-O. 

Jedoeh erscheinen diese Darstellungsformen imaginar, wenn 

das Poiardreieck imaginar 1st, d. li. wenn zwei reelle und 

zwei imaginare Schnittpunkte vorhanden sind (Nr. 254). 

261. Wenn zwei Kegelschnitte mit einem dritten in doppelter 
Seruhrung sind, so gelien ihre BeruhrungsseJinen mit diesem 
und eines von ihren drei ScJinittseJmenpaaren durch einen und 
denselben PunM und bilden ein Jiarmonisches Biischel. 

Fur f = als die Gleidmng des dritten Kegelschnittes 
sind /'4-5 1 2 =0 ? f+s^=Q die Grleichungen der beiden 
ersten, Durch Subtraktion derselben yoneinander erh'alt man 
als Gleichung der fraglichen Schnittsehnen s^ s 2 2 = 0; aber 
die Geraden ^ 5 2 == sind zu den Beruhrungssehnen 5 X = 0, 
S 2 = 0, durch deren Schnittpunkt sie genen, harmonisch.. 4 ) 

B. 1) Wenn zwei Kegelsehnitte in doppelter Beruhrung sind, 
so schneiden sich die Selinen, die ein durcli die Berahrungspunkte 
willkurlich gelegter Kegelschnitt mit beiden bestimmt, auf der Be- 
ruhrungssehne. 

Die Gleichungen f= 0, f+ 5^= 0, f+s^0 entbalten 
den Beweis. FtLr Geradenpaare durch die Beruhrungspunkte und 
fur Hyperbeln mit denselben Asymptoten ergeben sich besondere 



2) Denkt man sich an zwei Kegelschnitte ein Paar ihrer ge- 
meinsamen Tangenten gezogen, so ist der Schnittpunkt der dem 
einen" und der dem anderen Kegelschnitte angehorigen Beruhrungs- 
sehne zugleich Schnittpunkt eines Paares ihrer gemeinsamen Sehnen. 

Man erhalt diesen Satz als einen Sonderfall des Hauptsatzes, 
wenn man annimmt, daB f= ein Geradenpaar ist. 

Wenn die Asymptoten einer Hyperbel eine Ellipse beruhren, 
so sind zwei Schnittsehnen dieser Kurven der Beruhrungssehne 
parallel und von ihr gleichweit entfernt. 

3) Die Diagonalen eines einem Kegelschnitt eingeschriebenen 
und die des entsprechenden ihm umgeschriebenen Yierecks gehen 
durch einen Punkt und trennen einander harmonisch. 

Dies ist der besondere Fall von dern Satze des Textes, in dem 
die Kegelschnitte f+ ^ 2 == 0, f + s<?= in je ein Geradenpaar 
ausarten. Der Beweis kann aber for diesen Fall auch direkt ge- 
fuhrt werden wie folgt: Sind ^ 0, * 8 0; ^ 0, * 4 die 
Gleichungen von zwei Tangentenpaaren und r = 0, s = die ihrer 
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Beriihrungssehnen, d. h. der Diagonalen des entsprecbenden einge- 
schriebenen Vierecks, so kann man die Gleichung des Kegelscbnittes 
in jeder der Formen t^ r 2 = 0, t^ s s = scbreiben. Daher 
sind diese identiscli oder nur um einen konstanten Faktor A ver- 
scMeden, d. h. es entsprirgt die Identitat ^^ A 3 s^ = r 2 Is*. 
In dieser druckt die rechte Seite durch ihr Verschwinden ein Ge- 
radenpaar aus, das mit r 0, s = ein harmonisches Buschel 
bildet, wahrend die linke Seite zeigt, dafi diese Geraden die Punkte 
verbinden 

^^ 8 0, tz^t^O und ^# 4 iO, ^ ^=0. 

4) Man stelle die Gleichungen der Diagonalen des Vierecks 
auf, das von den Tangenten eines Mittelpunktskegelschnittes in den 
vier Punkten gebildet wird, denen die exzentrischen Winkel 2 a, 
2j5, 2y, 2<J entsprechen. 

In diesem Falle ist (Nr. 159) 

/!== cos2a + T^sin2a 1, U==~co$2B -f4sin2/3 1: 
1 a o ' " a l o ' 1 

r == -Jcos(a: + (?) + -f-sin(a + |3) - eos(a - 0), 
und man findet leicht 



Nacb den Ergebnissen von 3) findet man fiir die Diagonalen 
r sin (y f) 5 sin (a /9) = 0. 

262.*) 2?^ wa?z (forc/i mm Punkt P Pcvrallelen 0u 
den Aclisen einer Ellipse, so ist jede der so entstelienden leiden 
Sclinittsehnen zugl&icli Bertihrungssehne je eines Buschds doppelt 
beruhrender Kegelsclinitte, dem je ein Kreis angehort. Diese 
leiden Kr&ise bestimmen ein Kreisbuscliel, das dm Punkt P 
als NulUcreis enlliall?) 

Sind namlich y = # und x == % Q die Gleichungen der 
beiden Schnittselmen, so haben die erwahnten Kegelsclmitt- 
buschel die Gleichungen 

5| + ||-l_A(y_ ya )_0 bez. fL'+li'-l-Ks-^'-O. 



*) Den Inhalt der hier folgenden Numniern 262 266 verdanke 
ich einer freundlicnen Mitteilung von Herrn K. Bohn in Leipzig. Ygl. 
ubrigens axtch dessen Abhandlungen im Jaliresbericht der deutschen 
Matbematiker-Vereinignng, Bd. 16 (1907), S. 359377 und Bd. 22 (1913), 
S. 330340. 



Kegelschnitte in Doppelberiiliruiig. 
Ihnen gehoren die Kreise 
(31) + - 1 



an, wo c 2 =a 2 6 2 ist; das dureh diese Kreise bestimmte 
Biischel enthalt den NuUkreis (x - # ) 2 + (y t/ ) 2 = 0. 

Hieraus folgt leicht: Is Q einer der leiden, ScJinittpunkte 
der Ellipse mit der Geraden y = y und E ein Sclmittpunld 
der Ellipse mit x = X Q , so treffen die in Q und R gezogenen 
Normalen der Kurve die y-Achse bez. x-Aclise in Pmiltfen, 
deren Verbindungslinie durch P geliL 

Wahlt man insbesondere a: = a, 2/ =* 6, so werden die 
Kreise (31) die den betreffenden Scheiteln der Ellipse zuge- 
horigen Erummungskreise. 

263. Beruhren sich die Kegelschnitte /*(#, y) = und 
g(x, y) in awei PunJcten P 13 P 2 , die Kegelsclmitte Ji(x, y) =- 
und k(x } y) = in zivei PunJcten Q 1} 2 un & gehoren die vier 
B':/-iiHt m >'i';iyi!'n 7 \': einer und derselben Geraden 5 = an, so 
liegen die vier Schnittpunkte von f und h mit den vier Schnitt- 
punkten von g und Jc auf einem Kegelschnitt; ebenso schneiden 
sicli f und k sowie g und h auf einem und demselben zweiten 
Kegelschnitt. 

Nimmt man namlieh an, daB die absoluten Glieder in 
den Ausdriicken f f g, h, k und s gleich 1 seien, eine An- 
nahme ; die stets erlaubt ist, so finden Identitaten statt von 
der Form 

(32) (1 X)g = f- Jl5 2 =0 und (1 - ft) ft = h - ^s 2 - 0, 
und hieraus folgt 

/r>\ 1 -- ^ t - ^7 1 ^ 1? 

(33) ' -j-g -- jJi* ST ^- 7 *, 

d h. der Kegelschnitt i^^ - L=*i - geht durch die 

Schnittpunkte yon f und h, oder anders ausgedriickt: die 
Schnittpunkte yon g und k liegen mit denen von f und & 
auf einem und demselben Kegelschnitt; usw. 

B. 1) Es seien zwei Geraden gegeben, die gegen die grofie 
Achse einer Ellipse unter supplementaren Winkeln geneigt sind. 
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Zielit man alsdann zur kleinen Achse der Ellipse eine Parallele, 
die diese Kurve in zwei Punkten P 1? P 2 , das Geradenpaar in $ t , Q% 
schneidet, so gibt es einen Kreis, der die Ellipse in P t und P 2 be- 
ruhrt und einen zweiten Kreis, der das Geradenpaar in Q 19 Q 3 be- 
rtihrt. Auch die vier Schnittpunkte von Ellipse und Geradenpaar 
liegen auf einem Kreis, und die so erhaltenen drei Kreise geho'ren 
einem und demselben Buschel an, d. h. ihre Mittelpunkte liegen auf 
einer Geraden. 

Dies folgt sofort aus (32) und (33), wenn man /"= und 
h = als Gleichungen der Ellipse und des Geradenpaares , g ~ 
und It = als Gleichungen der beiden zuerst erwahnten Kreise 
auffaBt; die Parallele zur kleinen Achse ist 5 = 0. 

2) Die vier Schnittpunkte eines Kreises h = mit einer Hy- 
perbel f und die vier Schnittpunkte eines zu Ji konzentrischen 
Kreises 1: = mit den Asymptoten der Hyperbel liegen auf einein 
Kegelschnitt. 

Auch dies folgt aus (32) und (33), wenn 5 = die unendlich 
ferae Gerade darstellt (Vgl. auch Nr. 148.) 

3) Zieht man zwei Geraden, die gegen die Hauptachse einer 
Hyperbel unter supplementaren Winkeln geneigt sind, so liegen die 
vier Schnittpunkte des Geradenpaares mit der Hyperbel bez. mit 
deren Asymptoten auf zwei konzentrischen Kreisen. 

DaB die Schnittpunkte des Geradenpaares und der Hyperbel 
auf einem Kreis liegen, folgt leicht aus einem Satze in Nr. 220. 

264. Alle Sehnen einer Ellipse f(x, y) =0, die von einem 
fest&i Purikt PQ(XQ | y ) unter recJitem Winkel erscheinen, um- 
liiillen einen Kegelschnitt (p(u 3 v) = 0. Dieser hat P mm 
Brennpurilti und die Polare von P in lezug auf f 0m Leitlinie. 

Die Gleichung der Ellipse f(x, y) = ~ + |J - 1 - 
moge zunachst durch x = %+% Q) y = y+y Q auf ein dein 
urspriinglichen Koordinatensystem paralleles System |, ^ be- 
zogen werden, das seinen Anfangspunkt in P hat. Die Glei- 
chung der Ellipse wird alsdann 

(*U\ ^ JL V* _L 2a7 t I 2 2/0 I Jff \ A 

^ ^s + p + "55-6 + -^r ^ + ffa* 2/o) - 0. 

Sind nun wj 4-0^ + 1 -0 und u + v^ + 1 - die Glei- 

chungen zweier Ellipsensehnen, so stellt 



ffa, Vo) ~ i(i6 + tij + !)(M S | + w + 1 = 
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ein durch die Endpunkte der Ellipsensehnen gehendes Kegel- 
schnittbiischel dar, und insbesondere erhalt man ein durch 
die Endpunkte der Ellipsensehnen und durch P gehendes 
Geradenpaar, wenn in der letzten Gleichung das absolute 
Glied und die linearen Glieder verschwinden, also wenn 

(36) i 
oder 



1st. Das so erhaltene Geradenpaar schneidet sich auBerdem 
unter rechtem Winkel, wenn die Koeffizienten von | 3 und rf 
einander entgegengesetzt gleich sind. Dies tritt ein fur 

^-AiB 4- p -Af^ -0 

oder nach (36) und (36 a) fur 

(37) a*Vf(x Q , y ? )(V + v^ - 26^ - 2a^j Q v + a? + V- 0. 
Dies ist die Gleichung des gesuchten Kegelschnittes in Linien- 
koordinaten u l9 v^. Sie zeigt (vgl. Nr. 196), daB der Punkt P 
der eine Brennpunkt dieses Kegelschnittes ist. Durch die 
Transformation % = u : (X Q U + y Q v + 1), v^ = v: (X Q U + y v + 1) 
erhalt man die Gleichung der Kurve (37) bezogen auf das 
ursprungliehe Koordinatensystem (vgl. Nr. 78), namlich 



Wird der gegebene Kegelschnitt f von der |-Achse in 
A und By von der i?-Achse in und D geschnitten (Fig. 6), 
so ist das Viereck AGSDA diesem Kegelschnitt einge- 
schrieben, der Kurve <p umgeschrieben, denn seine Seiten 
werden von"P aus unter rechtem Winkel gesehen. Hieraus 
folgt, daB die Polaren von P in bezug auf f 

und in bezug auf <p zusammenf alien; die zum A^ ^B ^ 

Brennpunkt P des Kegelschnitts g? gehorige 
Leitlinie ist daher in der Tat die Polare von P 
in bezug auf f. 

Liegt P im Mittelpunkt von f, so beruhren die von P 
aus unter rechtem Winkel erscheinenden Sehnen den Kreis 
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wie sofort aus (38) fur tf Jfo "" folgt. 

Liegt P auf dem Kegelschnitt /*, ist also f(x Q9 / ) 0, 
so geht (38) in die Gleichung eines Punktes 
c-% <u c\v + a 2 + 6 2 =0 

fiber, der die Koordinaten hat x l = -rrri; 2/1 = -- 1 rrr 

t* j- t* j- 

265. Zieht man an elne Ellipse aus zwei Pmkten P 1} P 2 
Hirer Ueinen AcJise die Tangentenpaare, so liegen deren vier 
Sclmittpunkte auf einem Kreis, der durcli die Brennpunltte der 
Ellipse gehL Dieser Kreis trifft die Eeine Achse in den Mittel- 
purikten M', M." zweier anderen Sreise, die die beiden> Tan- 
gentenpaare leruhren. 

Das von P 1 an die Ellipse gelegte Tangentenpaar sei 
durcli die Gleichungen u^+v^j+1^0 und ^^+^^ + 1 = 
gegeben, in denen die Koeffizienten von x entgegengesetzt 
gleich sind, weil diese Geraden die x- Achse unter* supple- 
mentaren Winkeln schneiden. Das dnrch die vier Sehnitt- 
punkte der beiden Tangentenpaare bestimmte Kegelschnitt- 
biischel hat die Gleiehung 

(39) (v lV + I) 2 - V*'- 1{(W + l) s - t^V} = 0, 

aus der hervorgeht, da6 dem Wert fa* + V) : K 2 + V) 

des Parameters I der Kreis 



entspricht. 

Eliminiert man u i und u% aus (39) vermoge der Glei- 
chungen a 2 V + 6 2 V= 1; aVg + & a ? 2 s ! (Nr. 167) und 
tragt man den angegebenen Wert von I ein ; so ergibt sich 
als Grleichung des Kreises 



und bei Einfiihrung der Ordinaten y x i 1 : v l9 ?/ 2 = - 1 : v s 
der Punkte P 19 P 2 folgt 



(41) a;i + y *- e*- 2y y *y*- c * = 0. 
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Ein beliebiger Kreis mit dem Mittelpunkt M'(o y') hat 
in .Linienkoordinaten die Gleichung (ISTr. 105) 
(y'v + l) 2 -0' 2 (w 2 +O = 0. 
Er beruhrt die erwahnten beiden Tangentenpaare, falls 



ist, und hieraus folgt 

(42) (y'*^ + I) 2 (w 2 2 -f # 2 2 ) (y-v 2 + l) 2 ^ t 2 -f ^ 2 ) = 0. 
Diese Gleichung zeigt, daB der Punkt M' auf dem Kreis (40) 
liegt, und entsprechendes gilt von dem schon erwahnten 
Punkte M". 

266. Werden einem Kegelschnitt f(x, y) = zwei be- 
liebige Dreiecke umgescfirieben , so liegen Hire secJis Ecken auf 
einem Kegelschnitt &. 6 ) 

Sind namlich sfo, y) und ^(x, y) (i 1, 2, 3) 
die Gleichungen der Seiten der beiden Dreiecke und hat die 
Verbindungslinie der Beriihrungspunkte von s t and t. = 
die Gleichung &(#, y} =0, (i = 1, 2, 3), so bestehen nach 
passender Wahl eines Faktors # f Identitaten von der Form 

(43) f(x, y) = *,(, y) - *,(*, y) + x i9 *(x, y}, (.-1,2, 3). 
Aus diesen folgt z. B. 

so daB V\#i(#; y) ]/ ^2^3(^7? y) = ein durch den Sehnitt- 
punkt /S 3 von 5 A und $ 2 , den Schnittpunkt r 3 von t und ^ 2 
sowie durch (5 1? ^ 2 ) und (5 2) ^) gehendes Geradenpaar dar- 
stellt. Gibt man "(X^ das Pluszeichen, so ist die Gleichung 
der Geraden $ 3 T 3 von der Form 

wobei s f diejenige der beiden Zahlen 1 
bedeutet, die man y^ 2 als Faktor vorsetzen ^_ 
muB ; um eben die Gleichung von $ 3 jP 8 zu 
erhalten. Bei entsprechender Bedeutung 
von s" ist 




w 7 

die Gleichung von S^ (Fig. 7) und ** 7> 



(a?, y) + l/^i(^; y) - 

die Gleichung von 2 T 2 . Das durch die Punkte S 1? T ly S^ 
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gehende Kegelschnittbiischel hat nun die Gleichung 



_ -0 
oder 

(44) (s'l/^g+e")/^ 

dem Werte 1 des Parameters I entspricht daher der Kegel- 
schnitt 

(45) f(x,y) + '. 



Dies ist der gesuehte Kegelschnitt i, anf dem auch die Punkte 
$ 3 und T 8 liegen, wie sich leicht ergibt, wenn man beachtet, 
daB inre Koordinaten die Gleichungen Y^ 1 g l + s'Yxtffs*** 0, 
sA s /(, y) ~ ^i^i 2 = und s 2 > =/(, y) - K^ = erfullen. 
Es folgt auch sofort, daB es unendlich yiele Dreiecke 
gibt, die dem Kegelscnnitt f umgescnrieben, dem Kegel- 
schuitt Jc eingesclirieben sind. Denn wenn man das eine Drei- 
eck als fest annimmt, das andere so andert, daB zwei seiner 
Ecken auf "k bleiben, so bleibt aucn die dritte Ecke auf A. 
Der Satz gestattet eine Erweiterung, die darin besteht ; 
daB man jedes der Tangentenpaare s i9 t t durch je einen die 
Kurve f doppelt beruhrenden Kegelscnnitt ^ ersetzt. Alsdann 
entstehen Bogendreiecke, deren Seiten durch Bogen der doppelt 
beruhrenden Kegelschnitte gebildet werden; die Ecken zweier 
solcher Dreiecke liegen wieder auf einem Kegelschnitt Jc. 

Wahlt man ferner fur die Kurve ^ einen Kreis, der f 
doppelt beruhrt, ftir Xs eine vom Brennpunkt F l und eine 
von einem beliebigen Punkt P an f ge- 
legte Tangente ; fur % s die zweiten Tan- 
genten^ die man von F 1 und von P aus 
noch ziehen kann ; so werden die friiher 
erwahnten sechs Punkte durch P 9 F 
die beiden imaginaren Kreispunkte und 
zwei weitere Punkte A und B gebildet, 
die auf dem Kreis y^ und auf je einer 
der zwei von P aus an den Kegel- 
sehnitt f gezogenen Tangenten liegen (Fig. 8). Der durch 
A, B und P bestimmte Kreis % geht daher auch durch den 
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Brennpunkt F 19 und die Winkel PAF^ und PSF l betragen 
zusammen zwei Rechte. 

Halt man die Tangente D A fest, andert aber auf ihr 
die Lage des Punktes P, so andert sick auch die Tangente 
BC, an ihre Stelle tritt eine Gerade PB'C', die den Kreis& 
in B' und 0' schneidet, aber der Winkel PB'F ist kon- 
stant, und zwar gleicli 180 <; PAF V Umgekehrt ist der 
den Kegelschnitt f doppelt beruhrende Ejreis Xi d^r Ort fur die 
Fufipunkte der Geraden, die vom Brennpunkt F l nach den 
Tangenten von f unter konstantem Winkel gezogen werden. 

267. Wenn dr&i Kegelschnitte in dqppelter Bertihrung mit 
einem vierten KegelschniU sind, so gehen die Sclinitisehnen der 
drei Paare, die sick auf einer BeruhrungsseJme schneiden, vier- 
mcd 8u je dreien durch einen Punkt. 

Denn, sind die Grleiclmngen der Kegelsctnitte von der 
Form 

(46) ^ + ^'-0, f+s,*=0, f+s s *=Q, 

so sind die ihrer Seknittselinen, zu dreien geordnet 
5l ~5 2 =0 ; 5 2 5 3 =0 ? Sj Si0; 
^ + ^=-0, 5 2 4-5 s =0 ; 53-^=0; 



Wie in Nr. 261 konnen besondere Falle dieses Satzes 
gebildet werden, indem man voraussetzt, dafi einer der Kegel- 
schnitte (46) oder niehrere von ihnen zerfallen. So z. B. be- 
zeichnet f = ; wenn dieser Kegelschnitt in ein Geradenpaar 
ausartet, zwei gemeinschaffcliclie Tangenten der Kegelschnitte 
f+s^^Q, /*+5 3 2 =05 wenn dann s^O eine durch. den 
Schnittpunkt dieser Tangenten gehende Gerade ausdriickt ? so 
zerfallt auch f+ s^^* in ein Paar von Geraden, die durch 
den Schnittpnnkt der gemeinschaftlichen Tangenten gehen. 
Wenn man durch den ScJmiUpunkt von zwd gemeinsamen Tan- 
genten zweier Kegelschnitte ein Paar von Geraden 0ieht, so 
scfmeiden sich die VerUndungsgeraden der SchnittpunJcte dieser 
Geraden mii dem ersten und zweiten KegelschniU in Purikten 
einer der Schnittsehnen der Kegelschnitte. Inslesondere schndden 
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swh die Tangenten in den Sr]riiiUpuifl;kn jener Geraden mit 
den KegelscJmitten in einer der Sclmiitselmen. 

268. Satz von Brianchon. Wenn die durch /'+5 1 2 =0, 
f + SgS^ ? f+ 3 2 = dargestellten Kegelschnitte samtlich 
in Geradenpaare zerfallen, so bilden sie em dein Kegelschnitt 
f = umgescliriebenes Seehsseit ; die Schnittsehnen sind Dia- 
gonalen dieses Sechsseits, und man erhalt den Sate von Brian- 
chon: 7 ) in jedem einem Kegelschnitt umgeschrielenen Sechsseit 
schneiden sicfi die drei Verbindungsgeraden der Gegenecken in 
einem Purikte. Wenn die Seiten des Sechsseits in irgend einer 
Eeihenfolge durct 1, 2, 3, 4, 5, 6 bezeiclmet werden, so sind 
die Verbindnngslinien der Schnittpunkte 12 und 45, 23 und 
56, 34 und 61 die im Satze bezeichneten Diagonalen ? deren 
Schnittpunkt der zu dieser Eeihenfolge gehorige BriancJionsche 
Punli heiBt 

Durcli Vertauschung der Reihenfolge der Seiten des Sechs- 
seits lassen sich aber aus ihnen \ 1 - 2 3 - 4 - 5 d. i. 60 ver- 
scMedene Brianchonsclie Sechsseite bilden ; und fiir jedes der- 
selben gilt der ausgesprocliene Satz, fur jedes gibt es einen 
Brianclionsclien Punkt. 

Der Beweis kann auch folgendermafien (vgl. Nr. 261, 3) 
gefiihrt werden, Sind 

*i*-*i s -0, ^^ 5 ~5 2 2 -0, /^ e -* 8 -0 
aquivalente Formen der Gleichung des Kegelschnittes f***Q t 
so steUen s 1 -^ 0, 5, S B - 0, s s ^ = drei Diagonalen 
dar, die sich in einem Punkte schneiden. Da aber kein Kri- 
terium dafur gegeben ist, ob die Gleichung s^ + s^ die 
Diagonale (12) (45) oder die Diagonale (15) (2 4) des Vier- 
seits titihh darstellt, so beweist dieser SchluB nur, daB die 
Verbindungslinien der Punkte 12 und 45, 23 und 56 sick 
entweder in der Verbindungsgeraden von 34 und 61 oder von 
13 und 46 begegnen. Ware jedoch dies letzte der Fall, so 
wiirden die Dreiseite 1, 2, 3 und 4, 5, 6 perspektiv kollinear 
Kegen (Nr. 67, 4), daher die Sctnittpunkte von 1, 4; 2, 5; 3, 6 
in einer Geraden enthalten sein; wenn wir also funf von 
diesen Tangenten bestimmen, so mtSflte die sechste durch 
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einen festen Punkt gehen, statt einen Kegelschnitt zu um- 
hullen. Also ist nur die erste Folgerung zulassig. 

269. Der Satz von Brianchon bietet das Mittel, aus 
filnf gegebenen Tangenten eines Kegelschnittes alle seine Tan- 
genten SM konstruieren. Dabei diirfen keioe drei der Tangenten 
durch einen Punkt gehen, da sonst die Kurve in ein Punkte- 
paar ausartet. 

Wenn wir namlich auf einer von ihnen, etwa 1, einen 
Punkt P annehmen, so konnen wir die zweite Tangente 6 
des Kegelschnittes von P aus mit Hilfe dieses Satzes be- 
stimmen: die Verbindungslinien der Punktepaare 12, 45; 
23, 56; 34 ; 61 schneiden sich in einem Pankte 0; nach 
der Voraussetzung sind die Geraden 12, 45 nnd 34, 61 
d. i. 34, P bekannt, somit auch ihr Sehnittpunkt 0; zient 
man daher die Gerade 0, 23, so schneidet diese die Tangente 
5 in einem Punkte Q, der der Tangente 6 aus P ebenfalls 
angehort; PQ ist also diese Tangente 6. Man kann sagen: 
Die Tangente 6 ist die Basis eines veranderlichen Dreiseits, dessen 
Sasisecken sicli auf den festen Geraden 1 und 5 bewegen, 
wahrend sein Scheitel die Gerade 12, 45 besclireibt, und seine 
Seiten sieh um die festen Ptmkte 23 und 34 drehen. 

Es fordert nur eine besondere Anwendung dieser Me- 
thode, um aus filnf Tangenten 1, 2, 3 ; 4, 5 eines Kegelschnittes 
den B&rulirungspunkt T einer unter ihnen, z. S. von 1 , zu er- 
mitteln. 

Man 1'afit die sechste Tangente 6 mit 1 zusammenfallen, 
zieht alsdann die Gerade 12 ? 45 und schneidet sie mit 23, 
56 oder 51 in 0, zieht dann 34, und erhalt T als Schnitt- 
punkt von 1 (== 6) mit 34, 0. So sind also auch die Punkte 
des Kegelschnitts zu konstruieren und man erkennt, daB die 
Angabe einer Tangente mit ihrem Beriihrungspunkt der von 
zwei Tangenten Equivalent ist. 

Weil die Konstruktion nur Schnittpunkte von Geraden 
und Verbindungsgeraden von Punkten benutzt, nennt man 
sie linear. Aus filnf Tangenten ist eine Kurve zweiter Klasse 
durch lineare Konstruktion lestimmi. Die Konstruktion nimmt 
niitzliche besondere Formen an, wenn sich unter den Tan- 
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genten der Mittelpunktskurven eine Asymptote, bei der Pa- 
rabel die unendlicli feme Gerade befindet. 

B. l) Man soil zu funf Tangenten den Mittelpunkt des Kegel- 
schnittes bestimmen. 

Hierzu ist nur no tig, die z?i einer der gegebenen parallels 
Tangente (P unendlicli fern) nnd fiir diese beiden die Beriihrungs- 
punkte zu konstruieren ; ihre Verbindungslinie ist ein Durchmesser, 
sein Halbierungspunkt der Mittelpunkt. 

2) Man konstruiere die Hyperbel aus einer Asymptote und 
drei Tangenten. 

Da durch die Asymptote aucn ihr Beruhrungspunkt gegeben 
ist, vertritt sie zwei Tangenten. 

3) Welches ist die einfachste Konstrnktion der Hyperbel aus 
den beiden Asymptoten und einer Tangente? 

4) Man zeige als Sonderfall der Konstrnktion, dafi der zwischen 
den Asymptoten gelegene Abscbnitt einer Tangente durch den Be- 
rubrungspunkt halbiert wird (Nr. 174). 

5) Man konstruiere eine Parabel aus vier Tangenten, insbe- 
sondere ihren Beruhrungspunkt mit einer derselben. 

270. Kegelschnittscliar. Die Briancbonsche Konstruktion 
zeigt deutlicli, daB von den Kegelschnitten mit vier festen 
Tangenten nur einer eine gegebene Gerade der Ebene beriihrt. 
Wenn wir die Gleichung eines solchen Kegelschnittes in 
Linienkoordinaten schreiben, so muB sie also eine nnbestimmte 
Konstante linear enthalten, da diese durch Einsetzung eines 
Wertepaares u v f eindeutig bestimmt sein muB. Daher haben 
wir nach dem Dualitatsprinzip das Recht, die symbolischen 
Formeln anch nach Linienkoordinaten zu deuten (Nr. 82), 

Bedeuten <p(u, v) = 0, %(u, v) = die Tangentialglei- 
chungen zweier Kegelschnitte, so steltt die einen Parameter k 
linear enthaltende Gleichung 
(47) 9 (,)- ^(tt,)-0 

jeden-Eegelsctmitt dar, der die gemeinscliaftlichen Tangenten der 
KegelschniUe 9? = ; % leruhrL Man nevmt das System 
der einem Vierseit der Gtrundtangenten emgeschriebenen Kegel- 
scJmitte eine Kegelschniitschar. Biisctiel und Schar sind duale 
Begriffe*) Wir kennen ein Beispiel schon in der Schar der 
konfokalen Kegelschnitte (Nr. 232). 

*) Wir wollen diese Gegenuberstellung festhalten, obwohl haafig 
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Der Parameter kann wiederum auf dreifache Weise so 
bestimmt werden, dafi die linke Seite cp 1% yon (47) in 
lineare Faktoren ^(u, 0), <7 2 (> ; v) zerfallt (Nr. 251). Dies ge- 
schieht aber, sobald eine fiinfte Tangente gegeben ist, die 
{Lurch eine Ecke des Vierseits geht. Also sind in dem vott- 
standigen Grundmerseit die drei Gegeneckenpaare zerfatiende 
Kegelschnitte der Schar. Eines derselben ist stets reell. 

Daher kann die Gleichung einer Schar stets in der Form 
geschrieben werden (Nr. 256) 

(48) 9-itf^-O, 

wo <? t = 0, (? 2 = reelle Scknittpunkte der gemeinschaftlichen 
Tangentenpaare darstellen. Die Tangentialgleichung eines 
einem Vierseit eingeschriebenen Kegelschnittes ist yon der 
Form (Nr. 256): 

(49) tfstf A^^o= 0. 

Die Kegelschnitte 9 A^tfg => beriikren cp = 0, wenn ent- 
weder einer der Punkte ^ = ; <J 2 = auf dem Kegelschnitt 
9 liegt oder die Verbindungsgerade yon beiden denselben 
bertihrt (Nr. 257). 

Die Kegelschnitte 9 = nnd 9 A<? 2 == beruhren ein- 
ander doppelt ; so dafi tf den Schnittpunkt der gemein- 
samen Tangenten, den Beriihrungspol bezeichnet. Wahrend 
im allgemeinen zwei Kegelschnitte ein Buschel und eine 
Schar als ganz yerschiedene Systeme bestimmen, lilden doppdt- 
beriihrende Kegelscfmitte gleichzeitig ein Buschel imd eine Schar. 
Sind insbesondere 6 l == ; <? 2 = die Beruhrungspunkte, 
^ ^ B also ein zerfallender Kegelschnitt der Schar, so lafit 
sich diese auch in der Gleichungsform darstellen 

(50) tfitf, Atf-0. 

Ferner liefert Nr. 267 den Satz: Wenn drei Kegelschnitte in 
doppelter Beruhrung init einem vierten sind ; so liegen die 
Schnittpunkte der gemeinsamen Tangentenpaare yiermal zu 
dreien in einer Geraden. Man erkennt schon, daB dies auf 



jedes lineare System von Kurven als eine Eurvenschar bezeichnet 
wild, gleichgultig ob diese Knrven Orfce von Ptmkten oder Hullkuiven 
von Geraden sind. 

Salmon-Fiedler: anaL G-eom. d. Kegelschn. H. 7. Anfl, 3 



34 3QV"- Lineare Systeme von Kegelschnitten. 271. 

einen zum Briancbonscben dualen Satz fubren mnB, den wir 
in Nr. 275 anf anderem Wege entwickeln. 

Namentlicb aber ist die ganze Polarentbeorie dual iiber- 
tragbar. Denn nach. der Definition des Teilverhaltnisses in 
einer Punktreibe u iu' \ v - At?' in Nr. 80 gibt die Ein- 
setzung dieser Koordinaten in eine Gleichung zweiten Grades 
q> und die Bedingung, daB der Koeffizient von A in dem 
Substitutionsergebnis verschwinde, die Beziehung (Nr. 135) 



Ersetzen wir also A ll usw. durcli A n lA r n nsw., so sehen 
wir: Die Pole einer Geraden in lezug auf die KegelschniUe 
einer ScJiar bilden eine gerade PunUreihe. Die einander so 
zngeordneten Geraden heiBen doppelt konjugierte Polaren. 
Ein Sonderfall hiervon ist der Satz: Der Ort der MiHetpunkte 
der einem Vierseit eingeschriebenen KegelscJmitte ist eine G&- 
rade] nacb Nr. 139 sind die Koordinaten der Mittelpunkte 

A _ 24 '',4 _ 1 A ' 
_iJlZ_-I3_ ! ** A "^ss . 



Weil die drei Gegeneckenpaare des Grand vierseits Kegelschnitte 
der Schar sind ? die die Mitten der von ihnen begrenzten 
Strecken zu Mittelpunkten liaben, so geht die Mittelpunkts- 
gerade durcli diese. 

Wie beim KegelschnittbiisciLel der Scbuittpunkt eine& 
jeden der drei iin Buschel enthaltenen Geradenpaare nacli 
Nr. 253 eine Ecke des zugehorigen Poldreiecks ist, so stettt 
jetsst jeder Trdger der drei in der Schar lefindlicJien Punkte- 
paare eine Seite des ZHgehorigen Poldreiseits dar. 

271. Iiineare Kegelschnittsysteme. Die symbolische Be- 
zeichntmg fuhrt iiber die Betracbtung des durcli zwei Kegel- 
schnitte bestimmten Systems (Buschel und Schar) hinans. 
Besteht zwischen den Gleichungen von drei Kegelschnitten 
in Punktkoordinaten f(x, y) = 0, g(x, y) 0, /(, y) keine 
identische, lineare Beziehnng^ so beiBen diese linear unab- 
hangiff. Bezeichnen femer I' = I : % } p = p \ <& zwei durchaus 
willklirliche Parameter, so bilden die Kegelscbnitte, deren 
Gleichungen in der Form 
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uf + lg + ph *>* Q 

enthalten sind, ein System, das wir nach Analogic von Nr. 122 
ein Kegelsdmittnete nennen. Unter den Kegelschnitten eines 
solchen Netzes befinden sich noch unendlich viele, die durch 
einen gegebenen Punkt gehen und zwar bilden diese ein 
Biischel. Denn durch Einsetzung der Koordinaten des Punktes 
gewinnen wir eine Gleichung, die ^ : ^ linear durch I : # aus- 
zudrucken gestattet, durfen also nur noch einen linearen Para- 
meter als willkurlich betrachten (Nr. 249). 

Da das Netz unendlich viele Biischel enthalt, sagt man, 
es umfasse zweifach unendlich viele Kurven oder das Nets 
ist ein lineares Kegelschnittsystem zweiter Stufe, das Btischel 
ein solches erster Stufe. Die Kegelschnitte des Netzes hangen 
statt von ftinf nur von zwei willkiirlichen Konstanten ab; 
also miissen die fiinf Konstanten eines jeden drei linearen > 
unabhangigen Bedingungen genugen, wie aus der Algebra 
der linearen Gleichungen bekannt ist. Man kann das drei 
gegebenen linearen Bedingungen geniigende Netz dadurch 
bilden, daB man drei Koeffizientengruppen a ik , b ik , c ik be- 
stimmt, die denselben gentigen, denn dann befriedigen auch 
%a ik + M) ik + pc a dieselben. Somit bilden alle durch drei 
Punkte gehenden Kegelschnitte ein Netz, aber dies sind nickt 
mehr allgemeine Netze, da drei beliebig gewahlte Kegel- 
schnitte /'^O, ^ = 0, 7i = keine Punkte gemein haben. 

Setzen wir die Kurven als Tangentengebilde voraus, so 
gelten dieselben Betrachtungen dual. Sind cp (u, v) = ? % (M, t?) 0, 
^(w ? v) = die Tangentialgleichungen von drei Kegelschnitten, 
die nicht derselben Schar angehoren, so stellt auch 
(52) %cp + A% + py = 

ein lineares Kegelschnittsystem zweiter Stufe dar, das man 
als Kegelsclmittgewebe bezeichnet. Die Kurven desselben ge- 
niigen drei fur die Koeffizienten A ik , B ik , C a (Nr. 149) linearen 
Bedingungen, konnen in besonderen Systernen z. B. drei feste 
Geraden beruhren. Solchen Systemen sind wir in der Lehre 
vom Kreise nicht begegnet, weil es nicht unendlich viele 
Kegelschnitte gibt, die durch zwei feste Puntjte gehen und 
drei weiteren Bedingungen gentigen. 

3* 
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Sind nun ferner f = 0, g ; Ji = 0, Jc = bez. qp = 0, 
# = 0, ^ = 0, o> = yier Kegelschnitte, die nicht demselben 
Netz bez. Gewebe angenoren, so stellen die drei unabhangige 
Parameter enthaltenden Gleichungen 

(53) xf+JLg + ph + vk O, 
bez. 

(54) xtp -f ijj + pip + ?o = 

lineare Systeme dritier Stufe dar, die unendlich viele Netze 
bez. Gewebe enthalten. Und endlich kann man genau so zu 
Kegelschnittsystemen vi&rter Stufe aufsteigen, die noch einer 
einzigen linearen Bedingung geniigen und durch fiinf Kurven 
bestimmt sind, die niclit einem System dritter Stufe ange- 
horen. Man mu8 die Systeme unterscheiden, je nachdem man 
die Kegelschnitte als Punkt- oder Tangentengebilde ; in Punkt- 
oder Linienkoordinaten gegeben denkt, etwa in pmiktuellr 
lineare und in tangentiell-lineare Systeme. 

Darch die Qrleicliungen von sects ganz beliebigen Kegel- 
schnitten lafit sicn demnach die eines jeden vorgelegten Keg^l- 
scknittes linear darstellen ; denn es sind dann fiinf Konstanten 
verftigbar. 

272. Wenn drei Kegdschnitte dieselben zwei Punkte ge- 
mem Jiaben, so gehen ihre drei ScJmittsehnen, die Jceinen dieser 
Punkte enfhaltenj durch einen Punkt. 

1st f =* die Grleicliung des einen Kegelschnittes, 5 = 
die G-leichung der alien genieinsamen Sehne, so sind die 
Gleichungen der beiden andern Kegelschnitte von der Form 
^_(- S 5 1 = ? f+55 2 =0 7 die Grleichung ihrer Schnittsehnen 
ist daher sfa 8%) = 0; die Gerade s 1 s 2 =0 geht aber 
durch den Punkt 5 1 =0, S 2 =0. Daher gilt der Satz fiir 
alle Kegelschnitte des durch die drei bestimmten besonderen 
Netzes f+ sfas^ + A 2 5 2 ) 0. 

Der Satz ist fur diese Kegelschnitte eine Erweiterung 
des Satzes iiber die Potenzlinien von drei Kreisen (Nr. 116), 
da diese die unendlich feme Gerade ihrer Ebene zur gemein- 
schaftliclien Sehne haben. Der Satz von Nr. 267 erscheint 
als fernere Erweiterung desselben: drei Kegelschnitte, die mit 
einem vierten Kegelschnitt in doppelter Beriihrung sind ; haben 
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vier Potenzmittelpunkte, in deren jedem sicli drei ilirer ge- 
meinschaftlichen Sehnen schneiden. An die Stelle des sie alle 
doppelt beruhrenden Kegelschnittes treten im Falle der Kreise 
die zwei Punkte , die ihnen alien gemeinsam sind. Unser 
Satz kann wie in Nr. 116 so ausgesprochen werden: Die 
^Kegelschnitte ernes Biischels testimmm mit einem festen, durch 
zivei der Grundpurikte gehenden Kegelschnitte SchnittseJinen 
durch einen festen PunJct. 8 ) Man erkennt so, daB zahlreiche 
friihere Satze besondere Formen allgemeinerer Satze fiber 
Eegelsclmitte durch zwei feste Punkte sind. 

B. Durch die Voraussetzung, daB einer der drei Kegelschnitte 
in ein Geradenpaar OA, OB ausartet, entsteht der Satz: Wenn 
man durch zwei Schnittpunkte A, B von zwei Kegelschnitten Ge- 
raden zieht, die diese in den ferneren Punktepaaren P f p bez. , q 
sehneiden, so schneiden sich die Sehnen PQ, pc[ in der 7,weiten 
Schnittsehne CD der Kegelschnitte (Fig. 9). 

Der Satz gilt insbesondere noch, wenn A, B in einen Beriih- 
rungspunkt der zwei Kegelschnitte zusammenriicken ; er ist dann 
auch ein besonderer Fall eines in Nr. 267 gegebenen Satzes, weil 
einer der Schnittpunkte der 
gemeinschaftlichen Tangen- 
ten von zwei sich beruhrenden 




Kegelschnitten in den Beruh- 
rungspunkt fallt. 

273.*) Legt man an einen KegelschniU ty(u, v) = aus 
zwd Punkten A und K die Tangenten, die fhn in B ly J? 8 le& 
in L lf L 2 'beruhren mogen, so gibt es einen durch die vier Punkte 



*) Den Inhalt von 273 und 274 verdanke ich einer fceundlichen 
Mitteilung von Herrn K. Eohn in Leipzig, Vgl. auch dessen Abhand- 
lung im Jahresb. d. deutsch. Math.-Ver., Bd. 16 (1907), S. 371375. 
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B l , B s , L t , L 2 gehenden Kegelschnitt % (, 0) = , dessen m ^ und 
2? 2 gezogene T<wgenten durch K gehen, u'dhrend sich die in L^ 
und 1/2 gezogenen Tangenten in A schneiden. (Fig. 10.) 

Sind A(u, v) * 0, jST(w, t?) = 0, jB L (w, c) - usw. die 
Gleiehungen der Punkte A y K y B l usw., in denen die abso- 
luten Glieder gleich +1 sind, ist also z. B. JB^M, ) s 
A'w + Pi" v + 1? so bestehen die zwei Identitaten 

(1 - A)*(, i?) 33 ^(w, t;) - J3 2 (w, f?) - >IJ. 2 (W ; ) - 
(1 - ji)^(u, ) s ^(w, c) - ^(u, ) - pK\u, v) - 0, 
und hieraus folgt 

(55) (l-^^.JS^ + Kl-iJlPsCl-AJii.I^ + ACl-ft)^ 
Der Kegelschnitt 

(1 - lp)z(, ) s (1 - f*)A-B| + .(! - ^)# 2 ~ 
beratrt nun die Geraden KS 1 und JTB S in S l bez. JB 2 (Nr. 270) 
und infolge der Identitat (55) beruiirt er auch die Geraden 
AL und AL S in L x und L 2 . 

274. 5fnd -4j, A%; J5 X , 5 2 ; J^, JF a rfm PunJctejpaare von 
solcher BeschaffenJieit, daft ein KegeLscJmitt ty mit den Tan- 
gmten A 1 B 19 A B^, A%B U A^B S die PmkteF^ F% 211 Brenn- 
purikten Tiatf so gibt es auch eincn Kegelschnitt % der A ly A% 
u Brennpunhten hat und die Geraden 23^, B F 2) B^F lt B^F^ 
leriihrt und ebenso einen Kegelschnitt mit den BrennpunTdeti 
B lf J5 2 und den Tangenten A^F 19 A^, A 2 F 13 A^F 2 . Q ) Fig. 11. 

Unter Aawendung der analogen Bezeichnungsweise wie 
in Nr. 273 ist (Nr. 270) 

(56) (1 - i)^( Ml v) =s A^i- AJ^JJ,- 0. 

Sind F^u, t?) s x^'u + ic^v + 1 = und F % (u, v) = ^'u 
+ yt 3 "v + 1 = die Gleiehungen der Brennpunkte F i} F 9 , so 
ist auch 

(57) 0(, v) s F l FS - [i(u* + v*) - 0, 

denn man kann F l und F% als Schnittpunkte der von den 
beiden imaginaren Kreispunkten w 2 + 1; 2 = an die Kurve 
$(u, v) = gelegten Tangentenpaare auffassen (Nr. 181). Aus 
(56) und (57) folgt 

A t A 9 + p(l - A)(w 2 + v 2 ) s (1 - A)J?iJ?;+ i^JB^- 0, 
und dieser Kegelschnitt hat ^,-4 B zu Brennpunkten ; die Ge- 
raden B t F , B : F 2) B^F!, B^Fi zu Tangenten. 
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Ferner ist 

- A)(tt + v*) == 44- (1 - QFtFi- 0, usw. 





Fig II. 



Pig. 12. 



Einer Ellipse il>(u, v) = iw<2 emm JEras g)(w, v) =* 
gemeinsame Tangentenvierseit umgeschrieben, dessen Gegen- 



ecken mit 



1? 



bezeicfmet sein sollen. Sind 



JF ly F 2 die Brennpunkte von ty und zieht man aus ihnen die 
jBrennsfralilen nach A i und A%, so beruhren diese einen ^M 9 
JconzentriscJien Kreis %. l ) Fig. 12. 
Zunachst hat man 

(1 A)^r = A^At - IB^ - 0, 



Ferner ist 



wenn M(u, v) = die Gleichung des Mittelpunktes des 
Kreises <p darstellt, hat man 



Aus diesen Gleichungen folgt 



- tffl - ^)( 
und durch Elimination von S 1 B 3 ergibt sich 



+ 8 )= 0. 
Diese Identitat bez. Gleichung sagt aus, dafi es einen Kreis 
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gibt, der die Geraden A^F 19 A^, A^F und A S F$ beruhrt 
und M zum Mittelpunkt hat. 

275. Satz von Pascal: 11 ) Die drei SchniUpunJcte der Gegen- 
seitenpaare eines in einen Kegelschnitt eingeschriebenen Seeks- 
ecJcs liegen in em&r Geraden, der Pasealschm Geraden dessdbm. 

Wir bezeiehnen die Ecken des Sechsecks durch 1, 2, 3> 
4,5,6 und wollen durch s 13 = die Grleichung der Ver- 
bindungsgeraden von 1 mit 2 ausdriicken, usw.; dann muB 
die Gleichung des Kegelsclmittes, da er dem Viereck 1234 
umgeschrieben ist, sich. in der Form sckreiben lassen 

(58) Sl25s4 - %Su =0(Nr.256); 

da er auch dem Viereck 4561 umgeschrieben ist, so nmJJ 
dieselbe Gleichung in der Form auszudrucken sein 

(59) *-%u-0- 

Die Identitat beider Ausdrucksformen gibt die Grleichung 

(60) u%4- s^s Bi == 5 U (5 28 - 5 56 ) - 0. 

Die linke Seite der Grleichnng, die ; gleich. Null gesetzt, ihrer 
Form zufolge eine dem Viereek der Punkte 1; 4; 12 ; 45; 
34^ 61 umgeschriebene Kurve zweiter Ordnung darstellt, mu& 
somit in zwei Faktoren zerlegbar sein, die nur die Diagonalen 
dieses Vierecks darstellen konnen. Nun ist s u = diejenige 
,. Diagonale, die die Ecken 1 

und 4 verbindet, also muS 
5 2s ~" 5 56 ^ ^^ e a ndere Diago- 
nale sein, die dieEeken!2, 45; 
34, 61 miteinander verbindet. 
Da aber die Form ihrer Glei- 
chung sie als eine durch den 
Punkt 23, 56 gehende Gerade 
kennzeichnet, so liegennotwen- 
dig die drei Punkte 12, 45; 
9 q r %3, 56; 34, 61 in einer Ge- 

raden. 12 ) 

VgL Fig. 13, in der di^ Punkte 1, 2, 3, 4, 5, 6 mit a,. 
6, c, d ? e,f und die Schnittpunkte der Gegenseiten mit^>, q, r 
bezeichnet sind. 
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B. 1) Wenn A, B, G drei Punkte einer Geraden und A',B', (f 
drei Punkte einer andern Geraden sind, so liegen die Schnittpunkte 
BG'\B'G, CA'\ C'A, AB'\AB in einer Geraden. (Satz von 
Pappus.) 18 ) 

Dieser Sonderfall des Pascalschen Satzes gilt auch dann noch, 
wenn die zweite Gerade unendlich fern ist, also die Linienpaare 
Be', C'A; GA', A'B; AB r , B' G parallel zu drei verschiedecen 
Geraden gezogen sind. 

2) Wenn man vier Geraden auf alle Arten zu dreien kombi- 
niert, so entstehen vier Dreiseite, deren Hohenschnittpunkte in einer 
Geraden liegen. 14 ) 

Sind a, , c, d die vier Geraden und a', &', c', d' die zu ihnen 
rechtwinkligen Geraden der Konstruktion , so ergibt sich der Be- 
weis durch die Anwendung des Satzes von 1) auf die drei Schnitt- 
punkte von a, &, c mit d und die drei unendlich entfernten Punkte 
von a', Vj c. Der Satz folgt auch aus dem Steinerschen Satze in 
Nr. 213, 1, denn die vier Hohenschnittpunkte miissen in der Leit- 
linie der Parabel liegen, die die vier Geraden zu Tangenten hat. 
Die Verbindungslinie der Mitten zwischen den Paaren der Gegen- 
ecken des Vierseits der vier Tangenten ist zur Achse dieser Parabel 
parallel, also auf der vorigen Geraden recbtwinklig. 

3) Der angezogene Satz von Steiner ist selbst ein Sonderfall 
des Satzes von Brianchon; denn sind a, &, c drei Tangenten der 
Parabel, und bezeichnen a', ', c drei zu ihnen rechtwinklige Tan- 
genten, ist iiberdies g^ die unendlich feme Gerade, so betrachten 
wir die sechs Tangenten a, &, c, 0', #,, a und sehen, daB sich die 
Geraden a&, c g*>\ be, a! g^\ cc, aa' in einem Punkte schneiden; 
von ihnen sind aber die beiden ersten Hohen des betrachteten Drei- 
seits a, &, c, und die letzte ist die Leitlinie, in der sich jedes Paar 
rechtwinkiiger Tangenten schneidet (Nr. 21l). 15 ) 

276. Der Pascalsche Satz gestattet, aus funf Purikten 
eines Kegelscfinittes leliebig viele weitere Punkte desselben eu 
Jconstruieren* Dabei sollen keine drei Punkte in einer Geraden 
liegen, da sonst die Gerade dieser drei Punkte und die Ver- 
bindungslinie der beiden ftbrigen einen in ein Geradenpaar 
ausgearteten Eegelschnitt bilden wurden. 

Wenn wir namlich irgend eine Gerade g oder 16 durch 
einen, etwa den ersten der gegebenen Punkte 1, 2, 3, 4, 5 
ziehen, so konnen wir den Punkt 6 bestimmen, in dem sie 
den Kegelschnitt ferner schneidet, und so beliebig viele Punkte 
des Kegelschnittes erhalten. Die Schnittpunkte von 12 und 
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45, 23 und 56, 34 und 61 liegen ja in derselben Geraden p, 
und nach der Voraussetzung sind die Punkte 12 ; 45 und 
84, 61 (gf), also auch die Gerade^ bekannt; somit bestimmt 
die Verbindungslinie von 5 mit dem Schnittpunkt von p 
und 23 auf der Geraden g (16) den Punkt 6. Mit andern 
Worten: Der Punkt 6 ist die Spitee eines veranderliclien Drei- 
eelcs, dessen Seiten beg. Basis durch feste Punkte 1, 5 to. 12, 
45 gehen, wahrend sieh seine 'Basisecken Idngs fester Geraden 
23, 34 bewegen. (VgL Nr. 49, 2, 3.) 16 ) 

Diese Konstruktion liefert, wenn man zwei Nachbar- 
punkte zusammenfallen laBt, die Tangente t in einem von fiinf 
gegebenen Punkten eines Kegelscknittes. Nennt man z. B. 1 zu- 
gleich 6 ? so verbindet p die Pnnkte 12, 45 und 23, 56 (51) 
und im Schnittpunkt von p init 34 erhalt man einen Punkt 
der Tangente 16. 

Aus filnf Punlden ist eine Rurve zweiter Ordnung durch 
lineare KonstrtMion 'bestimmt und zwar zalilt die Angabe eines 
Punktes nebst der in ihm berukrenden Tangente fur zwei 
Punkte (vgl. Nr. 269), Einfache SonderfaUe bietet die Be- 
nutzung der unendlich fernen Punkte. 

Der Briancfionsche Punkt eines dem Kegelschnitte umge- 
schriebenen Seclisseits ist der Pol der Pascalschen Geraden des 
Sechsecks der Beriihrungspunkte. Denn, geben wir der Tan- 
gente und dem Beriihrungspunkt dieselbe Bezeichnung, nennen 
also Sechsseit wie Sechseck 123456, so ist die Verbindungs- 
gerade der Tangentenschnittpunkte 12, 45 die Polare des 
Schnittpunktes der Verbindungsgeraden 12, 45 der Beriih- 
rongspunkte, usw. (Nr. 135). 

Dieser Satz konnte umgekehrt als eine blofie Folgerung 
aus der Polarentheorie dazu dienen, um aus dem Satze von 
Pascal den von Brianchon abzuleiten oder umgekehrt. Jedoch 
leistet dies schon das Dualitatsprinzip von Nr. 82. Nach allem 
fruheren darf jeder rein besctreibende Satz ; der von Punkten 
einer Kurve zweiter Ordnung handelt, unmittelbar auch fiir 
die Tangenten einer Kurve zweiter Klasse dual ausgesprochen 
werden (vgl. Nr."270). Unser Satz gibt aber eine kon- 
struktiv spezialisierte duale Beziehung, die uns erlaubt, die 
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weiteren Uberlegungen an der Pascalschen Figur allein durch- 
zufuhren. 

Ein sehr nutzliclier Sonderfall des Satzes entsteht durch 
Zusammenfallen der Seiten- bez. Punktepaare 12, 34, 56: 
In einem umgescfiriebenen Dreieck sclineiden sicli die Verbin- 
dungslinien der BeriflmmgspunUe mit dm Gegenecken in emem 
Punkte 0, und die ScJmittpurikte der Berulmmgsselinen mit 
den Gegenseiten liegen auf der Polare oder der Harmonikale o 
(Nr. 67, i) von 0. 

B. 1) Aus funf Punkten 1, 2, 3, 4, 5 eines Kegelschnittes 
seinen Mitfcelpunkt zu bestimmen. 

Man ziehe die Gerade 1 6 parallel zu 3 4 uud bestimme den 
auf ihr gelegenen Punkt 6 des Kegelschnittes'; dann sind 34 und 
1 6 zwei patallele Sehnen, und die Yerbindungsgerade ibrer Mittel- 
punkte 1st ein Barcbmesser. Indem man ebenso auf 56' parallel 
2 3 den Punkt 6' des Kegelschnittes bestimmt, findet man einen 
zweiten Durchinesser und damit den Mittelpunkt. 

2) Man konstruiere die Hyperhel aus den Asjmptotenrich- 
tungen 1, 2 und drei Punkten 3, 4, 5. 

3) Man konstruiere sie aus den Asymptoten und einem Punkte, 
insbesondere die Tangente in diesem. 

4) Man konstruiere die Parabel aus der Achsenrichtung und 
drei Punkten und spreche hier wie in 2, 3 die Konstruktionsregeln 
als Satze aus. 

5) Zu vier Punk- 
tenJ., J?, 0, Dund der 
Tangente des einen, z.B. 
a in -4, sind die Tan- 
genten 6, c, d in 5, (7, 
T) zu konstruieren (vgl. 
Fig. 14). 

Indem man A als 
erste und zweite Ecke 
und resp. nacheinander 
I?, C, D als vierte und 
fanfte denkt, die jedes- 
mal ubrigen aber als 
dritte und sechste, ergibt 
sich durch die wieder- 

holte Anwendung des Pascalschen Satzes die Eegel: Man bilde das 
Diagonaldreieck des Vierecks A BOD, also E oder A B, CD\ F oder 
, JLD; 6r oder CA, BD mit den Gegenseiten e, f, g. Dann 
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schneide man a mit diesen der Beihe nach und zielie von dem 
Scbnittpunkte die Gerade I nach J5, d nach D und c nach C\ so 
schneiden sich auch I und c auf der Geraden /, & und d auf g und 
c und d auf e. Dies ergibt den Satz: Das Diagonaldreieck de& 
einem Kegelschnitt eingeschriebenen Vierecks ist zu- 
gleich das Diagonaldreiseit des zugehSrigen umgeschrie- 
benen Vierseits. 

Man sieht, daB die Konstruktionsfigur zugleich die der andern 
Aufgabe ist: Zu vier Tangenten a, &, c, d und dem Beruhrungs- 
punkt einer yon ihnen die Beruhrungspunkte der drei andern zu 
finden. Man bildet das Dreiseit e, f, g der Geraden ab, cd; bc r 
ad\ ca^ fid; die Yerbindungslinien des gegebenen Beruhrungspunktes 
mit den Ecken JEJ, JP, G- des Dreiseits treffen die drei andern Tan- 
genten in ihren Beruhrungspunkten die entsprechende Anwendung- 
des Satzes von Brianchon. 

6) Erzeugung der Kegelschnitte nach G. Madawrin: Man be- 
stimme den Ort der Spitze eines Dreiecks, dessen Seiten bez. durch 
drei feste Punkte gehen, w.hrend die Basisecken sich in zwei festea 
Geraden bewegen. 16 ) 

Sind s 1 = 0, 5 2 = 0, 5 3 die Gleichungen der Seiten des von 
den drei festm Punkten gebildeten Dreiecks, so konnen nach N"r. 67 
die festen Geraden g, h in der Form 

%*! + a 2 5 2 + a & s s = 0, 1& + & 2 s 2 + 5 8 5 8 = 

ausgedrtickt werden; und ist dann s x ps% = die Basis, so ist 
die Gerade, die den Punkt s 2 = 0, S B ~ mit dem Schnittpunkt 
der Basis mit g verbindet ? durch (a^ + Q>$)s% + 3 5 3 = darge- 
stellt, und die Gerade, die den Punkt s 1 = ; S B = mit dem 
Schnittpunkt der Basis mit h verbindet, -durch (b^p, + fcg)^ -f- 
& 3 fi5 8 ="0. Die Elimination von p, zwischen den beiden letzten 
Gleichungen gibt die Gleichung des gesuchten Ortes in der Eorm 



d. h. derselbe ist ein Kegelschnitt, der durch die funf Punkte 
Sg^O, s 3 =0; 5 3 =0, 5 1 =0; s = 0, 0^+ a 2 ^ 2 + a 3 5 3 = 0; 

5 2 0, Z^ + & 2 5 2 + & 3 .9 3 und g, h 
hindurchgeht. 

277. Die vollstandige Figur des Pasealsolien Sechsecks. 
Wie im Falle des Satzes von Brianchoii konnen wir 60 ver- 
schiedene Pascalsche Sechsecke aus den namlichen sects 
Punkten efhalten, wenn wir die Ordnung ihrer Aufleiuander- 
folge andern. Die entsprechenden Pascalschen Geraden t>ilden ; 
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wie dort die entspreclieiiden Brianchon- Punkte, ein System 
mit zahlreichen interessanten Eigenschaften. 

Da z. B. der Kegelschnitt yon Nr. 275 aueh dem Viereck 
2356 umgeschrieben 1st, so kann seine Grleichung auch in 
der Form s 25 s S6 S 23 s 56 = ausgedruckt werden, und ihre 
Identitat mit der Form (58) in Nr. 275 gibt 



woraus wir wie dort schlieBen, dafi die Punkte 12 ; 36; 
34, 25; 56, 14 in einer Greraden, namKct der Geraden 
s u 5 66 = liegen. In gleicher Weise lernen wir aus der 
Identitat der zweiten und dritten Form der Gleiclrung unseres 
Kegelscltnittes, daB die drei Punkte 45, 36; 61, 25; 23, 14 
in einer Geraden s 23 s u = liegen. Nun schneiden sich 
aber die drei Geraden 

(62) s 23 -s 56 = 0, *66-i4- *u-^s-0 
in einem Punkt. Damit ist der Satz yon Steiner bewiesen: 
Die drei Pascalschen Geraden, die man fur die Anordnung 
der Ecken in dm fa#. Folgen 123456; 143652, 163254*) 
erhalt, schneiden sich in einem Punkte. Da 234561 in der- 
selben Weise behandelt nichts Neues gibt, so liegt in jeder 
Pascalschen Geraden nur ein Steinerscher Pwrikk; es gibt #wan0ig 
solcher Punkte. 

Ebenso erbalt man fur die Pascalschen Geraden von 
123456, 154236, 156342 die folgenden Ergebnisse. 
Die Gleichung des Kegelscknittes hat, weil er den Vierecken 
1245, 5436, 6321 bez. umgeschrieben ist, die identischen 
Formen 



Also sind auch identisch 



*) Die geradzahligen Ecken sind zjklisch vertauscht. 
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d.h. 15, 34; 24, 56; 12, 36; 

34, 61; 56, 23; 45, 12; 
23, 15; 16, 24; 36, 45 

sind dreimal drei Punkte in je einer Geraden, den Pascalschen 
Geraden der Sechsecke 156342, 123456, 154236, und diese 
drei Geraden gehen durch einen Punkt ein Satz von Kirk- 
man. Da die zyklische Verschiebung die Gruppen 

234561, 265341, 261453; 
345612, 316452, 312564 

und keine weiteren gibt, so liegen in jeder Pascalschen Linie 
drei Xirkmansche Punlcte, und die Anzahl dieser Punkte ist 
sechzig. 

Man kann den grofiten Teil aller Satze, die iiber die 
Figur des vollstandigen Seclisecks bekannt geworden sind, 
auch entwickeln, indem man die Grundlehren der Kombina- 
torik mit den elementaren Satzen uber perspektive Dreiecke 
Terbindet (Nr. 67, 4). 

Sind 1, 2, 3, 4, 5, 6 die sechs Punkte des Kegelschnittes, 
die wir die Pnnkte P nennen wollen, so werden sie durcli 
funfzelm Geraden verbunden, die wir die Geraden I nennen 
werden. Jede derselben, z. B. 12, wird von den vierzehn 
anderen geschnitten und zwar durch vier dieser Geraden im 
Punkte 1, durcli vier andere in 2, durch sechs andere in 
Punkten, die yon 1 und 2 verschieden sind, z. B. in 12, 
34; usw. Wir wollen die letztgenannten als die Punkte P r 
bezeichnen; ihre Anzahl ist funfundvierzig, denn in jeder Ge- 
raden I liegen sechs Punkte P', und da zwei Geraden I 
durch jeden Punkt P' gehen, so ist die Zahl dieser Punkte 
die dreifache Zahl der I. Wenn wir die Seiten des Sechsecks 
in der Ordnung 123456 nehmen, so sagt Pascals Satz, daB 
diejenigen drei Pnnkte P r in einer Geraden liegen, die als 
12, 45; 23, 56; 34, 61 erhalten werden. Wir konnen diese 

Gerade als die Pascalsche Gerade I,,*',,., ' oa l bezeichnen, 

(.40 o 1 ^o J 

um die drei* Punkte bequem erkennen zu lassen, durch die 
sie geht. 
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Durch jeden Punkt P' gehen vier Pascalsehe Geraden, 
namlich z. B. durch (12,45) die Geraden 123456, 126453, 
123546, 126543; wir finden also die Zahl der Pasealschen 
Geraden, indem wir die Zahl der Punkte P' mit vier multi* 
plizieren und durch drei dividieren, weil jede von ihnen drei 
Punkte P' enthalt; sie ist also gleich sechzig, in der Tat 
die Zahl der verschiedenen moglichen Anordnungen von sechs 
Elementen, wenn man die zyklischen Vertauschungen und 
direkten Umkehrungen nicht berucksichtigt. Betrachten wir 
nun drei Dreiecke I, II, HI mit den Seiten 12, 34, 065 45, 
61, 23: 36, 25, 14 bez., so liegen die Schnittpunkte der 
entsprechenden Seiten von I und II in einer Pascalschen Ge- 
raden, die Verbindtmgslinien ihrer entsprechenden Ecken 
schneiden sich also in einem Punkte. Eine dieser Linien 
verbindet die Ecke 12-34 des einen mit der Ecke 45-61, 
und auf dieser Verbindungslinie liegt auch der Punkt 

o* o* i i i i (12-45-36) , . , 

00-25. man kann sie also durcn { . ~~ } bezeichnen: 

Io4 ol 2oJ 

diese Pascalsche Gerade und die beiden anderen der vorhin 
erwahnten Verbindungslinien oder Pascalschen Geraden, nani- 
v , (34.61-25) , |56-23-14l , ... 
llch 156-23.14; wd {l8.46.8e)' gehen durch "^ 
und denselben Punkt, womit wieder Steiners Satz gefunden isi 
Wir werden den Schnittpunkt als den Punkt G und 
12-45-36 



durch die Charakteristik 



34-61-25 



bezeiehnen. Damit 



56-23-14 

wird offenbar, da6 in jeder Pascalschen Geraden nur ein ein- 
ziger Punkt G- liegt- denn, wenn die durch die beiden ersten 
Zeilen charakterisierte Pascalsche Gerade gegeben ist, erhalt 
man die Charakteristik des beziiglichen Punktes Gr durch 
Untersetzen der in ihren Yertikalreihen nicht enthaltenen 
Buchstaben unter dieselben. Da aber in jedem Punkte Gr 
drei Pascalsche Geraden zusammentreffen, so ist die Zahl 
dieser Punkte gleich zwanzig. Wenn wir die Dreiecke II, 
III und I, III betrachten, so sind die Yerbindungslinien ent- 
sprechender Ecken in beiden Fallen dieselben, und die drei 
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Achsen der Kollineation treffen sich somit in einem Punkte; 
derselbe ist aber offenbar der Punkt G von der Charakteristik 

145 -6 1-23>. L. 0. Hesse hat bemerkt, daB zwei solche 
36-25.14) 

Punkte G in bezug auf den Kegelschnitt harmonisch konjugiert 
sind, so daB die zwanzig Punkte G in zehn Paare geteilt wer- 
den. Die Pascalschen Geraden, die durch dieselben gehen, 
sind fiir den betrachteten Fall bez. 

123654, 163452, 143256; 
und 

123456, 163254, 143652. 

Wie man sieht, ergeben sich diese Gruppen von je drei 
Pascalschen Geraden, indem man bei 123456 die Zahlen 
246 zyklisch vertauscht, und zwar im einen bez. im ent- 
gegengesetzten Sinne, wahrend die Zahlen 135 an ihren 
Stellen bleiben. 

B. Man zeige, daB die Schnittpunkte der sechs Paare ab- 
wechselnder Seiten eines Pascalschen Sechsecks in natiirlicher 
Ordnung ein Brianchonsches Sechsseit bilden, und daB ebenso die 
Verbindungslinien der sechs Paare abwechselnder Ecken eines Brian- 
chonschen Sechsseits in dieser Ordnung ein Pascalsches Sechseck 
bilden. 

* 278. Betrachten wir nun die Dreiecke 

12, 34, 56 I 

J12-35-461 J34-26-151 j56-24-13l 
145 - 26 . 13J' 116 - 35 24J' 123 16 46J 7 
(12.35-461 J34-26-151 (56-24.131 
136 - 24 - 15r 125 - 13 - 46J ; 114 - 35 - 26J ' 
so sind die Schnittpunkte der entsprechenden Seiten von I 
und IV drei Punkte derselben Pascalschen Greraden. Die Ver- 
bindungslinien entsprechender Ecken, die daher durch einen 
Punkt gehen, sind aber die drei Pascalschen Geraden 
(12-35-46} r34.26.15l f56- 13-241 
134 - 26 - 15J' 156 - 13 - 24]' 112 - 46 35J 5 
wir konnen den Schnittpunkt bezeichnen als den Punkt H 



li 



Satze von Hesse,, Kirkrnan, Cayley und Salmon. 
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von der Charakteristik 



Sie weicht YOU der der 



die folgenden: 

(12 
J45 
15' 



12-34-56 
45-16-23 
26.35-14 



12-35-46 

34-26-15 

56.13-241 

Punkte G darin ab, da8 nur eine der Vertikalreihen die sechs 
Ziffern oline Auslassung oder Wiederholung enthalt In jeder 
Pascalschen Geraden gibt es drei Punkte H, namlich in 
J12.34-56) 
145-16.23] 

12.34-56 [12-34-56] 
45-16-23 , 45-16.23 
36-24- 15 U3-25-46J 

wo der Strich tiber der einen Spalte andeutet, da8 in ihr die 
sechs Ziffern vorkommen. Daraus entspringt Kirkmam Er- 
weiterung des Steinerschen Satzes: Die Pascalschen Geraden 
schneiden sich zu dreien nicht nur in Steiners swangig Punlden 
G, sondern auch in seclmg anderen Punlden H. 

Wenn wir ebenso die Dreiecke I und Y betracliten, so 
sind die Verbindungslinien der entsprechenden Ecken die- 
selben wie fur I und IV, und die entsprechenden Seiten 
sehneiden sich daher in einer Geraden, offenbar einer Pascal- 
schen Geraden. Endlich miissen sich die entsprechenden Seiten 
von IV und V in drei Punkten einer Geraden schneiden, d, h. 
die drei Punkte H von den Charakteristiken 



12-35-46 
45-26- 13 
36-15-24 

in einer G-e 


? 
radei 


15-34-26 
24-16-35 
13-25-46 
i. tTberdies 


'? 
mu8 


13-24-56 
46-15-23 
35-26-14 
die Achse i 


'on IV 



iiegen 

und V durch den Sehnittpunkt der Achsen von I, IV und I ; V 

gehen ; d. h. durch den Punkt 6r ; der aus den alle sechs 

2iffem enthaltenden Spalten der vorigen Punkte H entsteht ; 

namlich 12-34-56 

<45. 16-23- 

36-25-14 

Damit haben wir den Cayley - Salmonschen Sate: Es gibt 
sswanzig Geraden g, der en jede einen Punkt G und drei P unite 
JS enthalt. 

Salmon-Fiedler: anal. Geom. d. Kegelschn. H. 7. Anfl. 4 
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Ebenso kann man beweisen, da/3 die zwanzig Geraden g 
211 merm durch fiinfeehn Punkte J gehen. Die vier Geraden ff 
n'amlich, deren Punkte G in der vorigen Bezeichnung eine 
Vertikalreihe gemein haben, gehen durch denselben Punkt- 

Betrachten wir ferner die Pascalschen Geraden, die sick 
in einem Punkte H schneiden, z. B. 

(12 - 35 - 46 \ (45 .26-131 |36 - 15 24 j 
145 26 . 13 j' 136 - 15 - 24J' 112 - 46-35] 

Wir wahlen auf diesen Geraden der Reihe nach die 
Punkte P/-46-13, P/-26-15, P 8 '24.35 und er- 
halten so ein Dreieck, dessen Seiten P/P,', P^P^ P^'Pi 



j 13 26 - 451 
(46.15.23J 1 



(26 - 35 - 141 
115-24-361' 



f 24 -13-561 
135.46.12j 



charakterisiert sind. Auf jeder dieser Seiten nehmen wir einen? 
Punfct H } indem wir unter jede der obigen Pascalschen Ge- 
raden die Zeile 16-34-25 schreiben. Die Seiten H^H^ 
H$H$, H$B-i des so entstehenden Dreiecks H^H^H^ sind der 
Reihe nach durch 

rl3-26-45\ (36 15- 24 j (46-12-351 

125. 34-16J' 125- 34- 16 J' 125 -34- 16 J 
charakterisiert. Die Schnittpunkte der entsprechenden Seitem 
der Dreiecke P/Pg'Pj' und H^H^ d. h. die drei Punkte & 
von den Charakteristiken 

(25.34.16] 25-34-16 25-34-16 
13-26.45 , 36-15-24 , 46-12-35 

46-15-23] 14*26-35 13-56-24 
liegen mit dem vierten, der gleichfaUs die Zeile 25-34-16 
25-34-16 



enthalt 



36-12-45 



(vgl. S. 47), in einer Geraden. Da man? 



14.56-23, 

fiinfzehn verschiedene Produkte von der Form 25 -34-1 6- 
bilden kann, so folgt aus dem Vorhergehenden der Satz von 
Steiner: Die Punkte G- liegen zu vieren in ftinfeehn Geraden j- 
Hesse hat eine gewisse Dualitat zwischen den erhaltenen? 
Satzen hervorgehoben. Den 60 Kirkmanschen Punkten H ent- 
sprechen die 60 Pascalschen Geraden Ji in folgender Art: Es> 
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gibt 20 Steinersche Punkte G, durch deren jeden drei Pascal- 
sche Geraden Ji und erne Gerade g gehen; und es gibt 20 Ge- 
raden g, deren jede drei Kirkmansche Punkte H und einen 
Steinerschen Punkt G- enthalt. Und so wie die 20 Geraden g 
zu vieren durch 15 Punkte J gehen, so liegen die 20 Punkte G 
zu vieren in 15 Geraden j. Diese Dualitat ist zuletzt durch 
zahlreiche neue Ergebnisse yon Veronese naher bestimmt und 
vervollstandigt worden. 17 ) 

Um zu zeigen, welcher Punkt H der Pascalschen Ge- 
raden entsprieht, die der Ordnung 123456 angehort, be- 
tracliten wir die beiden eingeschriebenen Dreiecke 135, 246 
und bemerken, wie wir bald (Nr. 287, 7) sehen werden, da8 
ihre Seiten einen und denselben Kegelschnitt beriinren.*) Das 
durch die Geraden 35 ; 46, 15 ? 26, 13, 24 gebildete Sechs- 
seit ist daher ein Brianchonsclies. Aber seine Diagonalen sind 
die drei Pascalschen Geraden, die sich in dem Punkte H 
schneiden yon der Charakteristik 

35.26-14 

'46-13-25 

15.24-36 

Und da bei Festhaltung der abwechselnden Seiten 35 ; 15, 13 
durch zyklische Permutation der fibrigen drei Brianchonsche 
Punkte erhalten werden, die nach dem zu dem Steinerschen 
dualen Satze in einer Geraden liegen miissen, so ist bewiesen, 
daB drei Punkte H in einer Geraden g liegen. 

*) Der dual entsprechende Satz wurde schon in Nr. 266 bewiesen. 



Ftafzehntes Kapitei.*) 
Projektive Eigenschaften der Kegelsclmitte, 

279. In den Gleichungsfofmen des letzten Kapitels konnen 
wir die auffcretenden linearen Funktionen als mit Konstanten 
multiplizierte Abstande deuten, wie sclion im IV. Kapitei ge- 
scliehen 1st. 

So fuhrt die Grleichung S 3 $ 4 ~ ^s s s = (Nr. 256) zu dem 
wielitigen Satz: Das Produkt der Abstande eines Punktes des 
Kegelschnittes von zwei Gegenseiten eines Sehnenvierecks steht 
zu dem Produlde seiner Abstande von den leiden andern Gegen- 
seiien in konstantem Verhaltnis. 

Und s^ ^s s -0 (Nr. 258) ergibt den Sonderfall: Das 
Produkt der Abstande eines Punktes des Kegelschnittes von 
zwei festen Tangenten stelit zu dem Quadrat seines Abstandes 
von ihrer Beruhrungssehne in konstantem Verhaltnis. Fiir den 
Kreis wurde dies schon in Nr. Ill ausgesprochen. 

Ferner konnen wir jeden Kegelschnitt in der Grleichungs- 
form f it s^ darstellen (Nr. 256) ; wo /*= insbesondere 
die Q-leichnng eines Kreises ist. Unter dieser Voraussetzung 
bedeutet f die mit einer Konstanten multiplizierte Potenz 
eines Punktes in bezug auf den Kreis (Nr. 109). Das Quadrat 
der wn einem Punlti des Kegelschnittes an einert festen Kreis 
gehendm Tangenten steJit *u dem Produkt seiner Abstande von 
ewei Gegenseiten des Vierecks der Schnittpunkte in konstantem 
VerMltnis. Nimmt man s t = 0, 5 2 - als beliebige Sebien 
eines gegebenen Kreises /*=(), so kann man biernach einen 
Kegelsckaitt als Ort erzeugen. Ftir den Fall eines unendlicb. 
kleinen Kreises bat man insbesondere: Der Ort eines Punktes, 

*) Das weitere Studinm setzt die Dorcliarbeitung der friiberen 
mit dem Stern bezeicTmeteu Abschnitte voraus. 
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fur den das Quadrat seiner Entfernung von elnem festen PunU 
2u dem Prodiikt seiner Absiande von zicei festen Geraden in 
konstantem Verhaltnis steht, ist ein Kegelschnitt. 

Dasselbe gilt auch noch, wenn die festen Geraden zu- 
sarmnenfallen, also fur die Gleichung /* ps 2 0: Die Tan- 
genie aus eineni Pimkt eines KegelsclmiUes an einen doppelt- 
~berifhrenden Kreis stekt #M seinem Abstand von der Beruhrungs- 
sehne in konstantem Verhaltnis. Endlich erkennen wir hierin 
im besonderen Fall die Fundamentaleigenschaft des Brenn- 
punktes und der Leitlinie (Nr. 183), so daB wir den Brenn- 
punkt als einen unendlieh kleinen Kreis ansehen miissen, der 
den Kegelschnitt in zwei imaginaren Punkten der Leitlinie 
beriihrt (Nr. 181). 

Die Verallgemeinerungen fur den Fall, daB /"=0 einen 
Kegelschnitt bedeutet, folgen aus Nr. 150 far konstantes &: 
Das Ergebnis der Substitution der Koordinaten eines Punktes 
in das Polynom der Gleichung einer Kurve ist dem Produkt 
der Abschnitte proportional, die die Kurve auf einer Geraden 
von gegebener Richtung durch den Punkt abschneidet 
giiltig iibrigens fiir Kurven beliebiger Ordnung. 

Endlich konnen wir diese Deutung auch auf die Glei- 
chungsformen von Nr. 270 in Linienkoordinaten ausdehnen. 
Bedenken wir, daB eine lineare Funktion 6 von u \ v den mit 
1/tt 2 + v 2 multiplizierten Abstand des Punktes <? = von der 
Geraden it \ v bedeutet, so drtickt <? 3 <? 4 l^^ = den Satz 
aus: Das ProduJct der Abstande einer Tangents des Kegel- 
schnittes von tsivei Gegenecken eines Tangentenmerseits steht zu 
dem Prodiikt seiner Abstande von den leiden anderen Gegen- 
ecken in Jco^tantem Verhaltnis, usw. 

B. 1) Aus f A$ 2 = 0, g ft5 2 = folgt fur f=* 0, g 
als Kreise mit ft/*A# = 0: Die Schnittpunkte solcher Kegel- 
schnitte liegen in einem Kreise, der von der Beruhrungssehne nicht 
abhangfc und fest bleibt, so lange A : ^ konstant ist. 

2) Wenn zwei Kegelschnitte einander doppelt beruhren, so 
steht fur jeden Punkt des einen das Quadrat seines Abstandes von 
der Beruhrungssehne beider in konstantem Verhaltnis zu dem Recht- 
eck der Abschnitte, die der andere auf dem den erwahnten Abstand 
messenden Lote bestimmt. 
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3) Wenn eine Gerade von gegebener Richtung zwei Kegel- 
schnitte in den Punkten P, $; P', Q' schneidet, und Punkte auf 
ihr so bestimmt werden, daB die Rechtecke OP- OQ und OP'- OQ> 
stets in konstantem Verhaltnis sind, so ist der Ort der Punkte ein 
Kegelschnitt, der durch die Schnittpunkte der beiden gegebenen 
Kegelschnitfce hindurchgeht. 

4) Der Durchmesser des Kreises, der dem von zwei Tangenten 
eines Mittelpunktskegelschnittes und ihrer Beriihrungssehne gebil- 
deten Dreieck umgeschriebeD ist, ist =&'&":# fiir 1), 1}" als die 
den Tangenten parallelen Halbmesser und p als den senkrecliten 
Abstand der Beruhrungssehne vom Mittelpunkt. 18 ) 

Wir setzen die Gleichung f(x, y) = des Kegelschnittes als 
durch eine solehe Konstante dividiert voraus, daB bei Einfuhrung der 
Koordinaten des Mittelpunkts dieser Kurve die Funktion f(x, y) 
der Einheit gleich wird (Nr. 150). Sind dann t', t" die Langen der 
Tangenten, und ist f das Ergebnis der Substitution der Koordi- 
naten ihres Schnittpunktes, so gelten die Proportionen 



Ist aber h die senkrechte Entfernung der Beruhrungsseline von der 
Spitze des Dreiecks, so gilt auch die Proportion h : p = f : 1 denn 
nach der Fonn von k in Nr. 140 ist das Ergebnis der Substitu- 
tion der Koordinaten des Mittelpunktes in die Gleicaung der Pol are 
eines Punktes auch das Ergebnis ihrer Substitution in die Gleichung 
der Kurve. Daher ist t't" : h &'&":j. Nach der Elementargeo- 
metrie gibt hier die linke Seite den Durchmesser des dein Dreieck 
umgeschriebenen Kreises, und der Satz ist bewiesen. 

5) Aus der Formel des vorigen Beisp. geht der Ausdruck von 
Nr. 218, 2 fur den Radius des Krummungskreises hervor, indem 
man die beiden Tangenten zusammenfallen lafit (Nr. 244). 

Man erhalt ihn auch mit Hilfe des folgenden Satzes 19 ): 
Sind w, n die Langen von zwei sich schneidenden Normal en, p, p' 
die Abstande der zugehorigen Tangenten vom Mittelpunkt und ist 
b f der der Verbindungslinie beider Kurvenpunkte parallele Halb- 
messer, so gilt die Beziehung 



Denn fur f als das Ergebnis der Substitution der Koordinaten 
des Mittelpunktes der Sehne in die Gleicbung des Kegelschnittes, 
A, Ji als die Abstande dieses Mittelpunktes von den beiden Tan- 
genten und 2|S als die Lange der Sehne folgt, wie im letzten Beisp., 
^ , h'=p'fi und man sieht leicht, daB 



nh +w'fc' 20* 
ist. Damit ist aber die angegebene Beziehung bewiesen. 
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6) Tragt man die Koordmaten w t , v l einer Geraden ux + v y 
+ 1 in die in Nr. 105 abgeleitete Gleichung 

? 2 2 + z?) - (cm + 0* + I) 2 - 

ines Kreises in Linienkoordinaten ein, so 1st das Ergebnis dieser 
Substitution gleich dem Produkt aus u^ + v^ und dem Quadrat 
der halben Sehne, die die Gerade im Kreis bestimmt. Dies ist zu 
beweisen. Ferner mache man sich die folgende Deutung der Glei- 
chung p(w, v) l%(u, 0) = fiir g?(tt, 0) 0, ^(M, v) als Glei- 
chungen von Kreisen klar: Die Hullkurve einer Geraden, in der 
zwei gegebene Kreise Sehnen von konstantem Yerhaltnis bestimmen, 
ist ein Kegelscnnitt, der die gemeinsamen Tangenten beider Ivreise 
beruhrt. 

280. Doppelverhaltnis von vier Elementen eines Kegel- 
schnittes. Bezeichnen, wie in Nr. 69, s i9 s%, 5 S; s 4 die Ab- 
stande eines Punktes T von den vier Seiten s 1 ? s 2 = ? 
5 8 = 0, 5 4 = eines Vierecks ACBD, so ist 
5 1 -J.C = TJL.TOsinJLT(7, s 2 - BC= TB-TCsinBTC, usw. 
Bilden wir nach Nr. 84 das Doppelverhaltnis der vier von T 
ausgehenden Strahlen, so ist 
ain 



Dasselbe ist von der Lage von T nicht abhangig, so lange 
SjSg: $284=% einen konstanten Wert behalt. Daher gilt nach 
Nr. 279 der Fundamentalsatz: 

Das Doppelverhaltnis eines Strahlenbuschels, dessen Stralden 
einen verdnderlichen PunJct des Kegelschnittes mit vier festeu 
PunUen desselben in gegebener Eeihenfolge vertinden, hat Jcon- 
sta-nten Wert, und umgekehrt: Der Ort eines Punktes, dessen 
Verbindungsgeraden mit vier festm Punkten in lestimmter Eeihen- 
folge ein Doppelverhaltnis von Jconstantem Wert ergelenj ist dm 
durch diese Punkte gehende Kurve zweiter Ordnung. 

In der Bezeichnungsweise von Nr. 83 und 84 konnen wir 
die Gleichheit der Doppelverhaltnisse schreiben 
{2) (T ABCD) - x - (ABCD). 

Der Klammerausdruck der rechten Seite ist aus den Seiten- 
langen des Vierecks ABCD ganz so gebildet, als ob diese 
in einer Geraden ein Doppelverhaltnis bestimniten. DerFaktorx 
charakterisiert einen bestimmten Kegelschnitt des dem Vier- 
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eck umgeschriebenen Buschels. Daher nerint man die linke 
Seite das DoppelverMUnis von vier Punkten eines Kegelschnittes 
und bezeichnet dasselbe etwa mit {AS CD}. Es ist darunter 
also das Doppelverhaltnis des die vier Punkte aus irgend 
einem funften Punkte der Kurve projizierenden Strahlen- 
biischels zu verstehen. Der Kegelschnitt ist durch vier Punkte 
und den Wert ihres Doppelverhaltnisses bestimmt. 

Betrachten wir ferner die Tangenten a t b } c } d, t in dert 
Punkten A, B, C, D, T. Sind A', ft, C r , V die Schnitt- 
punkte der letzten Tangente mit den vier ersten und sind 
& u 2 , 8? #4 die Abstande der Eeken ac, be, bd, ad von der 
Tangente i, so liefert die Trigononietrie 



Das Doppelverltaltnis der vier Sctnittpunkte ist 
A'G' t A'D' tfjjfy sinqc ^ sinad 

' ** * ' 



Nun sagt ^^3= xu s cr 4 nach Nr. 270 mit Rucksiclit auf Nr. 81 
aus, daB t einen Kegelsclinitt bertihrt. Also Laben wir den 
dual entspreclienden Hauptsatz: 

Das Doppdverhaltnis einer PunJctreihe, deren Punkte in 
ein&r leweglichen Tangente des Kegelschnittes von vier festen 
Tangenten ansgesclinitten werden, liat Jconstanten Wert und urn- 
geltelirk 

Sclireiben wir wiederum in Mherer Art 



indem wir das Sinusdoppelverhaltnis der Winkel der vier 
Tangenten bilden ; als ob sie durch einen geineinsamen Scheitel 
gingen. Hiernach kann man wieder das Doppelverhaltnis der 
von vier Tangenten in einer funften ausgeschnittenen Punkt- 
reihe (t-abcd) als das DoppeherMtnis {alcd} der vier Tan- 
genien des Kegelschnittes auffassen. 

281. Projektive Erzeugung der Eegelschnitte. Die vo- 
rigen Fundamentalsatze stehen so recht im behemdtandeu 
Mittelpunkt der Theorie der Kegelsclmitte. Sie kniipfen un- 
mittelbar an das an, was in Nr. 86 von den projektiven 
Strahlenbftscheln und Punktreihen gesagt wurde, und man 
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tritt mit ihnen in den Zusammenhang der allgemeinen Ge- 
dankenentwickelung des V. Kap. wieder ein. Denn sie lassen 
sicli so aussprechen: 



Der Ort der SchnittpunMe 
der entsprechenden Strdhlen von 
gweiprojeMven Strahlenbusclieln 
in allgemeiner Lage ist ein 
Kegelsclmitt, der auch durch 
die Sclieitel (Trdger) der leiden 



Die HullMrve der Verbin- 
dungsgeraden der entspreclien- 
den Punkte von zwei $rojek- 
tiven geraden PunJctreihen in 
allgetneiner Lage ist ein Kegel- 
schnitt, der auch die Trdger 



Btischel hindurchgeht. ; der beiden Reilien benihrt. 

Direkt werden beide Satze folgenderinaBen beviesen: 
Sind : Sind 

(5) 5 X fc$j =- ; s/ JcS} = ! tfj K<y a = 0, <?/ KG^ = 
die GleichuBgen der beweg- , die Gleichungen der beweg- 
liclien Strahlen beider Buscliel, ; lichen Punkte beider Reihen ; 
so wird die Gleichung des be- 1 so wird die Gleiclmng der be- 
zeickaeten Ortes dutch Elimi- j zeichnetenHiillkurvedurcliEli- 
nation von Jc zwischen den vori- mination yon H zwischen den 
gen Gleichungen gefanden, also i vorigen Gleichungen gefonden ; 
in der Form s^ s^s^ = 0. j d. h, als 6^ <5/^ 2 =* 0. 
Diese Gleichung ist yom zwei- Diese Gleichung ist vom zwei- 



ten Grade nnd enthalt sects 
Gb'eder, daher funf unbestimmte 
Koeffizienten; sie kann soinit 
dnrch die Bedingung, dafi die 
dargestellte Knrve f iinf Punkte 
enthalte, zur Gleichung jeder 
beliebigen Kurve zweiter Ord- 
nung geniacht werden. 

Geometrischbestinnnenfiinf 
Punkte zwei projektive Bu- 
schel, da drei von ihnen, mit 
den beiden iibrigen verbunden, 
drei Paare von entsprechenden 
Strahlen beider Buschel liefern 
(Nr. 86). Der erzeugte Kegel- 
schnitt geht auch durch die 



ten Grade und enthalt sechs 
Glieder, dah er funf unbestimmte 
Koeffizienten; sie kann somit 
durch die Bedingung, daB die 
dargestellte Kurve funf Geraden 
beriihre, zur Gleichung jeder 
beliebigen Kurve zweiter Klasse 
gemacht werden. 

Geometrisch bestimmen funf 
Geraden zwei projektive Reihen, 
da drei von ihnen, mit den 
beiden tibrigen geschnitten ; 
drei Paare von entsprechenden 
Punkten beider Reihen liefern 
(Nr. 86). Der Kegelschnitt be- 
ruhrt aueh die Trager beider 
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Scheitelpunkte beider Biischel 
hindurch, da seine Gleichung 
durch die Koordinaten des 
Schnittpunktes yon s 1 = mit 
$ 2 = sowie von $/ = mit 
s 2 ' = erfullt wird. Die Ver- 
bindungslinie der Scheitel ist 
fur jedes der beiden Biiscliel 
derjenige Strahl, der der Tan- 
gente des Kegelschnittes im 
Scheitel des andern Buschels 
entspricht Daraus entspringen 
lineare Konstruktionen zur Be- 
stimmung dieser Tangenten. 

Derselbe Kegelschnitt wird 
erzeugt durch projektive Bu- 
schel, die in irgend zwei seiner 
Punkte ihre Scheitel haben. 
Sind deren Gleichungen nam- 
lich 

(^ MS 2 ) &($/ ~ WS 2 ') ; 

(s i - nsj - Afe' ns/) == 0, 
so ist die Gleichung der Kurve 
0- 

Si ms 2 Simst 



Reihen, da seine Gleichung 
durch die Koordinaten der 
Verbindungslinie des Punktes 
#! = mit <? 2 = und voii 
<?/=() mit 6 2 ' =0 erffillt wird. 
Der Schnittpunkt der Trager 
ist fiir jede der beiden Reihen 
derjenige Punkt ia ihr, der 
dem Beriihrungspunkt des Ke- 
gelschnittes mit dem Trager 
der andern Reihe entspricht. Da- 
raus entspringen lineare Kon- 
struktionen zur Bestimmung 
dieser Beruhrungspunkte. 

Derselbe Kegelschnitt wird 
erzeugt durch projektive Rei- 
hen, die irgend zwei seiner 
Tangenten zu Tragern haben. 
Sind deren Gleichungen nam- 
lich 

0, 



so ist die Gleichung der Kurve 
= 



1 ft, 
1 -v 
also dieselbe wie zuvor. 



! 1 n 
also dieselbe wie zuvor. 

282. Zerfallende Kurven. zweiter Ordmmg oder Klasse. 
Wir haben mehrfach gesehen, dafi die Ortsgleichung zweiten 
Grades in Punktkoordinaten bei der Einfuhrung von Linien- 
koordinaten wieder vom zweiten Grade ist (Nr. 149) , d. h.: 
1m dllgememen ist eine Kurve zwtit&r Qrdnung von der zweiten 
Klasse. 

Aber dieses Gesetz hat zwei Ausnahmefalle, die wir auch 
sehon beruhrt haben (Nr. 62): Es gilt einen Ort sweiter Ord- 
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nung, der nicht von der tsweiten Klasse ist, und eine Hullkwrve 
zweiter Klasse, die nicht von der ziceiten Ordnung ist. 



Wenn namlich die beiden er- 
zeugenden projektiven Buschel 
einen Strahl entsprechend ge- 
mein haben, z.B. $1= s^, so sind 
sie perspektiv (Nr. 86). Die 
Gleichungen der beweglichen 
Strahlen der Biischel nehmen 
die Form an 

und die Elimination von & 
liefert fur den Ort der Schnitt- 
punkte entsprechender Strahlen 
die Gleichung 

Der Ort ist ein Geradenpaar, 
bestehend aus dem gemein- 
samen Strahl und der Per- 
spektivachse der Buschel, auf 
der sich alle ubrigen ent- 
sprechenden Strahlenpaare der- 
selben schneiden. 

Es gibt keine Gleichung in 
Linienkoordinaten, die diese 
beiden Geraden definiert. 



Wenn namlich die beiden er- 
zeugenden projektiven Reihen 
einen Punkt entsprechend ge- 
mein haben, z. B. #= 4 ', so sind 
sie perspektiv (Nr. 86). Die 
Gleichungen der beweglichen 
Punkte der Reihen nehmen die 
1 Form an 

und die Elimination von K lie- 
ferT; fur die Hullkurve der Ver- 
bindungsgeraden entsprechen- 
der Punkte 'die Gleichung 

DieHullkurve ist ein PunUe- 
paar, bestehend aus dem ge- 
meinsamen Punkt und dem 
Perspektivzeatrum der Reihen, 
nach dem die Verbindungsge- 
raden aller iibrigen entsprechen- 
den Punktepaare gehen. 

Es gibt keine Gleichung in 
Punktkoordinaten, die diese 
beiden Punkte definiert. 



283. Konstruktioa des Kegelschnittes ans projektiven 
ElementargeTbilden. 

Zwei projektive Strahlen- Zwei projektive Punktreihen 



buschel mit verschiedenen 
Scheiteln T, T' sind durch die 
Tripel entsprechender Strahlen 
a, I, c\ a', V, c bestimmt. 

Will man also irgend einen 
Punkt des durch zwei solche 
Buschel nach Nr. 281 bestimm- 
tenKegelschnittes konstruieren ; 



mit verschiedenen Tragern t, t' 
sind durch die Tripel ent- 
sprechender Punkte Ay ~B, (7; 
A', B, G' bestimmt. 

Will man also irgend eine 
Tangente des durch zwei solche 
Punktreihen naeh Nr. 281 be- 
stimmten Kegelschnittes kon- 
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so hat man nur zu irgend einem 
Strahl d des einen Biischels den 
entsprechenden d r des anderen 
zu konstruieren, der Schnitt- 
punkt von d mit d' ist ein 
Punkt des Kegelschnittes. 

Bevor gezeigt wird, wie 
man d' konstruiert, wenn d 
gegeben ist, beweisen wir fol- 
genden Satz: 

Werden in zwei projektwen 
Buscheln von Geraden a, 6, c\ . . 
und a, l',c'..., denen die Scheitd 
T bez. T' gugeJioren } entsprechen- 
de Strahlen ^vechselweise 0um 
Durchschnitt gebracht, so gehen 
die Verbindungslinien msam- 
mengelioriger Punktepaare, 2. B. 




von al' mit a'b, von ad mit 
a'c, von Ic mit l'e, usw., durch 



struieren, so hat man nur zu 
irgend einem Punkt D der einert 
Punktreihe den entsprechenden 
D' der anderen zu konstruieren, 
die Verbindungslinie yon D mit 
D' ist eine Tangente des Kegel- 
schnittes. 

Bevor gezeigt wird, wie man 
J7 konstruiert, wenn D gegeben 
ist, beweisen wir folgenden 
Satz: 

Werden in 0wei projeMiven 
Punktre&en A,B, C, ... und 
Ay B', G'j . . ., denen die Trager 
i bez. t' zugehoren, entsprechende 
Punkte wecliselweise durch Qe- 
rad&n verbunden, so schneiden 
sicli zusammengehorige Geraden- 




paare, e. B. AB' und A'B, AC' 
und AC, BC' und BO, usw., 
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'nen und denselben Punkt T" 
Fig. 15). 

NachVoraussetzung ist nam- 
ch die durch die Punkte a a', 
V, ac'y ... gebildete Reihe zu 
er Punktreihe a' a, aft', a'c, . . . 
rojektiv; daaberderPunkta<z' 
nden Reihen angehort, sind 
iese (Nr. 86) in perspektiyer 
age, die Verbindungslinien 
itsprechender Punkte dieser 
,eihen ? also von aV mit a'b y 
on ac mit a'c, ... schneiden 
cli dalier in einem und dem- 
>lben Punkte, dem Perspektiv- 
mtrum T". 

Will man nun den einem 
trahl d des durch T gelegten 
lischels entsprechenden Strahl 
' des Biiseliels T f konstruieren, 
) hat man nur den Punkt da' 
)der dV oder dc) mit dem 
erspektiyzentrum T" zu yer- 
inden. Wird alsdann der 
chnittpunkt dieser Geraden 
nd des Strahles a (oder 6 
der c) mit T r verbunden, so 
it diese Verbindungslinie der 
esuchte Strahl d r . 

Je nachdem die Verbin- 
ungslinie TT' als Strahl o des 
iiischelsToder als Strahl p' des 
liischels T' angesehen wird, ist 
er ihm entsprechende Strahl 
' bez. p des anderen Biischels 
ie Verbindungslinie yon T' 
lit T" bez. yon T mit T". 



[ in PunJcten einer und derselben 
Geraden t" (Fig. 1G). 

NachVoraussetzung ist n*am- 
lich das durch die Strahlen A A', 
AH, AC', . . . gebildete Biischel 
zu dem Biischel A'A 9 A'B, 
A'C, . . . projektiv; da aber der 
Strahl AA' leiden Buscheln 
angehort, sind diese (]STr. 86) 
in perspektiyer Lage 7 die Strah- 
len AB f , AC' ... schneiden 
daher die entsprechenden Strah- 
len A'B, A'C, ... in Punk- 
ten einer und derselben Gre- 
raden, der Perspektivachse t". 

Will man nun den einem 
Punkt D der auf dem Trager t 
liegendenReihe entsprechenden 
Punkt D' des Trager s t' kon- 
struieren, so hat man nur die 
Gerade DA! (oder DB' oder 
D C") zu ziehen und den Schnitt- 
punkt dieser Geraden und der 
Perspektivachse t" mit A (oder 
B oder C) zu verbinden. Diese 
Verbindungslinie schneidet den 
Trager t' im gesuchten Punk- 
te D'. 

Je nachdem der Schnitt- 
punkt der beiden Trager t und 
t' als Punkt der Eeihe t 
oder als Punkt P' der Eeihe t' 
angesehen wird, ist der ihm 
entsprechende Punkt 0' bez. P 
der anderen Reihe der Sehnitt- 
punkt von t' mit t" bez. yon 
* mit t". 
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Das Perspektivzentrnm T" 
ist der Beruhrungspol von T 
und T', d. h. der Pol des Schei- 
telstrahles TT'. Der Schnitt- 
punkt dd' durchlauft einen 



Die Perspektivachse t" ist 
die Beriihrungssehne von t 
und t', d. h. die Polare des 
Punktes tt'. Die Verbindungs- 
gerade DD' umhullt einen 



Kegelsehnitt. | Kegelschnitt. 

Diese projektiven Konstruktionen enthalten unmittelbar 
einfache Beweise des Pascalschen und des Brianchonschen 
Saizes. 



Bind A, S, C, D, E, F sects 
Punkte des Kegelsehnittes und 
nehmen wir A undJ5 als Schei- 
tel von Strahlenbiischeln, so ist 
(E . GDFS} - (A . CDFB\ 
also, wenn man die Reihen 
der Schnittpunkte der Strahlen 
mit den Geraden BC, DC be- 
traehtet, 



Diese Bdschel sind perspektiv, 
weil ihr Schnittpunkt sich 
selbst entspricht; also gehen 
die Geraden DEE, MN und 




Fig. 17. 



SSA durch einen Punkt L oder 
L liegt in M N (Fig. 17). 



Sind a, ft, c, d, e, f sechs 
Tangenten des Kegelsehnittes 
und nehmen wir a und e ala 
Trager von Punktreihen, so ist 
(e . cdfV) (a . cdfb}, also r 
wenn man die Biischel der 
Verbindungslinien der Punkte 
mit den Punkten be, dc be- 
trachtet, 

(crmV) (cdns), (Nr. 84). 
Diese Biischel sind perspektiv r 
weil der gemeinsame Strahl 
sich selbst entspricht; also lie- 
gen die Punkte dre, mn und 




'Fig. 18. 



tsa*) in einer Geraden I oder ? 
geht durch mn (Fig. 18), 



*) Hier bedeutet dre den gemeinsamen Schnittpunkt der drei 
raden d, r, e, nnd entsprechendes gilt von bs a. 
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B. Fur zerfallende Kegelschnitte bestehen die S&tze von Pascal 
und Brianchon getrennt fort, n'amlich der erste fiir das Geradea- 
paar, der zweite far das Punktepaar. 

284. Gattung des Erzeugnisscs. Betrachten wir nur 
Buschel mit reellen Scheiteln, so sind die in den Asymp- 
totenrichtungen gezogenen Strahlen zugleich mit diesen reell. 
Daher ist das Erzeugnis eine Hyperbel, Parabel oder Ellipse, 
je nachdem die projektiven Silschel zwei Paare, ein oder Ttein 
Paar paraTleler Jiomologer Strahlen enthalten. 

Um dies zu untersuchen, hat man nur durcli Parallel- 
yerschiebung des einen Buschels bis zur konzentrisclien Lage 
mit dem andern die Doppelstrahlen dieser yereinigten pro- 
jektiven Btischel zu ermitteln, also diejenigen beiden Strahlen, 
die mit den ihnen entsprechenden zusammenfallen. Da diese 
direkt die Asymptotenrichtungen haben, so ist der Kegel- 
schnitt eine gleichseitige Hyperbel, wenn die Doppelstrahlen 
reell und zueinander rechtwinklig sind, und ein Kreis, wenn 
diese die absolute Richtung haben. Somit erzeugen Tsongruente 
Buschel eine gleichseitige Hyperbel oder einen Kreis (vgl. Nr. 100), 
je nachdem sie ungleiclien oder gleicfien Drehungssinn Jiaben. 

Zur analytischen Prufung hat man nur die zu den ge- 
gebenen parallelen Blischel am Nullpunkt der Koordinaten 
einzufuhren, d. h. in s l9 s a? s ', s% die konstanten Glieder gleich 
Null zu setzen. 

Um die Gattung des durch projektive Reihen in reellen 
Tragern erzeugten Kegelschnittes zu bestimmen, geht man 
von der Bemerkung aus, daB nur bei Mittelpunktskegel- 
schnitten umgeschriebene Parallelogramme mogli-ch sind, und 
daB dann die Beriihrungspunkte ihrer Seiten auBerhalb oder 
innerhalb der Ecken liegen, je nachdem die Kurve eine Hy- 
perbel oder eine Ellipse ist. Nun sind, zwei benachbarte 
Seiten als Trager gedacht, die Beruhrungspunkte die homo- 
logen Punkte des Schnittpunktes, die andern Ecken die homo- 
logen der Richtungen, d. h. die Gegenpunkte der Reihen 
(Nr. 93). Somit ist das Erzeugnis eine Hyperbel oder eine El- 
lipse, je nachdem die PerspeJdivacJise der Reihen leide Strecken 
von ihren Gegenpunkten Us zum SchnittpunJd der Trager aufie/r- 
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licit oder innerlicti teilt. Fitr parallele Trager reicht dies Kri- 
terium jedoch nicht, weil in diesen die Gegenpunkte selbst 
die Berubrungspunkte sind. Man iibersieht leicht, daB es in 
diesem Fall nur darauf ankommt ; ob die projektiven Reihen 
von gleichem oder entgegengesetztem Sinn sind. 

Eine Parabel entstelit, wenn eine Tangente unendlich 
fern liegt, wenn also die Richtungen irgend zweier Tangenten 
homolog sind in den projektiven Punktreihen auf ihnen. 
GemaB Nr. 93 sind diese dann ahnlich, also ist das Ergeugnis 
cihnlidier Pwiktreilien sieis eine Parabel. 

B. Wenn in den festen Geraden w t ^ , w 2 | v. 2 zwei projektive 
Reihen gegeben sind, so bestimme man analytisch die Hiillkurve 
der Verbindungsgeraden u \ v ihrer homologen Punktepaare. 

Denken wir uns die Verbindungslinien eines Paares hoinologer 
Punkte mit dem Nullpmnkt durch y ~ m^, y == m%x ausgedriickt, 
so mnB, weil das Strahlenbuscnel tiber der Eeiiie in U L \ v^ zu dern 
Btiscbel tiber der Reihe in w 2 i t" a projektiv ist, nacb Nr. 93 eine 
Beziehung von der Form am^m^ + im 1 + cm$ + c? = stattfinden, 
wo die Koeffizienten a, &, c, d etwa durcb drei Paare homologer 
Punkte zu bestimmen sind. 

Wenn wir aus den fur den Punkt x \ y der ersten oder zweiten 
Eeihe gleichzeitig geltenden Gleichungen 

ux + vy + 1 = 0, u^x + ^y + 1 0, MI* y = 0, 
bez. u x + vy + 1 0, u 2 x + v<> y + 1 = 0, m%x y = 
die Koordinaten x, y eliminieren, so erhalten wir Bestimmungs- 
gleicbungen far %, w 2 , aus denen folgt: 

w i (M ~ M 4 ) (% ), w^ 5 (M w 2 ) : (t? s v) . 

Die Einsetzung dieserWerte in die Gleichung der Projektivitat gibt 

a(u - 11^(11 - s ) -f 6( M ^)(t? 2 - v ) + c (u - 7f 2 )(f? 1 - v) 

-f J^ ;) (T S ;)=: oder 
au* + dv* - (ft + c) MV { a( Wl + Wj ) bv 2 cv^u 
{^{^+^2} &Wj CMgJv + a^Mj 6 1 t; a cM a z? 1 + 5^173 0. 
Die Hullkurve ist ein Kegelscbnitt, der die festen Geraden beruhrt, 
weil u t , i? = 'i? x und = - 2 , v -y 2 der Gleicbuug gentigen; 
insbesondere ist sie eine Parabel, wenn man hat 



Mit a = ^ = l, 5 = c gent unsere Gleichung iiber in 

+ u s -b(vs-vj}u-{v 1 + vs--b 
u^ + v^ l(u^ u^ 0, 
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JK, K\ so folgt aus der Voraussetzung die Beziebung (HG-'EF) 

(G-H'EF*). Wird diese nach Nr. 83 ausfubrlich angescbrieben r 
so ergibt sich sofort (HGEF}=(G'H'EF} und hieraus (C.ABEF} 

-= (D . ABEF). In derselben Art ergibt 
sich der Beweis fiir die iibrigen funf F&lle r 
in denen beiden Gruppen zwei Punkte ge- 
meinsam angeboren. Fiir die aclit Falle, in 
denen diese drei gemeinsame Punkte ent- 
balten, folgt aber der Satz bieraus obne 
weiteren Beweis. 

2) Wenn von secbs Geraden irgend 
vier mit den beiden Hbrigen Geraden Punkt- 
reihen mit gleicbem Doppelverb&ltnis be- 
stimmen, so tun es jede vier mit den fibri- 
gen zwei. 

Der Beweis entspricbt dem Yorigea 
genau nacb dem Prinzip der Dualitat. 

3) (A . ACBD] - (B . ACBD). 

Da wir unter A A, BB die Tangenten in J., B verstebeit 
miissen, so geben diese Doppelverbaltnisse, dnrcb die Abschnitte- 
der Geraden CD gemessen, (TCKD} (KOT'H). Vgl. Fig. 20. 
Wenn also cine Sehne CD zwei Tangenten in T, T' und, Hire Be- 
ruhmngssehne AB in K sclineidet, so 1st immer 

ED . TK. OT' - CK. KT' . TD. 

Natiirlicb ist bei Aufstellung der Doppelverbaltnisse sorgfaltig da- 
rauf zu acbten, daB die entsprecbenden Strablen und die zugeb5rigen\ 
Punkte der Eeiben in gleicber Ordnung folgen. 

4) Wenn T und T' zusammenfallen, so wird KD . CT = 

CK . TD\ d.b. jede durch den Scbnittpunkt von zwei Tangenten. 
geben de Sebne wird von der Beriibrungssenne barmoniscb geteilt 
(Nr. 135). 

5) Ist T' unendlicb entfernt oder CD parallel PT', so erbalt 
man ~TE*~* TC . TD. 

6) Ist einer von den vier Punkten des Kegelscbnittes unend- 
licb entfernt, so ist (0 . ABC oo) konstant, wenn einen fiinftett 
Punkt des Kegelscbnitts bezeiebnet. MiBt man dann dieses Doppel- 
verbaltnis auf der Geraden Coo, und scbneiden 0J., OB diese in 
A'j B f , so reduziert sicb das Doppelverbaltnis auf A'GiB'C. Wenn 
also zwei feste Punkte -4, B einer Hyperbel (Parabel) mit einem 
ver&nderlicben Punkt derselben Kurve verbunden werden, und: 
die Verbindungslinien eine feste, die Kurve in C scbneidende Par- 
allele zu einer Asymptote (einem Durcbmesser) in Punkten A', B" 
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schneiden, so ist das Verbaltnis A'C: B'C der von diesen bis zur 
Kurve gemessenen Abscbnitte konstant. 

7) Wenn man dasselbe Doppelverhaltnis auf einer anderen 
Parallelen miBt, so erfabrt man, daB die Verbindungsgeraden von 
drei festen Punkten einer Hyperbel oder Parabel mit einem ver- 
Underlicben Punkt derselben von einer festen Parallelen zu einer 
Asymptote oder einem Durcbmesser in Punkten -4, J9, so ge- 
schnitten werden, daB A B : A konstant ist. 

8) Setzen wir in 6) voraus, daB die Geraden, die J, B mit 
einem vierten Punkt 0' der Kurve verbinden, den Strabl C oo in 
A", B" schneiden, so ist A'B' : A"B" = A'C: A"C-, lassen wir nun 
auch noch den Punkt C so in unendlicne Entfernung rucken, daB 
die Gerade C oo eine Asymptote wird, so wird das Vernaltnis 
A'B' : A"B" der Einheit gleicb, und wir erhalten den Satz Nr. 174, 2. 

9) (A . ABC oo) = (B . ABC oo). 

Werden diese Doppelverbaltnisse auf der Geraden C oo gemessen, 
und schneidet diese die Tangenten von A und B in a bez. fc, die. 
Beriihrungssebne A B in K, so ist aC:KC=*KCilG. Ygl. Fig. 21. 
Wenn also eine Parallele zu einer Asymptote einer Hyperbd oder gum 
Durclimesser einer Parabel sicti Tangenten und Hire Berulirungs- 
sehne sclmeidet, so ist der auf dieser Parallelen gcmessene Abschnitt 
zwischen Kurve und Beruhrungsseline das geomeiriselie Mittel zwi- 
schen den Alschnitten von der Kurve zu dm Tangenten. Oder um- 
gekelirt: Wenn eine Gerade ab von fester Eichtung die Seiten eines 
Dreiecks in Punkten abK sckneidet, und ein Punkt C in ihr so 
bestimmt wird, daB CK* = Ca . (75 ist, so ist der Ort von eine 
Parabel, wenn ab der Halbierungslinie der Dreiecksbasis AB par- 
allel ist (Nr. 204); sonst immer eine Hyperbel, deren eine Asym- 
ptote zu ab parallel ist. 




Pig. 21. 




10) Sind von den festen Punkten zwei unendlich entfernt, so 
hat man z. B. (oo . AB oo oo') = (oo'. AB oo oo 7 ) und die Ge- 
raden oo oo, oo' oo r sind die beiden Asymptoten, oo oo' aber ist die 
unendlich feme Gerade selbst. MiBt man diese Doppelverhaltnisse auf 
dem Durclimesser A (Fig. 22), und wird dieser von den Parallelen zu 
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den Asymptoten J5oo, B oo' in a, a' geschnitten, so 1st AO:aO 
*= a'O : AO, d. h. Parallelen zu den Asymptoten, die durcJi einen 
beliebigen PunU B cincr Hyperbel gezogen werden, lestimmen in 
einem Hallmesscr rom Mittelpunld aus gemessene Abschnitte, die 
diescn selbst sur mittferen f/eometriscJien Proportionate liaben. 

Wenn dalier umgekehrt dureh einen festen Punkt eine Ge- 
rade gezogen wird, die zwei festen vom Punkt B ausgehenden Strahlen- 
in den Punkten a, a begegnet, so ist der Ort eines Punktes A auf 
ihr, dessen Abstand von das geometrische Mittel zwischen Oa,0d 
ist, eine Hyperbel, die zum Mittelpunkt hat; ihre Asymptoten 
sind den festen Strahlen Ba, Ba parallel. 

11) (oo . AB oo oo') = (oo'. AB oo oo'). 

Werden die Abschnitte in den Asymptoten gemessen, so er- 
hiilt man (0 ist wieder der Mittelpunkt) a : 1 HO : a'O, oder: 
das aus den Asymptotenparallelen eines Kurvenpnnktes gebildete 
Parallelogramm hat konstanten Inhalt (Nr. 164). 

286. Zu den Beispielen der vorigen Nr., die sich auf das 
Doppelyerhaltnis yon vier Punkten bezielien, fiigen wir be- 
soadere Falle des Satzes vom Doppelverhaltnis von vier Tan- 
genten. 

B. 1) Im Fall der Parabel liegt eine der Tangenten in un- 
endlicher Entfernung: Drei feste Tangenten dner Parabel sclmeiden 
jede tierte Tangente dersclben in Pttrikten A,B,Q so, daft (AooBC) 
= AB : AC Constant ist (Nr. 285, 7). Fallt die verSnderliche Tan- 
gente der Reihe nach mit jeder der gegebenen Tangenten zusammen, 
so erhalten wir (vgl. Fig. 23) den Satz 

PQ : QR EP : Pq = Qr : rP. 

2) Konstriiktion des Krilmmungsmittelpimtdes fur die Kegel- 
scJmitte. Schneiden die in den Punkten P, P' eines Kegelschnittes 
gezogenen Normalen desselben eine Achse in N und N^ die andere 
in N% und N 2 \ so findet nach Nr. 177 die Beziehung statt P^iPN^ 
^P'NiiP'N^. Aus der vorigen Eigenschaft der Parabel folgt 
daher: Zwei Normalen eines Kegelsclinittes, die die zugeliurigen 
Kurvenpurikte verbindende Scline und die beiden Acltsen der Kurve 
sind funf Tangenten einer Paralel. 2 ' 2 ) Daraus entspringen konstruk- 
tive LSsungen mancher Aufgaben. Ist der Kegelschnitt insbesondere 
eine Parabel, so sind zwei Normalen, die Sehne ihrer FuBpunkte 
und die Achse der Parabel Tangenten einer anderen Parabel, die, 
die Aehse der ersten zur Scheiteltangente hat. 

L'aBt man dann die Punkte P, P' zusammenfallen, so bttden 
die Achstn des Kegelschnittes, die Tangente und Normale in P Tan- 
genten derselben Parabel, und (Nr. 218) ihr BerithrungspunU in 
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der Normale 1st der Krummnngswiittelpitnld fur den Punli P. Jede 
Art der Anordnung, in der man die Normale als ein Paar Naebbar- 
seiten und die Acbsen, die Tangente und die unendlich feme Ge- 
rade als die vier tibrigen Seiten eines Briancbonscben Secbsseits 
bezeicbnen kann, fclhrt auf eine bequeme Konstruktion des Krum- 
mungsmitielpunktes. 





Fig. 24. 



3) Fur P als einen Punkt der Parabel, N und T als die 
Sebnittpunkte seiner Normale und Tangente mit ibrer Acbse er- 
geben sich folgende Konstruktionen des Kriimmungsmittelpunktes K: 
1) Man ziehe PO und NO bez. parallel zur Acbse und Tangente; 
OK normal zur Acbse. ,2) Man ziebe PQ und TQ normal zur 
Acbse und zur Tangente, QK parallel zur Acbse. 3) Man ziebe 
TM und NE normal zur Tangente und zur Acbse, UK parallel 
zur Tangente. 22 ) 

4) Wenn wir zwei von den vier festen Tangenten einer Ellipse 
oder Hyperbel parallel annebmen (Fig. 24) und die veranderlicbe 
Tangente nacbeinander mit beiden znsammenfallen lassen, so wird 
im ersten Fall das Doppelverbaltnis =*AbiAc und im zweiten 
Dc':Db'-, daber ist das Eecbteck Ab . Db f konstant. 

Aus dem Gesetz vom Doppelverbaltnis von vier Punkten 
leitet man ab, daB die Geraden, die die Punkte -4, D mit einem 
beliebigen Punkt der Kurve verbinden, die parallelen Tangenten 
in Punkten &, b' scbneiden, fiir die das Recbteck Ab . Dl f gleicb- 
falls konstant ist. 

287. Wir geben ferner eine Eeihe von Aufgaben, die 
mit Hilfe der Eigenschaffcen der projektiven Buschel und 
Reihen am Kegelschnitt gelost werden. 

B. 1) Beweis fiir Madaurim Erzeugungsweise der Kegel- 
scbnitte: Ein KegelscJinitt wird als der Ort der freien Ecke V eines 
Dreiecks gefunden, dessen Seiten sich um die festen Punkte A,JB,C 
drehen, icahrend zwei seiner Ecken sicli In den festen G-eraden Oa, 
01 (Fig. 25) lewegen (vgl. Nr. 49, 2), 

Wenn vier solcbe Dreiecke a&7, aW, a"b"Y', d'"b'"Y" 
verzeicbnet sind, so ergibt sicb aus der Identitat der Biiscbel 
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(aa'aVVC 66 '*"*''' 
daher aucb 

(A.W 7" V") - (B . V V V" V'"} , 

Also liegen die Punkte A,B,V,V, V", V" in demselben Kege 
scbnitt, oder der Ort von V'" ist stets der durcb die Punkte A, 1 
V, V, V" gebende Kegelscbnitt. In Worten: Die Strablenbuscb 
aus A und B sind zueinander projektiv, weil sie beide zu de 
Strablenbiiscbel aus C perspektiv sind; daber ist der Ort der Scbnit 
punkte entsprecbender Strablen ein durcb A und B gebender Kege 
scbnitt. 

2) Der Maclaurinscben Erzeugungsweise der Kegelscbnitte en 
spricbt dual die folgende: Bewegen sicb die Ecken eines verande 
licben Dreiseits auf drei festen Geraden, wabrend sicb zwei sein< 
Seiten um feste Punkte dreben, so umbiillt die dritte Seite eine 
Kegelscbnitt. 

3) Chasles^) bat darauf bingewiesen, daft der Beweis i 
1) nocb anwendbar ist, wenn die Seite a 5, statt durcb einen feste 
Punkt C zu geben, einen Kegelscbnitt berubrt, der die Geraden Oa, 
zu Tangenten bat, denn dann scbneiden irgend vier Lagen der Sei1 
al diese Tangenten Oa, 01 so, dafi (aaW") (W b" b" f ) i 
(Nr. 280), und die Fortsetzung des vorigen Beweises bleibt bestebe 

4) Newtons Erzeugungsweise der Kegelschnitte: Zwei Wink' 
von konstanter Grofie dreben sicb um ibre festen Scbeitel P und ^ 
und der Scbnittpunkt des einen Paares ibrer Scbenkel durcblau 
eine Gerade A J.'; dann ist der Ort des Scbnittpunktes V ibr< 
andern Scbenkel ein Kegelscbnitt, der durcb die beiden Punkte 
und Q bindurcbgebt (Fig. 26). 

Denn sind wieder vier Lagen der ersten Scbenkel der sic 
drebenden Winkel gegeben, so ist 

(P . AA r A"A'") - (Q . A A' A" A f "y, 

r 

AA'A- A"j 





Fig. 25. 



Fig. 26. 



weil aber die Winkel in dem je vom ersten Scbenkel bescbriebem 
Buscbel mit den entsprecbenden Winkeln des Biiscbels der zweitt 
Scbenkel nacb Gr66e und Sinn ubereinstimmen, so ist (P . V T V" V" 
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(Q. F7'F"7'"), und der Ort von 7'" ist wie vorher ein durch 
-?> Q, T, V, V" gehender Kegelschnitt. 

5) Chasles hat auch diese Methode dadurch erweitert, dafi er 
den Punkt A statt in einer Geraden in 
-einem durch die Punkte P und Q gehen- 
den Kegelschnitt bewegt denkt; denn 
jauch dann ist immer (P . AA'A"A'") 




6) Der Beweis bleibt auch noch 
derselbe, wenn statt der Unverander- Fig. 27. 
lichkeit der Winkel APT, AQV fest- 

gesetzt ware, dafi diese in festen Geraden konstante Abschnitte be- 
stimmen; denn auch dann gilt die Gleichheit der Doppelverhalt- 
nisse (P. A A' A" A'") - (Q . 7 7* 7" 7'"), weil beide Buschel in 
einer festen Geraden Abschnitte von derselben Lange bestimmen. 
Wenn also die Basis eines Dreiecks und der von den Seiten des- 
selben in irgend einer festen Geraden bestimmte Abschnitt gegeben 
sind, so ist der. Ort der Spitze ein Kegelschnitt. 

7) Die Ecken von zwei demselben Kegelsclinitt umgescJiriebenen 
Drelecken ABC, DEF sind sechs Purikte eines Kegelsclinittes. (Vgl. 
Nr. 266 und Fig. 27.) 

Denn die Geraden AB, A C, DE, DF bestimmen each Nr. 280 
in den beiden andern SO und EF Punktreihen von gleichem Doppel- 
verhaltnis 



(D . Z CEF} -(A.B CEF) , 

was den Satz beweist. 

Ebenso beweist man den Satz: Die Seiten von sivel demselben 
Kegelschnitt eingeschriebenen DreiecJcen sind seclis Tangenten eines 
Kegelsclinittes. 

Die Aufsuchung und den Beweis anderer den vorher entwickelten 
Eigenschaften dual entsprechender Satze tiberlassen wir dem Leser. 

8) Das DoppdverMltnis von vier Durclimcssern eines Kegel- 
sclmittes ist dem der l>ez. Iwnjugierten DurcJmiesser gleich. 

Die konjugierten Durchmesser bilden nach ihrem vertauseh- 
Isaren Entsprechen zwei projektive Buschel in Involution aus dem 
Mittelpunkt, oder die Richtungen der Paare konjugierter Durch- 
-messer b^stimmen in der unendlich fernen Geraden zwei projektive 
Ueihen in Involution. Denn das Doppelverhaltnis von vier aus eineni 
Punkt der Kurve gezogenen Sehnen ist dem Doppelverhaltnis ihrer 
^upplementarsehnen gleich (Nr. 172). 

9) Mittelpunktsort der einem gegebenen Viereck umgeschrie- 
benen Kegelschnitte. (Vgl. Nr. 255, 1.) 
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Denkt man Durchmesser eines dieser Kegelschnitte nach den; 
Mittelpunkten der Seiten des Vierecks gezogen, so 1st ihr Doppel- 
vtrhaltnis dem ihrer bez. konjugierten gleich und daher konstant r 
well diese den zugehorigen Seiten des Yierecks parallel sind. Der 
fragliche Ort 1st daher ein durch die Mittelpunkte der gegebenen 
Seiten gehender Kegelschnitt. Da aber das betrachtete System drei 
Kegelschnitte enthalt, die in Geradenpaare ausarten, namlich die 
Gegenseitenpaare und das Diagonal enpaar des Vierecks, so sind die 
Schnittpunkte der Gegenseitenpaare und der Diagonalen gleichfalls- 
Punkte des Ortes. 

288. Projektivitat und Involution auf dem Kegelsclinitt, 
Mit der Erweiterung des Begriffes eines Doppelverhaltnisses 
von den Elementargebilden auf Gebilde zweiten Grades ist 
auch eine analoge tfbertragung des Projektivitatsbegriffes ge- 
boten. Man bezeiehnet mitunter den Kegelschnitt als Purikt- 
reihe zweiter Ordnung oder als StrahlenMschel zweiter Klasse* 

Man nennt Punkt- oder Tangentensysteme desselben Kegel- 
seimittes projektiv, tcenn lei eindeutiger Zuordnwig die Jiomo- 
logm Doppelverhaltnisse von vier liomologen Punhten oder Tan- 
gentm gleich sind. Dies f allt unter die Definition der allgerneinen 
Kollineation (Nr. 92), denn projektiv sind dann auch die er- 
zeugenden Strahlenbiischel an Punkten des Kegelschnittes, 
die zu jenen Punktsysteraen perspektiv sind, oder die er- 
zeugenden Punktreihen in Tangenten des Kegelschnittes, die 
zu jenen Tangentensystemen perspektiv sind. Diese Systeme 
an der Kurve haben wiederum zwei reelle, imaginare oder 
vereinte Doppelpunkte. 

Sind namlich A, B, C drei Punkte des einen und A' f 
B', C" die entsprechenden Punkfce des anderen Systems 
also sechs Punkte eines Kegelschnittes so zeigt die Be- 
merkung, dafi fiir irgend ein neues Paar X, X'(A'. ABCX} =- 
(A.A'B'C'X') sein muB und daB die Punkte A'B, AB' und 
A'C, AC' die Perspektivachse p dieser Btischel bestiinmen, 
sofort die Konstruktion von X' aus X oder umgekehrt ; weil 
sich A'X, AX' auf derselben Greraden schneiden mussen, 
Weil die Gerade von AB, AB' nach A'C, AC' die Pascal- 
sche Gerade des dem Kegelschnitt eingeschriebenen Sechsecks 
AB'CA'BC' ist, so enthalt sie auch den Pankt BC', B'C 
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(Genauigkeitsprobe). Zugleich sind die Schnitfcpunkte der Ge- 
raden p mit dem Kegelschnitt die sich selbst entsprechenden 
oder Doppelpunkte der beiden projektiyen Reihen auf ihm. 
Durch drei Paare entsprechender Punkte des Kegelschnittes 
sind also diese projektiven Reihen bestimmt; sie sind es 
aber auch durch den Kegelschnitt, der sie tragt, ihre Pascal- 
sche Geiadep und ein Paar A, A'. 1st p Tangente des Kegel- 
schnittes, so hat die durch A, A. auf ihm bestimmte Projek- 
tivitat vereinigte Doppelpunkte. 

Und dual: Sind a, 1), c und a', &', c zwei Gruppen ent- 
sprechender Tangenten eines Kegelschnittes ; so folgt aus 

(a. alcx) = (a . a'b'c'x") 

das Perspektivzentrum P dieser Reihen in a und a als Schnitt 
der Geraden a'b, aV und a'c, ac'] und weii ab'ca'bc ein dem 
Kegelschnitt umgeschriebenes Sechsseit ist ? so geht auch die 
Gerade be, Vc durch denselben Punkt. Zur Tangente # erhalt 
man die entsprechende x durch die Br-morlviuig. daB a'x, ax f 
auf einerlei Strahl durch P liegen mitssen. Drei Paare ent- 
sprechender Tangenten des Kegelschnittes bestimmen also 
diese projektiven Tangentensysteme; sie sind aber auch durch 
den Kegelschnitt, ein Paar von Tangenten desselben a, a und 
den Brianchonpunkt P bestimmt. Gehen durch P an den 
Kegelschnitt zwei reelle Tangenten, so sind sie die Doppel- 
strahlen der Systeine; fur P als Punkt der Kuive fallen sie 
in einen zusammen. 

Die projektiven Systeme bilden eine PunTct- oder Tan- 
genteninvolution am Kegelschnitt, sobald sich zwei und damit 
alle homologen Elemente vertauschbar entsprechen (Nr. 94). 
Wenn sich das Paar A, A' vertauschbar entspricht, so haben 
wir ffir die Projektivitat der drei Paare A A'; BB'; CC' die 
Beziehungen 

(AA'B'G) - (A'ABC'} = (AA'd'E); 

die Projektion der ersten Gruppe aus B und die der dritten 
aus C gibt perspektive Buschel mit A A' als Perspektivachse, 
auf der sich auch die Geraden BB' und CC' schneiden 
mussen. Die involutorischen Punktsysteme auf einem Kegel- 
schnitt liegen also perspektiv, die Verbindungsgeraden ihrer 
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Paare A A', SB', CC' usw. gehen durch einen Punkt P, den 
man den Pol der Involution nennen mag. Dieser Pol und 
der Kegelschnitt bestinamen die Involution, ebenso wie zwei 
Paare ihrer Punkte A, A" und 5, B' auf dem Kegelschnitt; 
jede Gerade durch den Pol, die den Kegelsclinitt schneidet, 
liefert ein neues Paar; gehen vom Pol zwei reelle Tangenten, 
so sind ihre Beriihrungspunkte mit dem Kegelsclinitt die 
Doppelpunkte der Involution. Pallt der Pol auf die Peripherie, 
so ist die Involution paraboliscli (Nr. 18). 

Und dual fiir die Involution von Tangenten von den 
Beziehungen (aa'Vc) = (aa'bc r ) = (aa'c'V) aus. Die involu- 
torisclien Tangentensysteme an einem Kegelsclinitt liegen per- 
spektiv, die Schnittpunkte ihrer Paare liegen in einer Ge- 
raden p, ihrer Polare. Eine solche Involution ist durch zwei 
Tangentenpaare eines Kegelsehnittes oder durch diesen und 
ihre Polare bestimmt. Die Tangenten in den Schnittpunkten 
mit der Polare sind ihre Doppelstrahlen; wenn die Polare den 
Kegelschnitt beriihrt, so ist die Involution parabolisch. Ver- 
einigt man beide Piguren, bilden also die Tangenten a, a'; 6, & 
in den Punkten A, A\ B, B' einer Punktinvolution die Tan- 
genteninvolution, so sind P und p Pol und Polare in bezug 
auf den Kegelschnitt. Es liegt P auf A A, BB' und al, a'1 
sowie auf a&', a'b, und p enthalt actf, W und AB, A'B' so- 
wie AB', AB (Nr. 136). In Fig. 14, S. 43 ist fur G als A 
und D als B' der Punkt 6 der Pol und die Gerade g die 
Polare und sie enthalt alle diese Beziehungen; aber sie ent- 
halt sie auch fiir die Involutionen mit J5, e resp. JP, f als 
Pol und Polare. Diese Bemerkungen liefern sehr praktisch* 
Konstruktionen der Involutionen iiberhaupt, indem man leichi 
Involutionen an einem Hilfskreise einfdhrt, die zu den ge 
gebenen perspektiv sind. Die Benutzung des Hilfskreises gibi 
auch den Konstruktionen mit imaginaren Elementen ihre prak- 
tische Form. 

Andrerseits erkennt man, da/3 der Kegelschnitt auf sic! 
selbst zentrisck Jcollinear involutorisch "besogen ist, wenn max 
einen leliebigen PunJrt als Pol wahlt und diesen als Zentrum 
seine Polare als Acfise der Kollineation nimmt. 
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289. Die Kegelschnitte eines Biischels sclmeiden eine le- 
lielige Gerade in Punlztepaaren einer Involution.^ 

Sind 0, I, c } d die Grund- 
punkte des Biischels und A, A! lg * 28 ' 

die Schnittpunkte eines seiner 
Kegelschnitte mit der Geraden, 
so ist (Fig. 28) "" 

(6) (a. Adi A) = (c. Adi A), 
und, in der Transversale AA gemessen, 

(7) (ACBA') = (AB'C'A*) - (A'C'B'A). 

Die Punktepaare A, A gehoren somit zu der Involution, die 
durch die Paare JB, JB'; C, C' bestimmt ist, in denen die 
Transversale zwei Gegenseitenpaare des dnrch die Grundpunkte 
bestimmten Vierecks schneidet. Die Doppelpunkte der Involu- 
tion sind die Beriilirungspuriltie der Geraden mit denjenigen 
zwei Kurven des Bilschels, die die Gerade zur Tangente Jiaben. 
Zwei solche Kurven gibt es im Buscnel, denn die zu /" lg = 
gehorige Gleichung in Linienkoordinaten ist in A vom zweiten 
Grade (vgl. Nr. 149 und 353). Denkt man das Btischel durch 
zwei Kegelscnnitte f= ? g = bestimmt, deren allgemeine 
Gleicnungen wie in Nr. 249 geschrieben sein mogen und 
nimmt man die Ach.se der x als die sehneidende Gerade, so 
daB die Substitution y = die Paare der Schnittpunkte mit 
/*=() und # = liefert: 

(8) a u a? 2 + 2a 1B x + a 83 = 0, l n x 2 + 2b iz x + & 33 = 0, 

so ist das System der Schnittpunktpaare mit den Kegel- 
schnitten des Biischels fZg = Q ausgedruckt durch 
(a u - ;,& n >* + 2(a ls - ll^x + r/ S3 - A& S3 0, 
die Involution aus den zwei vorstehenden Paaren. (VgL Nr. 323 
und Nr. 331.) So schneiden auch Kreise eines Buschels jede 
Gerade in Punktepaaren einer Involution, die Potenzlinie be- 
stimmt den Mittelpunkt der Involution, die zwei Kreise des 
Systems, die die Gerade beruhren, geben die Doppelpunkte an. 
Nach dem Prinzip der Dualitat entspricht dem vorigen 
Hauptsatz der andere: Die von einem lelieligen furikt P an 
die Kegelschnitte einer Schar gelegten Tangentenpaare lilden 
eine Involution, deren Doppelstralilen aus den in P gezogenen 
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Tangenten der zwti durch P gehenden Kurven der Schar be- 
stehen. Die drei Punktepaare der Schar liefern die Konstruk- 
tion der Involution mit Hilfe des vollstandigen Vierseits. 
Diese Konstruktionen aus Viereck und Yierseit liefern zu 
einem durch ftinf Punkte bez. ftinf Tangenten bestimmten 
Kegelschnitt neue Punkte auf den Strahlen durch einen der- 
selben bez. neue Tangenten aus den Punkten einer der ge- 
gebenen. 

B. Ij Wenn ein Dreieck einem Kegelschnitt eingesehrieben ist, 
so schneidet eine Transversale diesen und zwei Seiten des Dreiecks, 
die dritte Seite und die Tangente des Kegelschnittes in der gegen- 
nberliegenden Ecke in sechs Punkten einer Involution. 

Denn die Tangente bildet mit dem Dreieck ein eingeschriebenes 
Viereck. 

2 ) Jede Transversale schneidet einen Kegelschnitt und zwei 
feste Tangenten desselben in zwei Punktepaaren, die eine Involu- 
tion bestimmen ; diese hat in der Beruhrungssehne jener festen Tan- 
genten einen Doppelpunkt. 

Denn die Beruhrungssehne bildet als ein Paar von Gegenseiten 
mit den Tangenten ein eingeschriebenes Viereck. 

Man" bildet leieht die dual entsprechenden Satze. 

3) In jeder Transversale werden von einer Hyperbel und ihren 
Asymptoten Abschnitte bestimmt, die denselben Mittelpunkt haben. 
Denn einer der Doppelpunkte ist unendlich fern. 

4) Wenn zwei Kegelschnitte demselben Viereck umgeschrieben 
sind, so sind die Bertihrungspunkte einer gemeinschaffclichen Tan- 
gente zu ihren Schnittpunkten mit den Gegenseitenpaaren dos Vier- 
ecks hannoniseh konjugiert, Denn sie sind die Doppelpunkte der 
Involution, die diese bestimmen. 

5) Wenn drei Kegelschnitte demselben Viereck umgeschrieben 
sind, so wird eine gemeinschaftliche Tangente von zweien unter 
ihnen durch den dritten harmonisch geteilt. 

6) Wenn man durch den Schnittpunkt der Schnittsehnen von 
zwei Kegelschnitten eine Tangente an den einen derselben legt, so 
wird diese durch den andern harmonisch geteilt. 

Denn jener Punkt ist ein Doppelpunkt, usw. Darum halbiert 
der Beruhrungspunkt einer zur Potenzlinie zweier Kreise parallelen 
Tangente die in ihr gelegene Sehne, und in alien Sehnen des einen 
von zwei konzentrischen, ahnlichen und ahnlich gelegenen Kegel- 
schnitten, die Tangenten des andern sind, gibt der Berfthrungspunkt 
die Mitte an. (Nr. 226, 2.) 

7) Wenn zwei Kegelschnitte miteinander in doppelter Be- 
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rtihrung sind (oder wenn sie eine Beriihrung dritter Ordnung mit- 
einander haben), wird jede Tangente des einen in ihren Scbnitt- 
punkten mit dem andern und in dem Scbnittpunkt rnit der Beriib- 
ruhrungssehne beider Kegelschnitte barmoniscb geteilt. 

Denn die gemeinschaftlichen Sehnen fallen zusammen, usw. 
Die Anwendung auf konzentrische Kreise, tiberbaupt auf abnliche 
konzentriscbe und ahnlich gelegene Kegelschnitte 1st offenbar. 

8) Man soil einen Kegelschnitt durcb. vier Punkte A, J5, (7, 1) 
tonstruieren, der eine gegebene Gerade beriibrt. 

Der Berubrungspunkt ist ein Doppelpunkt der Involution, die 
in der Geraden durch die Sclinittpunkte niit den Gegenseitenpaaren 
des Yierecks ABCD bestimmt ist; die Aufgabe bat daber zwei 
Losungen. 

9) Wenn eine Parallele zu einer Asymptote einen Kegel- 
sebnitt in C und die Seiten eines eingescbriebenen Vierecks in den 
Punkten a, &, c, d scbneidet, so ist Ca. Cc = Cb . Cd\ denn C ist 
der Mittelpunkt des involutoriscben Systems. 

10) Man bebandle 3) u. f. von Nr. 285 als Falle der In- 
volution. 

In 3) ist K ein Doppelpunkt, in 4) ebenso T, iu 5) ist T der 
Mittslpunkt, usw. 

11) Zu einem System von Kegelscbnitten durcb dieselben vier 
Punkte gibt es auf jeder beliebigen Geraden zwei reelle oder ima- 
ginare Punkte, die in bezug auf alle seine Kegelscbnitte bannoniscbe 
Pole sind. 

Es sind die Doppelpunkte der- durcb dieselben bestimmten In- 
volution. La Nr. 301, l werden sie durcli einen der Geraden ent- 
sprecbenden Kegelscbnitt bestimmt. 

Wenn ein System von Kegelscbnitten vier feste Geraden be- 
rubrt, so geben durcb jeden Punkt zwei reelle oder imaginare 
Strablen, die in bezug auf alle diese Kegelscbnitte konjugierte oder 
harmoniscbe Polaren sind. 

12) Unter den Kegelschnitten, die durcb vier feste Punkte 
geben, gibt es zwei (reelle oder imaginare), die die unendlicb feme 
Gerade beruhren (Parabeln); jede Kurve des Buscbels bat ein reelles 
oder imagin'ares Paar konjugierter Durcbmesser, das den Acbsen 
dieser Parabeln parallel ist. 

Man denke die Trans versale des Satzes der vorigen Aufgabe 
unendlich entfernt. 

13) Man bestimme unter den durcb vier feste Punkte geben- 
den Kegelscbnitten denjenigen, der eine gegebene Strecke EF bar- 
monisch teilt, insbesondere den von gegebenen Acnsenricbtungen. 

14) Der Ort des Pols einer Geraden in bezug auf die durcb 
vier Punkte gehenden Kegelscbnitte ist ein Kegelscbnitt, der durcli 
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die Schnittpunkte der Diagonalen und der Gegenseitenpaare des 
Vierecks geht. (Nr. 255, 1.) 

Denn die in bezug auf die Kegelschnitte genommenen Polaren 
zweier Punkte P und Q bilden je ein Strahlenbuscbel; die Strahlen 
dieser beideu Buscnel entsprechen sich eindeutig, d. h. projektiv, 
der Ort der Schnittpunkte entsprechender Strahlen ist daher ein 
Kegelschnitt. Diese Schnittpunkte sind aber die Pole der Geraden 
PQ in bezug auf die Kegelschnitte des Systems oder die Scheitel 
der Polarenbuschel for den in der Geraden PQ fortbewegten Pol. 

15) Das Buschel der Polaren des Punktes P in bezug auf vier 
demselben Viereck umgeschriebene Kegelschnitte hat ein von der 
Lage von P unabhangiges Doppelverhaltnis (Nr. 250). Die Reiben- 
der Beruhrungspunkte, die in den gemeinsamen Tangenten von vier 
demselben Vierseit eingeschriebenen Kegelschnitten durch diese ge- 
bildet werden, haben dasselbe Doppelverbaltnis. 

Man kann infolge dieser Eigenschaften von dem Doppelver- 
Mltnis von vier Kegelschnittcn vines Buscliels oder einer Sckar 
sprechen. 



Sechzehntes Kapitel. 

Besondere homogene Gleietagsformen 
zweiten Grades. 

290. Sich. selbst duale Gleiclmngsformen. Die fur die 
Theorie der Kegelschnitte grundlegende Einfuhrung der pro- 
jektiven Biischel und Reihen knupfte sich an die dualen 
Gleichungsformen s^ 5 2 5/= und ^ 1 <? 2 / ^i' 0? ent- 
wickelte sich aber weiter durch die blofie Anwendung des 
Begriffes des Doppelverhaltnisses. 

Die beste analytische Ausdrueksform wird erst erreicht, 
wenn man die linearen Funktionen selbst als trimetrische oder 
projektive Eoordinaten (Dreieckskoordinaten) einfuhrt. Dies 
\Yeist auf solche Gleidmngsformen liin ; die nur drei lineare 
Symbole enthalten. Die einfachsten sind 5 a 5 3 5 2 2 == ; bez. 
^1^3 ~~ 6^= 0, wo s l = 0, 5 3 = zwei Tangenten nnd s 2 
die Polare ihres Sclmittpunktes ; bez. ^ == 0, <? 3 = zwei 
Punkte und # 2 = den Pol ihrer Verbindungsgeraden (Nr. 270) 
darstellen. 

Als erzeugende projektiye Biiscbel bez. Reihen bieten 
sich unmittelbar I'Sj^ $ 2 = ? s s 1c$ s bez. xtf 1 <? 2 = ; 
<y s ^^ 2 = ; so daB als homologe Elemente erscheinen s l9 s 2 ; 
s zy 5 8 bez. 6 19 <s%; <? 2 , (J 3 , wahrend 5 2 bez. tf a die gemeinsamen 
Elemente sind. 

Nehmen wir nun <y 2 = als den Pol von s 2 =* 0> so ist 
das Dreiseit 5 1 5 2 5 8 = mit dem Dreieck ^^^3= identisch. 
Dfese Gleichungen sind sich also selbst dual, gehoren daher in 
ganz derselben Weise der Untersuchung der Kegelschnitte als 
Ordnungs- oder Klassenkurven an. 

Dieselbe Eigenschaft werden wir der Gleichungsforni 
ZiV+W+W- (Nr. 260) zuerkennen (Nr. 299). Die 
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iibrigen symbol! schen Gleichungen entsprechen einander z 
dual, aber sie sind niclit iin vorhin erwahnten Shine se 
dual, denn das Viereck und das Vierseit in den zuerst 
wahnten Gleichungsformen konnen fiir denselben Kegelscb 
nicht identisch sein. 

Wir bedienen uns zu den weiteren Untersucliungen 
mogener Koordinaten. Zunachst nelimen wir fiir Punktkoo 
naten das Fundamentaldreieck A 1 A^A S als das yon den be] 
Tangenten ^=0, # 3 = und ihrer Beriihrungssehne # 2 
gebildete Dreieck, fur Linienkoordinaten das Dreieck der bei 
Beruhrungspunkte u = 0, u 3 = der Kurve und des Scb 
punktes % = ihrer Tangenten. Dann ist die Gleichung e 
Kegelschnittes in projektiven Punkt- bez. Linienkoordini 



falls der Punkt bez. die Grerade von den Koordinaten I 
demselben angelioren ? oder falls eine Konstante implizite 
dacht wird. 

Ebenso ist die Gleichung eines Kegelschnittes , bezo 
auf ein Polardreieck als Fundamentaldreieck, in Punkt- 
Linienkoordinaten. 

(2) o^'+^V+flss^-O bez. A^+A^u^+A^-- 
Im allgemeinen beschranken wir uns auf die Behandlung 
Gleichungen in Punktkoordinaten, da das Dualitatsprii 
die Wiederholung einer solchen in Linienkoordinaten ft, 
fliissig macht. 

291. ParameterdarsteUung. Fiir x^ = x^ als Gleich 
des Kegelschnittes folgt aus der Beziehung LLX^ = x^ dn 
Einsetzen in die Gleichung der Kurve gleichmaBig ic 3 = 
und z 3 = w i x l . Also schneidet die rom Punkte x x% 
ausgehende Gerade (ix^ = x% den Kegelschnitt in einem zwe 
Pankte, dessen Verbindungsgeraden mit den beiden and 
Fundamentalpunkten durch die Gleichungen ^^==^ 3 
ffa-pX dargesteUt sind. Die Koordinaten eines Kur\ 
punktes sind also Potenzen eines Parameters proportional, 



_ 

*) Durck die Einsetzung der Potenzen in x 1 x s =x 9 * wird 
Gleichung identisch erfullt. 
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Wir konnen daher den Kurvenpunkt als den Pimkt p be- 
:zeiclmen, mid die Anwendung unseres Koordinatensystems 
bietet alle Vorteile der Rechnung mit einer einsigen Verander- 
lichen dar. 

Die Verbindungslinie von zwei Punlden ft, p der Kurve 
ist durch PP'XI (p. + ft') ^2 + #s == dargestellt, da sie durch 
jede der Voraussetzungen px^ # 2 , px% = # 8 , px^ = # 2 , p'x. 2 = X B 
erfiillt wird. Dem Zusammenfallen der Punkte t u und ^' ent- 
pricht die Gleictmng der Tangente im Punkte a, namlich 
<4) ^i 2^2+^3 = 0. 

Also sind die Koordinaten w f der Tangente durch den- 
-selben Parameter ahnlieli ausgedriickt wie die x iy namlich 
(5) Hi : u% : u s = p?: 2p : 1. 

Hieraus erkennt man, daB die Tangenten durch die Beziehung 
Aa^ w. 2 2 =0 verbunden sind, d. h. dies ist die Tangential- 
gleichung des Kegelschnittes x^ = o: 2 2 . In der Tat ist sie 
^Iso yon derselben Form, aber nichfc etwa u^^ u^ selbst. 

B. 1) Die Gerade pp trifft ^^3 in dern durch ^^'^ + ^3=0 
ausgedriickten Punkte; nach ibm gehen auch die Geraden, die die 
-Schnittpunkte A^^ A% A 5 A^i\ A%A% mit den Schnittpunkten 
J 3 ft', A A^ ^ 3 ^, AiA% bez. verbinden (Fig. 29). So auch fur zu- 
sammenfallende k u, ^. 

2) Die Gleichung der Parabel, die die Seitea AA^ A B A Z ia 
den Punkten A t , A B bez. beriihrt, wird in Dreieckskoordinaten aus 
^0^03= aJ 2 2 durch die Bedingung der Beriihrung mit der unendlich 
fernen Geraden -S/^ t .= bestimmt, also durch 47 1 Z 3 AZ 3 2 ; die 
Oleichung ist 7 2 2 ir 2 2 4Z 1 Z s aJ 1 a; 3 . Hier sind f l3 ^, ? 3 den Langen 
der Seiten des Koordinatendreiecks oder den Sinus der gegeniiber- 
liegenden Winkel proportional (Nr.7 5) . 

3) Wenn die Tangente ^ dea 
Kegelschnitt umhullt, so wird ein den- 
.selben in A^ A B doppelt beriihrender 
Kegelschnitt durch den Punkt Q er- 
seugt, in dem sich naeh S. 43 die 
Verbindungslinien der Ecken des um- 
geschriebenen Dreiecks mit den Beriih- 
rungspunkten der Gegenseiten schnei- 

den. Die Harmonikale von Q in bezug auf das Dreieek (Nr. 67, l) 
umhullt ebenfalls einen Kegelschnitt, der den gegebenen in A L und 
-^3 doppelt beriihrt. 

Salmon-Fiedler: anal. Geom. d. Kegelaclin. II. 7. Aufl. 6 
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4) Man bestirome den Pol der Verbindungslinie der Punkte 
ji, p der Kurve. 

Seine Koordinaten #/, jr 2 ', x$ genugen den beiden Gleichungen 

aus ibnen folgt 



292. Hiillkurven. TJmgekehrt leriihrt erne Gerade, deren 
Gleiclmng einen Parameter ^ 7W gweiten Grade entMlt, einen 
Kegelsclinitt. In der Tat kann man die in # 1? # 2 , ^s lineare 
Grleiehung nach ^ ordnen und die Koeffizienten so bezeichnen 7 
dafi die Form entsteht u 2 ^' 2/Lua? 2 ' + ^= 0. Diese stellt 
aber nach. dem Vorigen stets eine Tangente des Kegelschnittes 
^V-^dar. 

AUgemein stellt die Gleielmng einer Geraden, falls sie 
einen Parameter algebraiscli entlialt und man dieser nnbe- 
stimmten GroBe alle mogliclien Werte gibt, eine einfach un- 
endliclie Reihe von Terschiedenen Geraden dar, die alle eine 
gewisse algebraisehe Knrve beruhren. Man nennt diese die 
HuWzurve des Geradensystems. Ihre Gleiclxnng ist bereits for 
eiuzelne einfache Falle ermittelt worden. Die nahere Unter- 
suchnng des Problems ist aber von Wichtigkeit, weil sie das 
MiUel sum Ubergang von der Darstellung einer "Kttrve in 
Pwikfkoordinaten zur Darstellung derselben Kurve in Limen- 
ftoordinaten liefert. 

Wir erlautern die allgemeine Methode zur Bestimmung 
der Gleichung einer solchen Hiiilkurve dadurch, daB wir den 
Satz dieses Paragraphen unabhangig von Ifr. 291 beweisen, 
Der Schnittpunkt der den Werten ft und p + & entsprechen- 
den Geraden ist durck die Gleichungen bestinimt 

pX 2^ir 2 + X B = ; 2(^ix 1 a:,) + Tc^ -= 0. 
Von dieseu geht die zweite aus der ersten hervor, indems 
man IL + /j fur ^ setzt, dann die infolge der ersten ver- 
scbwindenden Glieder beseitigt und den Rest durch Tt divi- 
diert. Je kleiner "k ist, desto melir nahert sich die zweite 
Gerade dem Zusammenfallen mit der ersten, und ftir den 
Grenzubergang i = finden wir ? daB der Schnittpunkt der 
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ersten Geraden mit einer unendlich nahe benachbarten, d. h. 
mit der nachstfolgenden Geraden des Systems durch die 
Gleichungen bestimmt 1st 



oder, was dasselbe ist, durch die Gleichungen 



Da nun jeder Punkt der Kurve als der Schnittpunkt von 
zwei aufeinander folgenden Tangenten derselben angesehen 
werden darf (Nr. 79), so ist der Punkt, den eine Kurve des 
Systems mit der Hullkurve gemein hat, eben der, in dem sie 
auch die nachstfolgende Tangente der Hullkurve schneidet. 
Die beiden letzten Gleichungen bestimmen also den Punkt 
dieser Kurve, der die Gerade ^?x^ 2/i# s + rr 3 == zur Tan- 
gente hat; die Elimination von ^ zwischen diesen Gleichungen 
gibt die Gleichung des Ortes aller Punkte der HuUkurve in 
der Form # t # 3 = rc 2 2 . 

Analoge Grunde beweisen, daB fiir -X^O, Z,-0, X 3 =0 
als Gleichungen von Kurven, die durch 
(6) ^ 2 X 1 -2 t aZ 2 + Z 3 =0 

dargestellte KuiTe stets die Kurve 2 1 X 3 =X 2 2 beriihrt. 

Zu denselben Ergebnissen fiihrt auch folgendes Ver- 
fahren: Die Gerade ^x 1 2^x^ + x z =0 ist Tangente einer 
Kurve zw&iter Klasse (Nr. 105 und 147), da durch jeden 
Punkt z? nur zwei Geraden des Syst&tns hindurchgehen, namlich 
diejenigen, die den aus ft 2 ^/ 2fta? 2 / + a? 3 '= bestimmten 
Werten von ^ entsprechen. Diese beiden Werte von p fallen 
aber zusammen, oder der betrachtete Punkt ist der Schnitt- 
punkt von zwei aufeinander folgenden Tangenten, wenn seine 
Koordinaten der Gleichung cc l x s = x 2 s geniigen. 

Und allgemein wird die Gleichung einer Kurve w ter Klasse 
gefiinden, indem man die Bedingung ausdruckt, unter der die 
Parametergleichung der Tangente, die in ^ vom w ten Grade 
ist ; ein Paar gleiche Wurzeln hat. 

B. 1) Die Eckpunkte eines Dreiecks ABC bewegen sich in 
drei festen Geraden x l = 0, x s = 0, x z = 0, wShrend seine Seiten 
CA, CB durch die beiden festen Punkte rr/ bez. #/' gehen; man 
soil die Hullkurve der dritten Seite bestimmen. 
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Wenn a? 1 +f*a; 2 =0 die Gerade 1st, die den Punkt ^ = #2=0 
mit dem langs der Geraden $ B sich bewegenden Eckpunkt C 
des Dreiecks verbindet, so sind die Gleichungen der durch die festen 
Punkte A bez. B gehenden Seiten: 



Die Gleichung der Basis ist 

(<+ /*<KX+(*i''+^ ^ 

dean die dieser Gleichung entsprechende Gerade gent sowohl durch 
den Schnittpunkt der ersten Geraden mit x =* , als auch durch 
den der zweiten mit ff 2 =0 Indem man nach Potenzen von \L 
ordnet, findet man die Gleichung der Hullkurve 

// . f ff r rf rr t\s* 

s +073^3^ a^a^rGg so^ x 2 )- 



Man kann dieselbe Aufgabe auch auf Grund der nach Potenzen 
von a geordneten Gleichung von Nr. 52, 3 I6sen. 

2) Der Form der Kegelschnittsgleichung u 1 u^='lfu^ ent- 
spricht ft 2 w JL + 2fi7? 2 + M S = als Gleichung des Beriihrungs- 
punktes der Tangente fi, die die Koordinaten hat w t :w 2 : 3 = 
t : (- p) : ^t. 

3) Wenn in irgend einem Koordinatensystem a;/, x" die Ko- 
ordinaten von zwei Punkten P\ P" eines Kegelschnittes tind x" r 
die Koordinaten des Pols ihrer Sehne sind, so kflnnen die Koordi- 
naten eines beliebigen Punktes der Kurve in der Form 



geschrieben werden; seine Tangente teilt die Tangenten von P 7 und 
P" nach den Yerhaltnissen p : &, f*fc : 1. Fur fe 1 ist die Kurve 
nach Nr. 284 eine Parabel. 

4) Man soil den Ort eines Punktes (die Hullkurve einer Ge- 
raden) bestimmen, der (die) den zwischen zwei festen Tangenten 
eines Kegelschnittes gelegenen Abschnitt einer verSnderlicben Tan- 
gente desselben (den von zwei festen Punkten eines Kegelschnittes 
an einem veranderlichen Punkte desselben bestimmten Winkel) nach 
gegebenem Verhaltnis (Sinus verb altnis) m : n teilt. 

Fiir WjWg = A; 2 w 2 2 als Gleichung des gegebenen Kegelschnittes 
ist die Gleichung des Teilpunktes 



u ft + (^ 
sein Ort ist also dargestellt durch 

(m + )fc 2 w a } * 
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4 7? 

5) Man soil die Hiillkurve der Geraden -- 1- T = 1 dar- 

. P ** 

stellen, wenn die unbestimmten Grofien p, p in der Gleichung der- 

selben durcli die Beziebung |& + //= (7 verbunden sind; -4, B und 
(7 sind lineare Funktionen von x und #. 

Indem man fiir p den Wert C p. einsetzt und die Bruclae 
beseitigtj findet man als Gleichung der Hullkurve 

J5 2 + C*2AB- 2^10 -250=0, 



oder 

Wenn z. B. der Winkel an der Spitze und die Summe der 
ihn einschlieBenden Seiten eines Dreiecks gegeben sind, so ist die 
Gleickung der Basis 

~ + |--l fiir a + Z>~c; 

die Hullkurve ist also 

# 2 -f 2/ 2 2y 2ca? - 2c# + c 2 0, 

d. h. eine die Seiten x = 0, y = beruhrende Parabel. 

Oder wenn von einer Ellipse die Lage zweier konjugierter 
Durchmesser und die Summe ihrer Quadrate gegeben sind, wenn 

also ^a + lral und a'*+ V*=<? sind, so ist die Hullkurve 

tt 

dieser Ellipse durcn x i y c = dargestellt, und die Ellipse be- 
rubrt daber stets vier feste Geraden. 

293. Um die Gleichung der Polare eines Puriktes #/ be- 
ziiglicli der Knrve (1) zu bestimmen, denken wir die Koordi- 
naten des Punktes als der Gleichung der durch ihn gehenden 
Tangente genugend; nehmen also an 

^2^_2^rz? 2 / +ic s / =0. 

Nun ist nach (3) im Beruhrungspunkte ^^SC B :X I} ^^oc^:oD l9 
daher befriedigen die Koordinaten des Beriihrungspunktes die 
Beziehung 

(7) #s'#i 2 tf 2 '# 2 + 'xx z == . 

Dies ist die Gleichung der Polare. Ware der Punkt als 
Schnittpunkt der Geraden ax^ = ft^, bfy = o? s gegeben, so ware 
die Gleichung seiner Polare abx 1 2an? 3 + a7 s == 0. 

Liegt der Pol in der Polare, so genugen die #/ der 
Gleichung derselben, und man erhalt als Bedingung der Lage 
auf der Kurve die Gleichung x-^x^^=x^ wieder. 
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B. l) Wenn man den vorher implizite gedachfcen Koeffizienten 
in die betrachtete Kegelschnittsgleichung explizite einfuhrt, so ist 
sie x^^lfx^. Die Schnittpunkte der Geraden # 3 = A 2 ^ mit 
dem Kegelschnitt sind & 2 # 2 2 = A 2 % 2 , oder &# 2 = loc^ man er- 
kennt darin die harmonische Teilung der durch den Pol gehenden 
Sehne in der Polare wieder. Dem Punkte + I entspricht jetzt die 
Gruppe von Formeln 

A.TJ &# 2 , # 3 = A&# 2 , oder x l : # 2 : # 3 = 7s : I : l?Jc. 
Die Gleichuug der Sehne zwischen den Punkten I, l' wird 



daher die der Tangente in I ebenso tfx^ 2A&# 2 + #3 0. Die 
Koordinaten des Pols der Sehne A, l' sind bestimmt durch 



LaBt man jene Sehne mit der unendlich fernen Geraden zu- 
sammenf alien, so erhalt man fur die trimetrisohen Normalkoordi- 
naten des Mittelpnnktes x^: x% : %'= 2^ 2 ? 3 : Z 2 : 2&*Z 1 , wo Z 1? 
Z 2 , Z 8 die Langen der Seiten des Koordinatendreiecks bedeuten. 

2) Wenn drei Kegelschnitte von den bez. Seitenpaaren eines 
Dreiecks in den Endpnnkten der jedesmaligen dritten Seite beriihrt 
werden und dnrch einen Punkt gehen, so schneiden die Tangenten 
derselben in diesem Punkte die Dreiecksseiten, die ihnen bez. als Be- 
ruhrungssehnen entsprechen, in drei Punkten einer Geraden. 

294. Die Sehne, die zwei Punkte p tg 9? und fi : tg q> 
verbindet; wo y> einen beliebigen konstanten Winkel bezeich- 
net, beruhrt stets einen Kegelschnitt, der mit dem Kegel- 
schnitt X I X B ^ # 2 2 eine doppelte Beriihrung hat. 

Denn die Gleichung der Sehne ist (Nr. 293) 
(8) if x l px 2 (tg y + cot y) + # 3 = ; 

und diese ist wegen tg<p + cot 9? = 2 : sin 2 9? die Gleichung 
einer Tangente des Kegelschnittes x t x 3 sin 2 2 cp x^ im Punkte 
fi desselben. 

Man erkennt ebenso, daB der Ort des Schnittpunktes der 
Tangenten in den Punkten ^tgg?, ^:tgg? der Kegelschnitt 
#! a? s = x^ sin 2 2 9? ist. 

B. l) Die Basis eines Dreiecks beruhrt einen gegebenen Kegel- 
schnitt, wahrend sich ihre Endpunkte in zwei festen Tangenten des- 
selben bewegen und die beiden anderen Seiten durch feste Punkte 
P', P" gehen: der Ort der Spitze ist ein Kegelschnitt durch P'. P" 
(Nr. 287, 3). 
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Sind x l = 0, C 3 die festen Tangenten und 1st y^ = or/ 
tier Kegelschnitt, so sind 1 2ft die Koordinaten des Schnitt- 
punktes von ^==0 mit der Tangente i^x l 2fi..r 2 + # 3 = 0, und 
die Gleichung der Verbindungslinie dieses Punktes mit dem festen 
Punkte Xf 1st x^ x l x^x^ = 2ft(a? 2 'rr 1 x^a^). Ebenso ist die 
Gleichung der Verbindungslinie des festen Punktes x" mit dem 
Punkte 2 | ft 0, in dem # 3 =* Q die Tangente in ft schneidet, 
2(# 3 "# s $2"%$) {*0cs"#i aj/'rcg). Die Elimination von ^ zwi- 
schen beiden Gleiehungen gibt als den Ausdruck far den Ort des 
Scheitels 



2) Wenn in 1) die Basisecken in irgend einem Kegelschnitt 
liegen, der mit dem gegebenen eine doppelte Beruhrung hat und 
die gegebenen festen Punkte enthalt, so ist immer noch der Ort der 
-Spitze ein Kegelschnitt. 

Sind a^iCg a; 2 2 = 0, x 1 $ B sin 2 2 gj # 2 2 = die Gleichungen 
der Kegelschnitte, so schneidet eine Tangente in p des zweiten den 
^ersten in Punkten fttgg) und ficotqo; wenn die auf dem ersten 
Kegelschnitt liegenden festen Punkte p, p" sind, so sind die Glei- 
-chungen der Seiten des Dreiecks 

fifiTa^ tgqo (X + ^tgqp)^ + a? 8 0, 
1^"% cotg> (^"+ ^ cotg?)a; 2 + o; 3 = 
wnd die Elimination von ^ liefert die Gleichung des Oi-tes 



295. Fur die Anwendungen ist es niitzlich, zu bemerken^ 
-dafi die Elimination von # 2 zwischen den Gleichungen der 
Tangenten in den Punkten ft, ft' fur die Verbindungslinie des 
ISchnittpunktes dieser Tangenten mit dem Eckpunkt -4 2 des 
Fundamentaldreiecks die Gleichung ftft'o^ X B = liefert. 
Wenn also das Produkt a zweier Werte von ft gegeben ist, 
so liegt der Schnittpunkt der zugehorigen" Tangenten in der 
festen Geraden ax= # s . Substituiert man in demselben Falle 
>a fur ft ft 7 in die Gleichung der Sehne zwischen zwei Punkten, 
so erkennt man, daB diese Sehne durch den Schnittpunkt der 
Seite rr,=0 des Fundamentaldreiecks mit der Geraden ax i +x B =0 
hindurchgeht. Ferner liegen die Purikte + ft und f* in einer 
durch A 3 gehenden Geraden, denn die Verbindungslinie von 
A% mit ft hat die Gleichung p*%i = x 9 . 

B. 1) Ein Dreieck ABC bleibt einem festen Kegelschnitt um- 
geschrieben, wahrend sich zwei seiner Ecken, A und J5, in festen 
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Geraden bewegen; der Ort der diitten Ecke C ist ein Kegelscbnitt r 
der jenen in der Polare des Scbnittpunktes der festen Geraden 
doppelt beriibrt. 

Wir wablen die beiden Tangenten des Kegelscbnittes aus deni 
Scbnittpunkt der festen Geraden und ibre Berubrungssebne als- 
Fundamentallinien und setzen die Gleicbungen der festen Ge- 
raden in der Form a^ sc s = 0, lx % = voraus, die Glei- 
cbung des Kegelscbnittes aber als x^ x^. Fur zwei sich in 
#,#! # 3 = scbneidende Tangenten dieser Kurve ist das Produkt 
der ft gleich a; wenn also die Dreiecksseite AB im Punkte ft be- 
rukrt, so beriibren die beiden anderen AC und BC in den Punktea 
a: ft bez. & : ft, und es sind a 2 ^ 2afta; 2 + ft 2 a? s = 0, l^x l 
2&fi# 2 + ft 2 ic 3 == ibre Gleicbungen. Die Elimination yon ft zwi- 
scben diesen Gleicbungen ergibt fur den Ort des Scbeitels: 

(a + &) 2 # 1 ;c 3 = 4a&;r s 2 . 

2) Die Hullkurve der Grundlinie AB eines Dreiecks ABC r 
das einem festen Kegelscbnitt eingescbrieben ist, und dessen beid& 
Scbeitelseiten durcb zwei feste Punkte geben, ist ein Kegelscbnitt, 
der jenen in der Yerbindungslinie der festen Punkte doppelt berfibrk. 

Wir w'ablen die Yerbindungslinie der festen Punkte als Seite- 
^ 2 ~0 des Koordinatendreiecks, die Gleicbung des festen Kegel- 
scbnittes sei x^ = ir 2 2 , die Gleicbungen der Geraden, die die fester 
Punkte mit dem Punkt % == X B = verbinden, seien ax^ + # 3 =- O r 
b^ + # s = 0. Nun entsprecben den Endpunkten J., C einer durcb 
fljr ]L + fl% = 0, ^2 = gebenden Sebne AC Werte von ft, deren Pro- 
dukt gleicb a ist; wenn also der Parameter ft dem Scbeitel C ent- 
spricht, so geboren zu den Enden A und B der Basis die Para- 
meter a : ft und & : ft, und die Gleicbung der Basis ist abx 1 
(a + &)fto? 2 + f* 2 ^^ 0. Diese bertibrt daber (Nr. 292) stets dea 
Kegelscbnitt kalx^ = (a + &) 2 # 2 2 - 

296. J9o5 Doppelverhattnis von vier Tangenten eines Kegel- 
schniMes ist dem DoppelverMltnis Hirer Beriilirungspunkte gleich r 
namlich 

(9) 



Zunachst ist dies der Ausdruck des Doppelverhaltnisses- 
der vier Strablen, die die gegebenen Punkte ^ ft, ft, ft. 
mit einem beliebigen fiinften (i verbinden. Denn nach Nr.291 
sind frfax! - a?,) + (% ^ - 0, (i - 1, 2, 3, 4), die Glei- 
ckungen dieser StraUen, wo die ^ den Teilverhaltnissen pro- 
portional sind (Nir. 85). 
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Ferner stimmt das Doppelverbaltnis der Punktreibe, die 
in der Tangente f& von den Tangenten ft 15 fi 2; f* 37 ft 4 ausge- 
schnitten wird, iiberein mit dem Doppelverbaltnis des zu ihr 
perspektiven Strablenbiiscbels aus A%. Die Gleichungen dieser 
Strablen sind aber (Nr. 295) 



also ist das Buscbel zu dem iiber den Beriihrungspunkten 
aus dem Punkte ft bescbriebenen Buscbel projektiv oder 
doppelverbaltnisgleicb (Nr. 86). 

Der Parameterausdruck (9) des Doppelverb'altnisses hat 

nun nacli Nr. 93 die Eigenscbaft, dann und nur dann un- 

ver'anderten Wert zu behalten ; wenn man jeden Parameter ft 

- durcb eine lineare gebrocbene Funktion je eines neuen Para- 

meters p ersetzt. Demnacb geboren die Parameterwerte 



zu homologen Elementen in projektiven Punkt- oder Tan- 
gentensystemeu an dem gegebenen Kegelschnitt (Nr. 288). In 
dieser Parameterdarstellung definiert also die allgemeine bilineare 
Gleichung a^'+ 6ft + cp + d = die Projektwitat, die sym- 
metrisclie Gleidmng a^^ f + l([i + ft') + d die Involution 
auch in Puriktreihen zweiter Ordnung und Strahlenbuscheln 
ewdter Klasse. Offenbar gilt das erste selbst dann, wenn die 
homologen Parameter in verschiedenen Kegelscbnitten ge- 
deutet werden. 

B. 1) Wenn vier Strablen durcb einen Punkt -4 a gezogen 
werdei3, so ist das Doppelverbaltnis von vieren ihrer Scbnittpunkte 
f*n fa 9 fs? ^4, m ^ ^ em Kegelscbnitfc dem Doppelverbaltnis der 
tibrigen gleicb. 

Denn der en Parameter sind dann p^ ft 2 , ft s , fi 4 . 

2) Die Seiten eines Dreiecks dreben sicb um feste Punkte A , 
J5, 0, wSbrend die Endpunkte a, & der um C sicb drebenden Seite 
auf einem die Punkte A und B entbaltenden Kegelscbnitt fort- 
rticken; der Ort der freien Ecke V ist ein Kegelscbnitt durcb A 
und J?. 

Denn fur vier Lagen des beweglicben Dreiecks ist nacb 1) 
(aaW") - (bVV'V), oder (A - aaW") - (B - &&'&"&'"), 
daher auch 

(A 7V V" 7'") (B - VV 7" V'"}. 
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3) Haben zioei Kegelschnitte eine doppelte Bertilirung mitein- 
ander, so 1st das Doppelverhaltnis von vier PttnUen, in denen vier 
Tariff enten des einen den andern schneiden, dem DoppelverMltnis 
ihrer vier andern SchnittpunJcte und dem der vier Bertihrungspurikte 



Denn der Ausdruck ftir das Doppelverhaltnis bleibt ungeandert, 
wenn man jedes p entweder mit tg 9 oder mit cot <p multipliziert 
(Nr. 294). 

297. Das Erzeugnis projeldiver Purikt- oder Tangenten- 
systeme eines Kegelschnittes ist ein doppelt beruhrender Kegd- 
scknitt. Man kann den Satz ancli so aussprechen: Sind drei 
Punktepaare (Tangentenpaare) A, A'- B } 5'; (7, C' eines Kegel- 
schnifctes gegeben ; so umhiillt die Verbindungsgerade (durch- 
lauft der Schnittpunkt) DD' einen Eegelschnitt, der den ge- 
gebenen in den Doppelelementen berunrt ? falls {AS CD] = 
[A'B'C'D'} gemacht wiri*) 

Aus der bilinearen Beziehung 
(10) app'+bp + ep + d - 0, 

deren Koeffizienten Ton den Parametern der gegebenen Ele- 
mente abhangen, und der Gleichung pp'x^ (p + p)&i + ^ 3 
der Sebae (Nr. 291), eliminiert man p und erhalt 
p % (bx l + ax 2 ] + p { dx + (c V)x 2 ax s } (dx 2 + cx^) = 0. 
Diese Gerade beruhrt aber (Nr. 292) immer den Kegelschnitt 

4(6 j? t + ax^(dx s + CX B } + [dx i + (c &)% ax s } s 

oder in leichter Umformung 

- ad)(x& - x*} + { dx : + (I + <?> 3 + <*% } 2 - 0. 
Derselbe hat, wie seine Gleichung zeigt (Nr. 258), mit 
^2 2== e i ne doppelte Beriihrung in der Sehne dss l + 

(b + c)x. 2 + ax$ = 0, die in der Tat die durch ap*+ (b + c)p + 

d = definierten Doppelpunkte der projektiven Reihen aus- 

schneidet. 

Diese Gerade liefert aber auch das Mittel zur Konstruk- 

tion homologer Punkte der projektiven Reihen, nach dem 

*) Umgekehrt bilden die beiden Tangenten, die von Punkten eines 
ersten Kegelschnittes an einen zweiten gelegt werden, an diesem nur 
dann piojektive Buschel zweiter Ordnnng, wenn sicb. die Kegelschnitte 
doppelt berohren. 
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Satze: Die SchniUpunkte der Itreuzweisen Verbindungsgeraden 
AB', A'B sweier Paare homologer Punlde liegen in der Ver- 
lindungsgeraden p der Doppelpurikte D 19 D 2 ; und elenso: Die 
Verbindungsgeraden der Sclmittpurikte at', a'b m-eier Paare ho- 
mologer Tangenten gehen durcli den SchniUpunl't P der Doppel- 
strahlen d ly d%. Denn die Differenz der Gleichungen der Selinen 
/i 1? fa' und p. 2) fa ergibt nach Einsetzen der Werte von fa, p/ 
aus der Projektivitatsgleichung (10) und nach Streichung des 
Paktors fa fa die Gleichung der Beriihrungssehne p. Daher 
ist p einfach die Pascalsche Gerade bez. P der Brianehonsehe 
Punkt des aus irgend drei homologen Elementenpaaren in der 
Reihenfolge AB'CA'BC' gebildeten Sechsecks bez. Sechsseits. 
In Fig. 17 (S. 62) konnen als homologe Tripel genommen 
werden AGE und DFB; K ist ein Doppelpunkt ; d. h. 
{KACE} {KDFB}, derm es ist.aucli 

(KPNL) - (D KACE} - (A - KDFB). 
Im Falle der Involution dagegen bilden die Verbindungs- 
geraden homologer Purikte ein Strahleribuschel, die Schnittpunkte 
homologer Tangenten eine Punkfaeihe (Nr. 288). Denn bei 6 = c 
wird die bilineare Gleiehung (10) zu einer linearen Beziehung 
zwischen pp und ^ + p y den Koeffizienten der Gleicliung 
der Sehne \L\J[ (Nr. 52). Man erkennt den Punkt j | 1 als 
den Scheitel des Biiscliels, dessen Strahlen nun die Involution 
p -(- ^' ausschneiden (a = d = 0). Also gilt es auf dem 
Kegdschnitt keine anderen Involutionen, als zentrische Kollinea- 
tionen des Kegelschnittes mit sich selbsL Alsdann ist klar, daB 
sich die Selinen ft 1? fa und ^ 1; fa auf der Beriihrungs- 
sehne x% = als Kollineationsachse schneiden. 

B. l) In Nr 296, 2 kann die Basis des Dreiecks, statt dureh 
einen festen Punkt C zu gehen, als Tangente eines Kegelschnittes 
vorausgesetzt werden, der mit dem gegebenen Kegelschnitt eine 
doppelte Beriilirung hat. 

2) Wenn sich ein Winkel von konstanter GroBe urn semen 
Scheitel 8 dreht, so bestimmt er in einem durch 8 gehenden Kegel- 
schnitt & eine Sehne, deren HtQlkurve ein. Kegelschnitt ist, der 7c 
doppelt beruhrt; die imaginaren Beriihrungspunkte sind von der 
GroBe des Winkels unabhangig. 

3) Sind zwei Kegelschnitte A;, If ahnlich, konzentrisch und ahn- 
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lich gelegen, so haben die Tangentenpaare aus den Punkten des. 
einen 7; an den andern die Richtucgen der Strahlen von zwei kon- 
zentrischen projektiven Buscheln, deren Doppelstrahlen den Asym- 
ptoten beider Kegelschnitte parallel sind (Nr. 259). 

4) Wenn ein Vieleck, dessen Seiten alle bis auf eine durch feste- 
Pankte gehen, einena Kegelschnitt eingeschrieben 1st, so ist die Hiill- 
kurve der freien Seite ein Kegelschnitt, der nait dem gegebenen eine 
doppelte Berunrung hat. 

Gibt man nSmlich dem Vieleck, dessen Ecken der Reihe nach 
A, J5, (7, usw. seien, yier verschiedene Lagen, so ist 

. {AA'A"A'"} - [BB'B"B'"} = {CC'C"C'"} - -, 

und das Problem ist damit auf das Problem des Textes zuruck- 
gefiinrt, liefert also atich dasselbe Ergebnis. 

5) Wenn man die entsprechenden Punkte Yon zwei projektiven 
Systemen auf demselben Kegelscbnitt rait zwei beliebigen fester* 
Punkten P, P' des nSmlicnen Kegelscbnittes verbindet, so ist der 
Ort der Sclmittpunkte der. entsprechenden Strahlen ein durch P, P' 
gehen der Kegelschnitt. 

6) Man konstruiere entsprechende Elemente und die Boppel- 
strahlen zweier konzentrischer Strahlenbiischel, die durch drei Paare 
entsprechender Strahlen gegeben sind. Auch die duale Aufgabe- 
lose man. 

Durch den gemeinsamen Mittelpunkt der beiden Biischel 
legt man irgend einen Kreis, der von den Paaren entsprechender 
Strahlen auBer in noch inA^A' bez. B, B' bez. 0, Q r getroffen wird 
(Fig. 30). Schneiden sich die Geraden AB' und A' B in JT, AC' 
und AlC in L und triffb die Gerade KL den Kreis in den Punkten 
S t und 8%, so sind OS t und OS S die Doppelstrahlen der beiden 
konzentrischen Strahlenbuschel. Trifffc KL den Kreis nicht in reellen 
Punkten, so sind die Doppelstrahlen imagin^r. Bei der Konstruk- 
tion des einem Strahl OD entsprechenden Strahles OD' beachte 
man, dafi sich A'D und AT/ in einem Punkte der Geraden KL 
scbneiden mussen. 

7) Man bestimme die Schnittpunkte einer 
Geraden mit dem durch funf Punkte J., J?, O r 
DI E gegebenen Kegelschnitt. 

Wenn man die Punkte A, B mit den drei 
Punkten (7, Z>, E verbindet, so erhalt man 
drei Paare entsprechender Strahlen von zwei 
p . SQ projektiven Biischeln. Dieselben bestimmen in 

der Geraden zwei projektive Reihen, deren Dop- 
pelpunkte die gesuchten Punkte sind. Man konstruiert sie naeh der 
vorigen Aufgabe. 
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8) Man konstmiere die von einein gegebenen Punkte aus- 
gehenden Tangenten eines durch funf Tangenten bestimmten Kegel- 
sehnittes. 

9) Man bestimme die 
Asymptotenriehtungen fur 
inen durch funf Punkte ge- 
gebenen Kegelschnitt. 

298. SchlieBungs- 
probleme. Unter den An- 
Tvendungen der vorher- 
gehenden Projektivitats- 
betrachtungen haben die 
sog. SchliefiuDgsprobleine 
Interesse. Bei ihneu wird 
verlaugt, eineni Kegel- 
schnitt geschlossene Vielecke ein- oder umzuschreiben, deren 
Seiten oder Ecken noch weiteren Bedingungen geniigen. 

Man soil einem KegelscJinitt ein Vieleck einschreiben, dessen 
Seiten in "bestimmter Eeihenfolge durcJi fesie Punkte der Ebene 
gehen. 26 ) Diese Punkte seien P 1? P 2; ... P n . Wahlen wir 
willkurlicli einen Punkt A des Kegelschnittes als Ecke des 
Vielecks und bilden einen gebrochenen Linienzug AA^A Z . . . 
so, daB AA l durch P 1; A A S durch P 2 usw. gelien, so fallt 
im allgemeinen der zweite Schnittpunkt A' von P n A n _ l niclit 
iriit A zusammen. Fiihren Tvir aber diese Konstruktion vier- 
mal aus, so ist nach Nr. 296 {ABCD}=*{A 1 B 1 C 1 D 1 } = 
- - { A'B'C'D'}, und das Vieleck ist gesehlossen, sobald D' 
auf D fallt. Man erhalt also D als einen der Doppelpunkfce 
projektiyer Reihen, die durch homologe Tripel A, B, C, 
A', B', C' bestimmt sind. Das Problem Jiat daher im allge- 
meinen zwei Losungen. 

Eine analytische Losung fur den Fall des eingeschriebenen 
Dreiecks mil den Drehpunkten A, B } C liefert folgende Betrach- 
tung, Seien 123 und 456 (Fig. 31) die beiden Losungen, also 
JBG die Pascalsche Gerade von 123456. Dann ist im Viereck 
13461 die Diagonale AL die Polare des auf BC gelegenen 
Punktes 34 ; 61, also sind A und L konjugierte Pole, auch 
geht AL durch den Pol D von BC. Daher sind 1 und 4, 
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2 nnd 5, 3 und 6 die Sclmittpunkte des Kegelschnitts mit 
den Seiten LM bez. M N bez. NL eines Dreiecks LMN. 
Seine Ecken* warden erhalten, indem man zunachst das Drei- 
eck DEF bildet, dessen Seiten die Polaren der Punkte A, 
B, G sind; die Verbindungsgeraden AD, BE, CF der ent- 
sprechenden Ecken (Nr. 113) scbneiden die Gegenseiten des 
Dreieeks DEF in L, M, N. Die Gleichung von MN er- 
gibt sich daher folgendermaBen: Die Verbindungslinie der 
festen Punkte B, G werde als Seite x% =* des Koordinaten- 
dreiecks gewahlt, die Gleichung des Kegelscbnittes sei 
%#$ i*-0; die Geraden, die die Pnnkte B und C mit 
x *- x s verbinden, seien ax 1 + x$ bez. ia^ + ir 8 = 0. 
Endlich sei jl der Scbnittpunkt Ton ea^ # s =0 mit ^rr 2 - ic 8 =0. 
Die Verbaltnisse der Koordinaten der festen Punkte A, B, C 
sind also 1 : c : ccl, bez/ 1 : : a bez. 1 : : &. Die Po- 
laren EF, FD, DE von A, B, G haben die Gleichungen 

cdx Scfy + rr a = 0, a^ #3^0, Ix^ ^^Q 
und die Geraden AD, BE, CF die Gleichungen cdx^ or 3 *= 
+ 6)# 2 = (6 + ctf) (a^ + o: 8 ), 
+ 6)rz? 2 = (a + cd} (bx l + # s ). 

Fur die Verbindungsgerade des Scbnittpunktes M von 
BE mit FD und des Schnittpunktes A 7 von OF mit DJ2 
ergibt sich alsdann: 

c(a + 6)rc 2 al)x i cdx$ 0. 

Diese Gleichung wird identisch Null ; die Konstruktion 
versagt, wenn ABC mit DEF zusamtnenfallt, d. h. wenn 
ABG ein Polardreieck des Kegelschnittes ist. Es gibt dann 
unendlich vide Dreiecke der verlangten Art. 

B. 1) Liegen die Drehpunkte eines Yielecks von ungerader 
Seitenzahl, z. B. eines Dreiecks, auf einer Geraden g, so ist die pro- 
jektive Zuordnung auf dem Kegelschnitt involutorisch. 

Denn die Schnittpunkte G 1 , & von g sind vertauschbar als 
Endpunkte des ganz in g enthaltenen Linienzuges. 

2) Liegen die Drehpunkte eines Vielecks von gerader Seiten- 
zahl in einer Geraden #, so gibt es im allgemeinen keine Vielecke 
der gewiinschten Art; ist aber eines vorhanden, so gibt es gleich 
unendlich viele, indem alsdann jeder Punkt des Kegelschnittes als 
eine Ecke gewahlt werden kann. 
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Denn Gr und & sind nun die Doppelpunkte, da sie als Ecken 
des in g enthaltenen Linienzuges anzusehen sind. 

, 3) Man soil eincm Kegelschnitt tin Vieleck einschreiben , von 
dessen Seiten jede einen Kegelsctmitt leriihrt, der mil dem gegebenen 
doppelte Bertihrung liat Der Beweis des Textes gilt auch fur das 
allgemeinere Problem. 

4) Man konstruiere zu drei gegebenen Tangenten einen Kegel- 
schnitt, der einen gegebenen Kegelschnitt doppelt beruhrt (Nr. 297). 

299. Die Normalform der Tumogenen Gleichung eines Kegel- 
schnittes, tezogen auf ein Polardreieck als Fundamentaldreieck, 

(11) ctii%i* + a*&x^ + # 33 #3 2 = oder Za H x^ = 
gewahrt wiedemm den Vorzug, einen Punkt der Kurve YOU 
einem einzigen Parameter abhangig zu machen. Denn, unter 
der Annahme, da8 a n = a^, a 23 = a 2 2 , a ss - a 3 2 sei, konnen 
wir wie in Nr. 159 setzen 

(12) a l x 1 : a 2 # 2 : a 3 a: 3 = cos cp : sin cp : I . 

Dann lautet die Gleichung der Sehne durch die Punkte 97, g?' 



und die der Tangente vom Beruhrungspunkte <p 

(13) flj a? x cos (p + # 2 # 2 sin <p a s x B . 

Daher ist die Gleicliung der Tangente in a?/ allgemein 

(14) a^X + a n x^Xi + a S3 x^x 3 = oder ^a^xf^^ 7 
und ebenso lautet die Gleichung der Polare eines beliebigen 
Punktes x^ (Nr. 134). Umgekehrt lehrt die Vergleichung yon 
(14) rnit der allgemeinen Gleichung der Geraden, dafi der Pol 
der Geraden u^ + t( 2 ^ 2 + w 8 # s * die Koordinaten u^ : a n 1 



Da der Pol einer Tangente ihr Beruhrungspuiikt ist, so 
ist die Tangentialgleichung des Kegelschnittes, wiederum in 
Normalform 



(15) OM^V+flBiaiiV+^ifliiV- oder Z *=- 
Sobald also t j 8 1 w 8 die Kurve beriihrt ? sind auch die vier 
Geraden Wj ! W 2 % Tangenten derselben; geradeso wie 
stets gleichzeitig vier Punkte %' x% x$ die Beruhrungs- 
punkte sind. Daher lilden die Diagonalen eines Tangenten- 
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vierseits die Seit&n eines Polardreiecks, dessen Ecken die . 
gonalpunkte des Vierecks der Seruhrungspunkte sind und 
geMirt (vgL Nr. 66 und 261, 3). 

Die Gleicnung (11) erhalt man als Gleichung einer I 
kurve nach der Methode von Nr. 292, wenn man zuna 
in (12) tmd (13) statt <p einen algebraischen Parameter 
fuhrt. Setzt man 

1 2 

(16) 




oder 

so lafit sicli die Gleiehung der Tangente sckreiben 

(17) fi 2 (a 3 z s + a^) - 2pa^ + (a B x s - a^ - 0; 
ihre gleich Null gesetzte Diskriminante ergibt 

(18) (a B x% - a^(a^ + a^ = a 2 2 o? 2 2 . 

Zugleich erkennt man den Znsammenliang der Nor 
form a?/ 2 + # s /2 = x%* mit der friiheren XiX$~ x% verc 
der Substitution x : x% : a? 3 (%' + ix$} : x% : (/ ix^). 
also ^ 0, a; s =0 konjugiert imaginare Tangenten, so 
nieren x^^O, # 3 '=0 konjugiert harmonisclie Polaren, 
mit x% = x = ein reelles Polardreieek bilden. Reelle 
ordinatenverhaltnisse x l : %%, x 3 : x 2 liefern also konju: 
imaginare #/:#/, x^\x^ fiir einen reellen Punkt und- 
gekehrt. Aber immer kann x^^ x^ -\- x^ gesetzt we] 
so dafi alle Kegelsclinittsgleiclmngen der Form (1) in Nr. 
gleichzeitig durch (11) reell vertreten werden. 

B. 1) Soil die Normalgleichung (11) einen Kreis darste 
so mufi nach. Nr. 110 die Gerade, die den Mittelpunkt M des Kr 
mit einem Eckpunkt des Fundamentaldreiecks verbindet, aui 
Gegenseite 1 des Polardreiecks rechtwinklig sein, d. li. M ist 
Hokensclinittpunkt dieses Dreiecks (Nr. 113). Der Mittelpuakt 
(ll) hat als Pol der unendliciL fernen Geraden ^0.^+ 1^-\- l$x* 
(vgl. Nr. 71 und 75) die Koordinaten \i a u , (i = 1, 2, 3j, 1 
"Verbindungslinie mit ^ == x$ ===== wird daher a^l^ a 83 Z 3 n; s 
und diese Gerade bildet mit x l = einen reehten Winkel, 
%: a 83 =Z 2 cosJ^:Z 8 cos^ 3 ist (vgl. Nr. 65, 3). Soil die 
cbung(ll) einen Kreis darstellen, so muB also a fi zu ^cosJ. t . 
portional sein; die Gleicbung des Kreises in bezug aui eia P 
dreieck ist also bei trimetrischen Nornaalkoordinaten 
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2x* l { cos A i = oder 2x? sin 2 A i = ; 

dieser Kreis ist somit nur fur ein stumpfwinkliges Dreieck reell. 

2) Die Ecken von zwei Polardreiecken ABC, abc des nam- 
licben Kegelscbnittes liegen auf einem Ke- 
gelscbnitt. 



-W 




Fig. 82. Pig. 33. 



Sind d, e (Fig. 32) die Schnitte von B C mit ab und Ab, ebenso 
d', e die von BO mit Ac und ac, und 0, 0' die Schnittpunkte der 
Oeraden B C mit dem Kegelscbnitt, so sind d, B, e bez. die Pole von 
Ac, AC, Ae', d. b. 00' ist durch dd', BO und ee barmoniscb 
oder in Punktepaaren einer Involution geteilt. Infolgedessen gilt 
die Kette von Gleicbungen 

(a - BbCc) - (BdCe') = (Cd'Be) = (BeCd'} = (A - BlCc], 
somit liegen a, JL, B, I, (7, c auf dem namlicben Kegelscbnitt. 

3) Sind ABC und a&c zwei einander polar konjugierte Drei- 
ecke (Nr. 113), so ist das Sechseck AbCaBc einem Kegelscbnitt 
umgescbrieben. 

Sind B!, B% (Fig. 33) die Scbnittpunkte von ac mit ACjBb'bez., 
so sind J? 1? J5 die Pole von Bl, ^3-^3 ^>ezi also ist BB 1 B 2 ein 
Polardreieck; ebenso 00^0%, wenn C^, C 2 die Scbnittpunkte von 
ab mit AB, Oc bez, bezeicbnen. Daber liegen nacb B. 2 die Punkte 
B 1 B^BC i O^O auf demselben Kegelscbnitt, und nacb dem Satze 
von Pascal gebo'ren die Scbiiittpunkte von B^B^ und Cj(7 2 , von 
B 2 B und 0%C, von J50J und CB einer Geraden an. Somit geben 
Aa, Bb, Cc durcb ein en Punkt, oder AbCaBc ist ein Briancbon- 
scbes Secbsseit. 

4) Die Htillkurve einer Geraden, fur die das Produkt ibrer 
senkrecbten AbstSnde von zwei festen Punk ten I konstant 
gleicb b 2 ist, bat die Gleicbung 



1st y mx n = die Gleicbung der beweglicben Geraden, 
so wird die von der Geraden zu erfiillende Bedingung ausgedriickt 
durcb die Beziebung 
(n + mc)(n - me) =- & 2 (1 + m 3 ) oder n* 5 s + & 2 m 2 + c 2 z 2 . 

Salmon-Fiedler: anal. Geoia. d. Kegelschn. IL 7. Aufl. 7 
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Wegen 

n * s y* 2 mxy + w s # 2 

folgt 

" ' - - " QN ~ '- #2 _ &2 = Q 



und als Gleiclmng der Hiillkurve zunachst 



5) Die Hftllkurve einer Geraden, fur die die Summe der Qua- 
drate der senkrecbten Abstande von zwei festen Punkten konstant 
ist, hat die Gleiclrang 



fc*_2c 2 ^ Z> 2 

6) Die Hullkurve, die der Differenz der Quadrate dieser senk- 
rechten Abstande entspricht, ist eine Parabel. 

7) Eine Gerade OP dreht sich um einen festen Punkt und 
schneidet eine feste Gerade in JP; man soil die Hullkurve der Ge- 
raden PQ finden, die mit der drehenden Geraden den konstanten 
Winkel OPQ bildet. 

Wir nehmen an, OPbilde mit dem von auf die feste Gerade ge- 
fallten Lote p den Winkel #; die Lange von OP ist alsdann p : cos 0-. 
Das von auf PQ gefaUte Lot bilde mit OP den festen Winkel 
und babe daher die L&nge j>cosj? : cos -9-. Da dieses Lot mit der 
Normalen der festen Geraden den Winkel & + /3 bildet, so ist fur 
diese Normale als a;-Achse die Gleichung von PQ: 

x cos (-6 1 + j5) + y sin (^ + fi) = p cos /? : cos ^, oder 
- ) = 2j? cos J3 ; 



eine Gleichung von der Form ^ cos g? + rr 2 sin cp 
Die Hullkurve der Geraden ist daher 



2jpcos/5) 2 , 
also eine Parabel, die den Punkt zum Brennpunkt hat. 

300. Die Nonnalform (11) wird mit Vorteil bei der 
Untersuchung der Eigensctiaften der Brennpunkte verwendet 
(Nr. 196). Sind namlich x = 0, # 2 = die Normalgleichungen 
von zwei zueinander rechtwinkligen Geraden durch dea Brenn- 
punkfc, wahrend # s die zugehorige Leitlinie darstellt, so 
bilden die drei Geraden ein Polardreieck der Kurve (Ifr. 181). 
Nimmt man dieses als Koordinatendreieek, so lautet die Glei- 
chung der Kurve 

(19) a^+as.'-cV bez, e 2 ( % 2 +V) = % 2 ? 
wo e die numerisehe Exzentrizitat bedeutet. Der Parameter cp 
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driickt dann, da x ex s cos cp, # 2 = ex B sin y, also # 2 = ^ tgg? 
1st, den Winkel des von j | 1 ausgehenden Vektors gegen 
die FundamentalKnie # 2 aus. 

Die Grestalt der Gleichung zeigt deutlich einerseits die 
Definition des Kegelscknittes aus Brennpunkt und Leitlinie 
(Nr. 183), andrerseits die Definition des Brennpunktes als 
Schnittpunkt zweier Tangenten absoluter Rdchtung, oder als 
Scheitel einer rechtwinkligen Involution harmonischer Polaren 
(Nr. 181). Diese projektive Anschauung 27 ) liefert neue Be- 
weise fur eine Reihe der Fokaleigensehaften des X. Kapitels. 
So bildea die Tangentenpaare aus einem beliebigen Punkte 
an konfokale Kegelscnnitte eine Involution, zu der auch die 
Strahlen nach. den in der Schar enthaltenen Punktepaaren 
d. h. die Strahlen nach den Brennpunkten und die Strahlen 
absoluter Richtung als Paare gehoren (Nr. 180 und 289). 
Dieselbe ist daher eine symmetrische Involution (Nr. 95) 7 und 
ihre rechtwinkligen Doppelstrahlen sind die Tangenten und 
Normalen der durch den Punkt gehenden konfokalen Kegel- 
schnitte (Nr. 229). 

B. l) Die BrennpunTde des durch die allgemeine G-leichwng ge- 
gebmen Kegdschnittes zu 'bestimmen (Nr. 196, 2). 

In der Bedingung, unter der die Geraden x $(y y'}i = 
die Kurve bertLhren, setzen wir den reellen und den nicht-reellen 
Teil getrennt gleich Null; dann zeigen sich die Brennpunkte als 
die Schnittpunkte der beiden Orte 

^ssO 2 - 2/ 2 ) + 2Aj 3 ?/ 2 A^x + A n - ^ 22 = 0, 
A^xy A<ftX A^y + A^ = 0, 

d. i. von zwei gleichseitigen, mit dem gegebenen Kegelschnitt kon- 
zentrisclien Hyperbeln. Fur die Parabel, d. i. fur A& = 0, werden 
beide Gleichungen linear und liefern 

^(-^23 + -^-18 ) "* -^23-^12 + Y-^-lsC^-ll ^22)? 

y (A^ + A 1S *) = As 4. + l^sUss - At)- . 
Im allgemeinen Falle sckreiben wir die Gleichungen in der Form 
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dann erhalten wir die Koordinaten #, y der Brennpunkte aus: 



Hier 1st J. die Diskriminante des Kegelschnitts und R* = 
(%~% 2 ) 2 +4a 12 2 . (Vgl Nr. 152.) 

2) JD&e Tangenten einer Parabel aus einem PmiUe der Leit- 
linie sind zueinander rechtivinldig (Nr. 211). 

Denn die Tangenten der Kurve aus dem Pankte #! = # s = 
sind nach (19) offenbar durch ejr s ^ - dargestellt. Fur die 
Parabel 1st e 1 , und diese Tangenten sind die innere und auBere 
Halbierungslinie des Winkels zwischen a^ == und x% = . 

3) Htillkurve einer Sehne, die am Brennpunkte einen kon- 
stanten Winkel a spannt (Nr. 196, 4). Fur konstante Differenz 
f gp' = a beriihrt die Sehne 



x l cos ^9 + 9 + % sn 
immer den Kegelschnitt % 2 + :r 2 2 = e 2 o; 3 2 cos 2 -^- 

4) Die 7"er&iw^Mw^5^"wie des Brennpunktes mit dem Schnitt- 



zweier Tangenten ist reclitwinUig zu der G-eraden, die vom 
BrennpunJcte nach dem Scknitipurihte der Leitlinie mit der Beriih- 
rungsseJine gezogen wird. 

Die Gleichung der vom Brennpunkt nach dem Schnittpunkt 
der Tangenten <p', <p" gezogenen Geraden ergibt sich durch Sub- 
traktion der Gleichungen der beiden Tangenten in der Form 

x l sin 3t((p' + gj") # 2 cos %(<p' + 9") = , 

diese Gerade halbiert also den Winkel der Brennstrahlen der Be- 
ruhrungspunkte (Nr. 212). Die Gerade yom Brennpunkt nach dem 
Schnittpunkt der Leitlinie und der Bertihrungssehne ist aber 

ojj cos %(<p' + g>") + % sin (9' + 9") 0. 

5) Bilden die vom einen Brennpunkt gezogenen Brennstrahlen 
der Beruhrungspunkte zweier Tangenten eines Kegelschnitts mit- 
einander den konstanten Winkel 2^, so ist der Ort des Schnitt- 
punktes der beiden Tangenten ein Kegelschnitt, der mit dem ge- 
gebenen den Brennpunkt und die Leitlinie gemeinsam hat; seine 
Eszentrizitat ist e : cos d. 

Durch eine Elimination findet man die Gleichung des Ortes in 
der Form (V + V) cos 2 * 6 8 V- ( V g L Nr - 107,2.) Ist die Kurve 
eine Parabel, so ist der Winkel zwischen den Tangenten gegeben. 
Denn die Tangente von der Gleichung x cos 9' + x 2 sin 9' # 3 = 
halbiert den von rr s und x l cos 9' + oc% sin 9' gebildeten 
Winkel. Der Winkel der Tangenten ist daher der halbe Winkel 
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zwischen den Geraden ^ cos <p' + # 2 sin <p' = und a^ cos g?" + 
tf 2 sinqc>"=0 oder gleicli (9'-- 9?"); d. h. der Winkel zwischen 
z wei Tangenten einer Parabel 1st die Bfelfte des Winkels der Brenn- 
strahlen ihrer Beruhrnngspunkte (Nr. 211). 

6) Die Brennpunkte sind die Doppelpunlde der in d&' grofien 
AcJise durcli die Paare zusammengelioriger Tangenten und Normalen 
des Kegelschnittes lestimmten Involution (Nr. 179). Beliebige G-eraden 
nnd Hire Normalen durcli Hire Pole liefern dieselbe Involution. 

7) Ort der Brennpurikte der Kegelschnitte eines Busdids. 

In allgemeinerer Fassung Terlangt die Aufgabe den Ort der 
Schnittpunkte der Tangenten, die von zwei festen Punkten 0, 0' an 
alle vier gegebenen Bedingungen unterworfene Kegelschnitte gelegt 
werden kb*nnen, oder die inn en mit einem festen Kegelscnnitt U 
gemeinsam sind. 1st n die Zahl der Kegelschnitte des Systems, die 
eine feste Gerade g beruhren, so bestimmen wir die Zahl der Schnitt- 
punkte des fraglichen Ortes mit einer durch gehenden Geraden g. 
An die sie beruhrenden n Kegelschnitte gehen von 0' aus 2 n Tan- 
genten, die g in 2 n Punkten des Ortes schneiden; die Gerade 00' 
ist uberdies Tangente von n Kegelschnitten des Systems, an die von 
aus n andere Tangenten gehen, die in einen wfachen Punkt 
des Ortes erzeugen. Somit ist der fragliche Ort von der Ordnung 
3w, insbesondere fiir die durch vier feste PunMe gehenden Kegel- 
schnitte mit n = 2 (N"r. 250) eine Kurve sechster Ordnung mit 
Doppelpunkten in und (7. Fallen und 0" mit den imagin^ren 
Kreispunkten zusammen, so ist der betrachtete Ort der Ort der 
Brennpunkte; fur ihn ergibt sieh also eine Kurve sechster Ordnung, 
die die imagina*ren Kreispunkte zu Doppelpunkten hat, mit leicht 
nachweisbaren sechs anderen Doppelpunkten. 

Eine Methode fiir die Entwickelung der Gleichung dieser Kurve 
erlautern wir am folgenden Beispiel und bemerken hier nur, daB 
der Ort von der vierten Ordnung wird, wenn die vier gemeinsamen 
Punkte ein Parallelogramm bilden (Beweis analog wie am SehluB 
von 8). 

8) Der Ort der Brennpunkte der Kegelschnitte einer Schar 
(Nr. 270) ist eine die imaginaren KreispimTde GO, a enfhaltende Kurve 
dritter Ordnung. Dies folgt f lir n = 1 aus dem Yorigen, es ergeben 
sich aber folgende nahere Tatsachen. 

Unter den dem Vierseit a& a' 6' (Fig. 34) eingeschriebenen Kegel- 
schnitten befinden sich drei Panktepaare a, a 5 5 , &'; c , c und eine Pa- 
rabel. Die sechs eben genannten Punkte gehoren der Kurve an. Die Pa- 
rabel hat einen endlichen Brennpunkt F und einen unendlich fernen 
F' in der die Mittelpunkte der Diagonalen verbindenden Geraden, 
die nach Nr. 270 den Ort fur die Mittelpunkte aller Kurven der 
Schar darstellt. Da das Dreieck F& to' mit jedem der Dreiecke lea, 
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fc', a&c', a'b'c der Parabel umgeschrieben 1st, so sind dieselben 
Paare von Dreiecken auch je einem Kegelschnitt eingeschrieben 
(Nr. 287, 7), d. h. F ist der gemeinschaftliche Punkt der vier den 
Dreiecken umgeschriebenen 
Kreise. So kennt man bereits 
zelin Punkte der Kurve. Sie Fig- 34. 

geht aber auch durch die 
FuBpunkte der Hohen des 
alien Kurven der Schar nacli 
Nr. 270 zugehb'rigen Pol- 
dreiseits (Diagonaldreiseits) 
ABC. 1st namlich li der 
dritte Schnittpunkt der Ge- 
raden ad' nut der Kurve, so sind ha> und hoo' Tangenten eines 
Kegelschnittes der Schar und gehoren somit zu einer Involution. 
Der eine Doppelstrahl dieser Involution ist a a', denn diese Gerade 
1st die einzige Tangente, die man von h an den aus dem Punkte- 
paar a, a' bestehenden Kegelschnitt der Schar legen kann. Der 
andere Doppelstrahl wird durch hA gebildet, denn A ist der Pol 
von a a fur alle Kegelschnitte der Schar; somit ist JiA die Tangente 
des durch Ji gehenden Kegelschnittes der Schar. Als Doppelstrahlen 
der Involution sind aber endlich haa und JiA harmonisch konjugiert 
zu 7*<0, Jin', d. h. zueinander rechtwinklig. 28 ) 

Wenn man die Brennpunkte eines und desselben Kegelschnittes 
der Schar als ein Paar in unserer Ortskurve bezeichuet, so ergibt 
sich nach der allgemeinen Brennpunktsdefinition der Satz : Die Yer- 
bindungslinien eines Punktes der Brennpunktskurve mit alien Paaren 
derselben bilden Paare einer Bechtwinkel-Involution. Ferner: Die 
Involutionen aus den Punkten eines Paares sind projektiv, und ihr 
Scheitelstrahl entspricht sich selbst. Oder: Die Ortskurve ist das 
Er^eugnis zweier projektiver Eechtwinkel-Involutionen mit sich selbst 
entsprecfiendcm ScJieitelstraM. 29 ). 

Um endlich die G-leicliung des Ortes zu bilden, setzen wir, nach 
der Form der Gleiehung der Kegelschnitte einer Schar cp(u, v) 
*Z( M I ) == (Nr. 270), in den Gleichungen von l) A n lA!^ fur 
A^i, usw. und eliminieren A zwischen denselben. Man erhalt alsdann 

{ 4s 0**- 2/ 2 ) + ^A^y - 2^3* + A n - A,,} x 

+ A' 12 } 

A' - A' x 



Der Ort ist eine Kurve dritter Ordnung, weil sich die Glieder vom 
vierten Grad gegenseitig aufheben. 
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1st ein Kreis in der Schar, so wird sein Mittelpunkt ein 
Doppelpunkt der Kurve. 

Sind jedoch cp(u, v) = 0, %(, v) = Parabeln, so 1st <p(u, v) 
~^%(w, v) = eine Schar T?on Parabeln, A$%, J. 35 sind Null 
(Nr. 131 nnd 143), und der Ort der Brennpunkte geht in einen 
Kreis iiber. Sind die Kegelscbnitte konzentrisch, so daB die vier 
gegebenen Geraden ein Parallelogramm *bilden, so werden fiir den 
Mittelpunkt als Nullpunkt JL 235 A^ _4 13; A' 1B samtlich Null, und 
der Ort der Brennpunkte ist eine gleichseitige Hyperbel; usw. 

301. Zwei Normalgleichungen. Zwei beliebige Kegel- 
schnitte haben nach Nr. 253 ein gemeinsames Polardreieck. 
Nehmen wir dieses als Koordinatendreieck, so sind die Glei- 
chnngerL beider Kegelschnitte gleichzeitig in den Normalformen 
zu sckreiben 

(20) ZafiXf^Q, Ea'xX^Q bez. 

(21) Z w, 2 =0 ; z4-w**-0. 
v } <*>u l ' <*a * 

Uberhaupt sind dann die Gleichungen aller dem Viereck der 
Sclmittpunkte von (20) umgeschriebenen bez. dem Vierseit der 
gemeinschaftliclien Tangenten von (21) eingeschriebenen Kegel- 
schnitte von der Form 



(22) 2(a, v -AO,. 2 =0 bez. z. - , 2 = 0. 

Da6 jenes Dreieck das Diagonaldreieck des Vierecks und 
des Vierseits*) zugleich ist, bestatigt z. B. die Elimination 
von x s , die die Gleichung 

(23) (a n a' 33 - < 1 a 38 )a: 1 2 - (a 33 <4 - ^ 33 22 )^ 2 - 

fiir ein Paar der Schnittsehnen liefert, usw. Aucli ist dies 
dadurch offenbar, dafi nur in einer gemeinsamen Sehne in 
bezug auf beide Kegelsclinitte dieselbe Involution harmoni- 
scher Pole, nur an eineni Schnittpunkt geineinsamer Tangenten 
dieselbe Involution harmonischer Polaren vorhanden sein kann. 
Aber im Btischel und in der Schar ist das gemeinsame 
Polardreieck nur reell, wenn alle gemeinsamen Elemente der 
Kegelschnitte gleichartige Realitatsverhaltnisse aufweisen. Sind 

*) Beim Buschel gehort zu je zwei Kegelschnitten ein anderes 
Tangentenvierseit , bei der Schar aber je ein anderes Schnittpunkt- 
viereck. 
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nur zwei reelle Schnittpunkte und gemeinsame Tangenteu vor- 
handen, z. B. in der Seite # 3 = und an der Ecke u 8 ^0 r 
so konnen wir jene als neue reelle Fundamentalelemente hin- 
zunehmen, also x^ statt x^+x^ einfuhren (Nr. 299). 

Aber nicht nur ein Biiscliel und eine Scliar liaben ein 
gemeinsames Polardreieck:. Fur allgemeinere Systerne, denen 
ein solclies zugehort, gilt an Stelle von Nr. 289 der Satz: 
Hat ein System von Kegelsclmitten ein gemeinschaftlicJies Polar- 
dreieck, so Ulden in jeder Geraden, die durch eine Ecke des 
Dreiecks gehl, die Schnittpunktepaare der Kegelsdhnitte, und an 
jedem Punkt, der in einer Seite de$ Dreiecks liegt, die durch 
ilm gezog&nen Tangentenpaare eine Involution. 

Da namlich. jede Ecke in alien Kegelschnitten dieselbe 
Polare hat ; so sind die Schnittpunktepaare in jeder durch. die 
Ecke gezogenen Geraden harmonised getrennt durch dieselben 
zwei Punkte, namlich die gewahlte Ecke und den Schnitt- 
punkt mit der Gegenseite; dies sind also die Doppelpunkte 
der Involution; ebenso dual. 

So wird z. B. eine Kegelschnittschar Ton jeder Geraden, 
die durch einen Diagonalpunkt des umgeschriebenen Vierseits 
geht 7 .in einer Inyolution geschnitten, in der die Gegenseiten- 
paare des Vierseits konjugierte Punkte enthalten. Analoges 
gilt beim Eegelschnittbiischel yon den Tangenten aus einem 
Punkte in einer Diagonale des eingeschriebenen Vierecks. 

B. 1) Der Ort des Pols einer Geraden 2^.^.= in bezug auf 
einen Kegelschnitt, der die vier festen Punkte #/ V I x $ 
entbalt, ist (Nr. 289, 14) u^x^x^s + V/ 2 Vi + Wg^'^^^O. 

2) Der Ort des Pols einer Geraden Zu^ = in bezug auf 
einen Kegelschnitt, der vier feste Geraden a^x^ a%oc% + a s x 3 = 
beruhrt, ist a 1 2 / 2 w s ^ 1 + a^u^u^ + ^ 3 2 ^ 1 w 2 ^3 ^ 0. 

Diese Beispiele geben auch den Ort des Mittelpunktes als den 
des Poles der unendlich fernen Geraden. 

3) Man soil den Ort der Spitze eines Dreiecks bestimraen, 
dessen Basisecken sich langs desKegelschnittes a n x^-{- a^x^=* a S3 x$* 
bewegen, wShrend seine Seiten einen anderen Kegelschnitt x^ 
+ ir 2 2 = fl? 3 2 beruhren. 30 ) 

Wie in Nr. 107, 1 sind die Koordinaten des Schnittpunktes, 
der Tangenten in den Punkten 9? x , 9? 3 

g> 8 ) | c 
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und die Bedingungen des Problems liefern zuerst die Gleichung 

a n cosHOi + 9$) + 22 sin a (9>i + g? 3 ) = a 3B cos^fo g> 8 ) 
oder (<% + a 22 a 3S ) + (a n tf 22 <z 33 ) cos ^ cos g? 3 

+ (#22 #33 ~ flu) sin 9> x sin <p 3 = . 
Ebenso (a u + # 22 a 33 ) + (a n a 22 a gs ) cos y% cos g> 3 



- ass cos ^i+ 9s = ^22 + a ss - fl cos -9 



Fur die Koordinaten des Punktes, dessen Ort wir such en, bestent 
nun die Proportion 

x : x^ : SC B = cos ^(g) t + g? 2 ) : sin ^ (^ + g? 2 ) : cos ^ (^ g? 2 ) 5 

Nach Einfiihrung dieser Koordinaten in die letzten beiden Glei- 
chungen und nach Elimination von qo s erhalt man daher als Glei- 
chung des Ortes 

2 



^3 



4) Ein Dreieck ist dem Kegelschnitt a^ 2 + x^ = o? s 2 ein- 
geschrieben, und zwei seiner Seiten beriihren den Kegelschnitt 
a 22 a? 2 3s==: ^s^s 2 ? ^ann ist die Hullkurve der dritten Seite 



5) Wenn zwei Kegelsclinitte Z7 und V ibre gemeinscbaftlicben 
Tangenten J., J5, (7, D in den Punkten a, &, c, (?; a', &', c', d' be- 
riihren, so liat ein Kegelschnitt >S, der durch die Punkte a, 5, c- 
gebt und D in $' beruhrt, zur zweiten Scbnittpunktsehne mit V 
die Gerade, die die Scbnittpunkte von A mit &c, von J? mit ca 
und von (7 mit ah verbindet. 

Schneidet der Kegelschnitt V die Gerade ab in a, $, so ge- 
h6ren nach dem Satze des Textes, da a 6 einen Diagonalenschnitt- 
punkt von ABCD enthalt (Nr. 261, 3), ab, a]S zu einer Involution^ 
in der die Schnittpunkte von ab mit G und J) konjugierte Punkte 
sind. Nach Nr. 289 schneiden aber die gemeinschaftlichen Sehnen 
von 8 und V die Gerade al in Punkten, die zu derselben Involu- 
tion gehSren, in der die Schnittpunkte von ab mit 8 und 7, d. lu 
a, Z>; or, |S entsprechende Punkte sind. Ist daher D die eine der ge- 
meinschaftlichen Sehnen, so mufi die andere durch den Schnittpunkt 
von C mit a& gehen. 
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6) Einem Breieek ABC wird eine Ellipse eingeschrieben, die 
die Seiten des Dreiecks in ihren Mittelpunkten a, b, c bertihrt; 
ferner seien a', &', c die Beruhrungspunkte des dem Dreieck ein- 
geschriebenen Kreises. Beriihrt als- 
dann die vierte gemeinschaftliche 
Taagente D des Kreises und der El- 
lipse jenen in d', so bemhrt auch der 
durch die Mittelpunkte der Seiten 
gehende Kreis den eingescliriebenen 
Kreis in d' (vgl. Fig. 35). 

Nach 5) beriihrt ein durch a, 
&, c gehender Kegelschnitt den Kreis 
in d') wenn er auch durch die Punkte 
geht, in denen der Kreis von der Yer- 
bindungslinie der Schnittpunkte von 
JBC mit 2>Cj von CA niit , von 
AS mit al> geselmitten wird. Diese 
Gerade ist aber in unserem Falle un- 
endlich entfernt, der berulirende Ke- 
gelscnnitt also auch ein Kreis. So ergibt sich der Feuerbachsche Satz 
von der Beruhrung des durch die Seitenmitten des Dreiecks gehen- 
den Kreises (Nr. 73, 3) mit den die Seiten berQhrenden Kreisen als 
ein besonderer Fall 51 ) von 5). 

Der Punkt d r und die Gerade D konnen ohne Zeichnung der 
Ellipse konstruiert werden. Da namlich die Diagonalen eines ein- 
geschriebenen Yierecks und des entsprechenden umgeschriQbenen 
Yierseits sich in einem Punkte schneiden, so gehen die Geraden 
a&, cd; atf, c'd' und die beiden Yerbindungslinien der Ecke A 
mit dem Schnittpunkt von BC und D sowie der Ecke J? mit dem 
Schnitt von CA und D durch den namlichen Punkt. Sind also 
a, /?, y die Schnittpunkte von &c, V 'c "5 ca, c ' o!\ a&, dlf bez., so 
schneiden sich die Geraden a a, &'/3, c'y in d\ Oder mit anderen 
Wort en: das Dreieck apy ist mit abc, dti ' c fiir die Mittelpunkte 
der Homologie d, d' perspektiv. In derselben Weise ist das Dreieck 
ctfiy mit ABC perspektiv fiir die Gerade D als Achse. 

302. Kegelschnitte durcli drei Punkte. Neben den bis- 
herigen sind noch andere besondere Gleichungsformen von 
Wichtigkeit. Zunachst gehoren hierher die Gleichungen der 
einem Dreieck umgeschriebenen und der ihm eingescliriebenen 
Kegelsclinitte, wobei die Gleichungen der ersten in Punkt- 
koordinaten natiirlich dieselbe Gestalt haben wie die Glei- 
chungen der letztgenannten in Linienkoordinaten. 
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Die Gleichung eines (lurch die Sehnittpunkte der Geraden 
#! = (), # 2 =0 ; # 8 =0 gehenden Kegelschnittes ist offenbar 

(24) a^^a^a^-h 011*1^-0, Oder ^ + &+|i-0. 

Schreibt man die Gleichung in der Form # 3 (a 2S # 2 + 31 ^i) 
+ a 12 a^a; 2 = ? so erkennt man, da8 # 3 = die Kurve in den 
getrennten, a 23 # 2 + #31 #1 = a ls i& den zusammenf alien den 
Schnittpunkten derselben mit x l = und # 2 = schneidet. 
Auf diesem Wege gelangt man zur Erzeugung der Kurve aus 
projektiven Biischeln oder zur Parameterdarstellung. Werden 
zwei Dreieckseiten ? z. B. x l = und X B = 0, als homologe 
Strahlen genommen, so entspricht der dritten Seite # 2 =0 
die Tangente in einem ihrer Endpunkte. 

Daher sind die Gleichungen der Tangenten in den Ecken 
des Dreiecks 

(25) ^ + -?3J = o, ^ + ^ = 0, ^ + -^=0. 

^ J S1 12 ' 12 23 ' 3S 31 

Die Scnnittpunkte dieser Tangenten mit den Gegenseiten liegen 
offenbar in der Geraden 32 ) (Nr. 276): 

(26) A + A + i^o. 

V J 2S 81 1 

Fur die Verbindungsgeraden der Ecken mit den entsprechen- 
den Eckpunkten des durch die Tangenten (25) gebildeten Drei- 
ecks erhalt man 

(27) .5 A..O, ^.--^-0, S ^-0: 

X ^ 8 1 %2 ; 1S fl 2S 7 2S 31 ' 

diese Geraden schneiden sich in einem Punkte (Nr. 113). 33 ) 
Die Gleichung der Verbindungsgeraden zweier Punkte 
#/, a?/' der Kurve kann geschrieben werden 84 ) 

(28) ^x, + j^vas, + ^* $ = 0, 

^ iCj rc 2 # 2 # s x s 

weil (28) fur # t .= #/ oder ^=n?/' in die Kurvengleichung 

iibergeht. Daher hat die Tangente im Punkte a?/ die Ko- 
ordinaten 

,-?i, %=^ *-s*, 

und die Gleichung des umgeschriebenen Kegelschnittes in 
Linienkoordinaten lautet 
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(29) K'O' + (% )* + &,!)* - 
oder in rationaler Gestalt 

(30) a M V -1- ffsi V + ^isX 2 

- 2 a si a J2 a z% 2 a ia ff 23 w s w x 2 2S a 81 ^ M 8 . 

FaBt man in (24) die Koeffizienten 23; a si; a 12 als 
willkiirliche Parameter auf, so stellt (24) ein besonderes System 
yon oo 2 Kegelschnitten, ein besonderes Kegelschnittnetz dar 
(Nr. 271). 

Unter den Kurven dieses Netzes befinden sicb unendlich 
yiele gleicliseitige Hyperbeln, die ein Buschel bilden (Nr. 165, 2), 
xtnd unendlieli viele Parabeln, aber nur ein Kreis. Die Glei- 
clmngen dieser Knrven konnen leicht dargestellt werden, so- 
bald wir die x i als Dreieckskoordinaten anffassen, wie in den 
Beispielen. 

B. l) Die Gleichungen der dem Koordinatendreieck umge- 
schriebenen gleicbseitigen Hyperbeln geniigen fiir A i als Gegen- 
winkel der Seiten x i =^ bei Benutzung Ton Normalkoordinaten 
der Bedingung a 28 cos A 1 + a sl cos^ 2 + a i2 cos -^3 *= (vgl. Nr. 73 
nnd 255, 2). 

2) Die umgeschriebenen Kegelschnitte sind Parabeln, falls die 

Bedingung (a 23 sin^ a )i + (a sl sin^l 2 )i + (# 12 sin-4 s )i == erfiillt ist. 
Man beaehte (29) und die Tatsache, da8 sin^ ! sin J 2 1 sin-4^ 
die Koordinaten der unendlieli fernen Geraden sind. 

3) Die Gttticlmng des wngeschrieb&nen Kreises lautet 

#2# 3 sin A! + ^3^1 sin A% + x ^ sin^ 3 == 0. 
Setzt man in die Gleichung (24) fiir to t den Ausdruck XGosctf 
4- 2/sin^ j? t - ein, ordnet man nacb ic, y und wendet die Kriterien 
yon Nr. 97 an, so muB 

23 cos(or 2 + c^ 8 ) + -* 0, a^ sin( 2 + s ) + 

sein, also sind # 28 , a 31 , a 12 zu sin(or 2 a 3 ), sin( 3 a x ), sin^ 2 ) 
oder zu sin^, sinJl 2 , sin^ 3 proportional. 

Die geometriscbe Bedeutung der Gleichung liegt in dem Satze: 
J>ie Fufipunkte P, Q, E der von einem Punlde des umgeschriebenen 
Kreises auf die Dreieckssdten gefaltten Lote liegen in einer G-e- 
raden. Denn fiir gang tciUMrliche Lage von ist x^x^smA^ 
offenbar das Doppelte vom Inhalt des DreiecksPO^, dessen Winkel 
bei je Eacb der Lage gleica A$ oder gleick 180 -4 3 ist; 
ebenso ist a^a^sin^g 2-JKOP, a^a^sin^ 2-QOB, also deren 
Summe 2 - PQE. Diese verscbwindet, d. b. PQE ist eine Ge- 
rade, wenn auf dem Kreise A 1 A^A B liegt. Die Gleicmmg $ 2 x & sin A 
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+ #3^ sinA% + Va sin J. 3 = konstant stellt ferner einen mit dem 
umgeschriebenen konzentrischen Kreis dar (Nr. 97). 

Da sin-^, sin-4 2 , sin-4 3 den Langen \, Z 2 , Z 3 der Seiten des 
Xoordinatendreiecks proportional sind, kann die Gleichung des um- 
geschriebenen Kreises auch in der Form 

1^X3 + ^ajjOTj + l&Xi =- 
geschrieben werden. 

303. Kegelschnitte an drei Tangenten. Dual entsprechend 
inufi die Grleichung des einem Dreiseit mit den Ecken t^ = 0, 
& 2 = ? U B == eingescliriebenen Kegelschnittes in Linienkoordi- 
naten lauten 

(31) a,u^ 3 + a^u, + a z u^ - oder ^1 + ^ + ^ = 0. 

ttj U'o it a 

Die Grleichung des Schnittpunktes zweier Tangenten w/ ; w/' ist 

(32) -JL-Mj + -^-r.M. + -^2B = 0. 

V } Mj tf t 1 W 2 W 2 2 ^ W 3 Z^ s " 8 

Fiir zwei aufeinanderfolgende Tangenten tt/= w/' definiert sie 
den Beriihrungspnnkt mit den Koordinaten 

a, a* a 

/y t / _ ._..^_ /yi ----- o 

^""W/" ^"V^ ^3-^2? 

die dalier die Orfcsgleichung erfiillen 

(33) (a L xrf + (a^ + (a z x$ - 0. 

In rationaler Form erhalten wir daher die Grleichung der 
dem Koordinatendreiseit eingescliriebenen Kegelschnitte: 

(34) OiV+^V+OsiV 

2a 2 a 3 ;r 2 # 3 2a s a 1 ic s a!; 1 2a 1 a 2 a; 1 ^ 2 = 0. 

Man bestatigt dies jdirekt dadurch, daB bei Isfullsetzen einer 
Veranderlichen die linke Seite der Grleielumg ein vollstandiges 
Quadrat wird ; also x l = die Kurve in zusainmenfallenden 
Punkten schneidet. 

Schreibt man die Gleichung in der Form von Nr. 291 



so erweisen sich x$ = nnd 2%^ + 2a 2 o; 2 a^x^ = als 
Tangenten mit der Beruhruugssehne ^0^ a a rc 2 = 0. Wir 
konnen also ebenso wie dort einen Parameter A durch 
a 2 # 2 = A* a 3 o: s einfiihren und erhalten 
(35) a^ : a^x 2 : a 3 x 3 (A + I) 2 : (A I) 2 : 4. 
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Unter den Kegelscbnitten dieses Systems sind ausge- 
zeiclmet die Scbar der Parabeln 35 ) und die vier dem Dreiseit 
eingeschriebenen Kreise. 

B. 1) In dem umgescbriebenen Dreiseit ist 1 : a t 1 : a a | 1 : a s 
der Brianchonpunkt und a^ -f- a 2 # 2 + ^3^3= dessen Earmoni- 
kale oder die Pascalsche Gerade des Dreiseits (vgl. den SchluB des 
Textes von Nr. 276). 

2) Die Gleichung der Sehne #/, x" des eingeschriebenen Kegel- 
schnittes ist 86 ) 




3) Wie lautet die Gleiebung des Kegelschnittes, der fiinf Ge- 
raden a^ 0, # a = 0, ^3=0, Za i x i == 0, -Sor/^. = beriihrt? 



Sie ist 
mit den Bedingungen for a t , a 2 , a s : 



a + 5 + i. o, % + A + A - o. 



Also ist 



Insbesondere for 27^=0 und 2^+ajg ^3=0 als vierte 
und fonfte Tangente ist der Kegelschnitt 



4) Die Gleichung des Kegelscnnittes , der die Seiten des Ko- 
ordinatendreiecks in ihren Mittelpunkten bertibrt, lautet in trime- 
trischen Normalkoordinaten 



5) Die Gleichung des dem Dreieck innerlich eingeschriebenen 
Kreises lautet in trimetruchen Normalkoordinaten 



o. 

Der Mittelpunkt des dem Koordinatendreieck eingesehriebenen 
Kreises bat die Koordinaten ! : g a : 5 8 1 : 1 : 1 ; andererseits bat 
der Mittelpunkt des Kegelscbnitts a^u^ + c^u s u^+ a^u^^ 
als Pol der unendlicb fernen Geraden lx + I^x 2 + ^^3= die 
Koordinaten : | 2 : | 8 
So ergibt sich 



Kegelschnitte an drei Tangenten. Pleonastiscbe Koordinaten. HI 
und bei Einfubrung von 2 1 =- ^ + / 2 -f- Z 3 folgt 



Mit Kiicksicbt auf Qos 2 ^-A l = ."7 ^ usw. hat man aucb a x : # 2 : a 3 

= cos 2 ^^: cos 2 ^-4 2 : cos 2 -|-^ 3 ; nacb (33) erbalt man daher als 
Gleicbung des eingeschriebenen Kreises 

cos^j ~]/x 1 + GOS^AZ 'Yx^+ cos-|-4 8 -"J/# 3 = 0. 

Die Gleicliung des in x l = anfierlicb beriibrenden Kreises 
gebt aus der vorigen bervor, indem man das Yorzeicben von #j 
Sndert und A^ t A z durcb ibre Supplemente ersetzt; sie lautet also 

cos-|- AL ]/( ajj + sin^ 2 YX S + sin^-^ s - ]/^ = 0. 

6) Die Grleicbung des eingescbriebenen Kreises entstebt fol- 
gendennaBen 87 ) aus der des umgescbriebenen. 

Sind x = 0, # 3 ' 0, ir 3 '= die Seiten, A^ A%, A z ' die 
Winkel desjenigen Dreiecks, das die Berubrungspunkte des dem 
Koordinatendreiseit eingescbriebenen Kreises zu Ecken bat, so ist 
nacb Nr. 302,3 die Gleicbung dieses Ejreises a^'o^'sin^'+^'^'siii J. s ' 
+ XiX%sin.As = 0. Aber nacb Nr. Ill lautet diese Gleicbung, be- 
zogen auf die Dreiecke A^A^'A^ A^A^A^ A^A^A^ aucb x^ 
bez. x%* = it' 3 x l bez. x^ =x i x%. Man beacbte nocb A^ $ ( 1 80 

304. Pleonastische Viererkoordinaten. Die Gleicliung 
des einem Viereck nmgescbriebenen Kegelscbnittes (Nr. 279) 
gestattet, manche Probleme durcb Beziebungen zwischen den 
Abstanden $. eines Punktes von den Seiten des Vierecks aus- 
zudrucken ; wie die Beispiele 1 5 zeigen. 

Da zwischen irgend vier linearen Funktionen, die nach 
Teil I, Nr. 69 den eben erwabnten Abstanden proportional 
sind ? eine lineare homogene Identitat (Nr. 67) bestebt, sind 
die s i nicbt undbMngige homogene Koordinaten, sondern durcb 
eine Identitat untereinander verbundene Veranderliche. Sie 
bilden so ein erstes Beispiel fur pleonastiscbe Koordinaten- 
systeme, d. b. fiir solche, die uberzablige Veranderlicbe ent- 
balten. Tim die Verwendung zu vereinfacben, nenmen wir 
XL, %2, x s> x als ein System von Viererkoordinaten^ mit der 
symmebrischen Identitat 
(36) ai + tf 2 + ^ + ^ = 0, 

d. h. die Gleichungen der aufeinander folgenden Seiten 6 ? 6 a', 
a'V, Va eines Vierecks sollen ^ = 0, # 2 = ; x s = 0, ^=0 
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sein, wo aber in den #, geeignete konstante Faktoren implizite 
zu denken sind. An die fruheren Dreieckskoordinaten (Nr. 88) 
knupft diese Auffassung dadurch an, da6 a? 4 = (^+^+^ = 
die Einheitslinie im Fundamentaldreieck der ubrigen darstellt. 
Alle hornogenen Gleichungen zwischen den vier a?/ konnen 
ohne Anderung der Bedeutung dadurch umgefonnt werden, 
dafi man ein Yielfaches einerPotenz der Koordinatensumme (36) 
hinzufugt. So ist die Grleichung einer beliebigen Greraden: 

(37) w x a? t + u z x% + % a% + 4 a? 4 
oder 

(37 a) (^ wjo^ + (a - u^ + (u s u}x z = 0. 

Man erhalt fiir die Tangente im Punkte a?/ des Kegel- 
schnittes a^a?, fea; 2 a? 4 = 0, indem man zuerst durch Elimina- 
tion von ar 4 auf Nr, 135 zuruckgeht, sehlieBlich die Gleicliung 

(38) a? 8 X + <07 8 fco; 2 + # 2 '#J 

mit der Bedingung o?/^' Tcx^is^ = 0, also dnrcli Elimina- 
tion von h die Grleiclmng der Tangente eines Punktes in bezug 

auf yier feste Punkte A-A + A-^-0. 
x t x z a? 3 4 

Soil sie mit einer willkiirlichen Greraden (37) zusammen- 
fallen, so mu8 



oder konstant sein. Eliminiert man %' durch 

(w s ~ tt^^- - fa- M 4 X- (WB- tt *) < ? 
so liefert die Determinante der ersten drei Gleichungen, fur 
k und C als Unbekannte, nach leichten Umformungen 

(39) ( Wl - w 9 )( ttl ~ wj V 2 - ( - 0( - wj< - 

als die Gleictmng der bei- 
denGeraden ; die dieBertih- 
rungspunkte der beiden 
Kegelschnitte des Systems 
ala'V (Fig. 36) in der 
Tangente mit dem Punkte 
c, dem Schnittpunkt von 
#! oder ab und X B = 
oder a'J' ; verbinden. 




Pleonastische Koordinaten. Mittelpunkte der Kurven einer S char. US 

Man hat also den Satz: Wenn der SchnittpunH von zwei 
gemeinschaftlichen Selinen zweier Kegelschnitte mit den Bertih- 
rung&purikten einer gemeinschaftlichen Tangente durch Geraden 
verbunden wird, so entsteJit ein Jiarmoniscftes SUschel. Dies 
folgt auch aus dem Satze von der Involution in der Trans- 
versale eines Kegelschnittbuschels, wenn man das Sehnenpaar 
als einen seiner Kegelscknitte betrachtet (Nr. 289). 

Insbesondere ist die Tangente von a^ # 2 # 4 = im 
Punkte #/ = # 2 ' = durch x t 4- fc# 2 ausgedriickt und 
bildet also fiir jfe 1 mit den anstoBenden Seiten und der 
Diagonale ^ + x% = des Vierecks ein harmonisches Biischel. 
Den vier Geraden entsprechen daher in denOrdnungen^arg^^, 
cc^x^x^ # 3 ^#2 # 4 die drei Kegelschnitte 

^^3+^2^=0, ^2^1+^3^4=0^ ^3^2 + ^^ =- 

als solche ? deren Tangenten in den Ecken des Vierseits mit 
den Seiten und der Diagonale ein harmonisches Buschel bilden. 

B. l) Ort der Mittelpunkte der Kegelschnitte einer Schar. 39 ) 
Es seien s f = (&cosa f + 2/sinor f p^ ^0, i ss == 1, 2, 3, 4 die 
Normalgleichungen der geineinsamen Tangenten in rechtwinkligen 
Koordinaten, und & sei der Winkel der Hauptaehse eines der Kegel- 
schnitte gegen die sc-Achse. Alsdann sind (0^ ^) mit 1, 2, 3, 4 
die Winkel der Hauptaehse gegen die Lote der Tangenten. Bedeuten 
die in s f enthaltenen x \ y die Koordinaten des Mittelpunktes, so ist 
nach NT. 167, 1 



= (a 2 cos 2 & + & 2 sin 2 ^) cos 2 c? + 2 (a 2 & 2 ) cos -fr sin # cos f sin K. 
+ (a 2 sin 2 6- + fc 2 cos 2 ) sin 2 ,. 

Vier Gleichungen dieser Form erlauben die Elimination der 
Unbekannten a 2 , Z> 2 , -9 12 oder der Aggregate 

Das Eliminationsergebnis ist 

j 8 , cos 2 a 19 cos c-t sin ccj , sin 2 ^ ' 

i 
2 2 , cos 2 or , cosa sincf 2 , sin^aj . 

2 ==s ' 
s s - , cos- 3 , cos o: 3 sin a a , sin 25 cc 2 

t 2 , cos 2 a 4 , 'coso: 4 sina 4 , sin s a 4 1 
<oder entwickelt ji 1 s 1 2 + JL2 5 2 2 ~t" -*^3 5 s 2 "H ^-4: 5 4 2== ^ ^ r -^ a ^ s ^ e " 

Salmon-Fiedler, anaL Geom. d. Kegelschn. n. T.Aufl. 8 



114 XVI. Besondere homogene Gleichungsformen zweiten Grades. 304. 

kannte Konstanten. Diese Gleichung ist aber nur scheinbar vom 
zweiten Grade; denn die 5 i 2 geben entwickelt als Koeffizienten von 
3? die cos 2 a,-, so daB, well diese mit einer Spalte der Determinants 
ubereinstimmen, der Faktor von of verschwindet. Auf analogeWeise- 
verschwinden die Koeffizienten von xy und y 2 . Der gesuchte Ort 
ist daher eine Gerade (S. 34). 

Hire geometrische Bestimmung h'angt von dem Umstande ab r 
daB die Polare eines beliebigen Punktes in bezug auf irgend einen 
Kegelschnitt B^s* + 2 s 2 2 + B$s s * + JE 4 s 4 2 durch S^sf 
+ B,5 8 y + -B 8 W + ^V/- dargestellt wird (vgl. Nr. 307) 
und somit die Polare von s i \ s 2 durch s s j s^ geht. Wenn aber, wie 
im jetzt vorliegenden Palle, ein Kegelschnitt durch das Verschwinden 
der hochsten Glieder seiner Gleichung in eine Gerade iibergeht, so- 
ist die Polare eines Punktes eine zu ihr parallels Gerade in der 
doppelten Entfernung von dem Punkte (Nr. 137). Die durch die 
erhaltene Gleichung dargestellte Gerade halbiert daher dieVerbin- 
dungslinien der Punktepaare s^, $s\8tf s^s^ s s \$^ 5 X J5 4 , 5 2 |^ s . 

Wenn umgekehrt in irgend einer Form die Gleichungen s. *** 
von vier Geraden gegeben sind, so kann die Verbindungslinie der 
Mittelpunkte der Diagonalen ihres Vierseits zumeist am leichtesten 
gebildet werden, indem man die Konstanten A i so bestimmt, daB> 
Aisf + A^ + A z s<? + A^ eine Gerade darstellt. 

2) Die Mittelpunkte aller einem Dreiseit eingeschriebenen 
Zegelschnitte, fur die die Summe der Quadrate der Halbachsen kon- 
stant, etwa gleich 7c 2 , ist, liegen auf einem Kreis. 40 ) 

Mit drei Gleichungen der Seiten des Dreiseits von der Form 
derjenigen in 1) ist 



als vierte zu verbinden; das Ergebnis der Elimination ist 
, 5 t 2 cos 2 cf 1 cos &1 sin o.^ 



sinc 8 sm 2 

7; 2 1 1 

oder S^ + B 2 $ 2 * + 3 $<* + B 4 0. 

Man erkennt wie in 1), daB der Koeffizient von xy ver- 
schwindet, und daB die Koeffizienten von x* und y* einander gleich 
sind. Der Ort ist somit ein Kreis. Wenn aber die Gleichung S s^ 
+ J? 2 $ 2 2 + 5 3 5 3 2 == einen Kreis darstellt, bezogen auf ein Polar- 
dreieck, dessenHohenschnittpunkt seinMittelpunkt ist (vgl. Nr. 299, l), 
so stellt die zuvor abgeleitete Gleichung einen Kreis dar, dessen 
Mittelpunkt der Hohenschnittpunkt des Tangentendreiseits ist. 
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3) Jeder Kegelschnitt, der zwei von den Diagonal en eines 
Vierseits harmonisch teilt, teilt auch die dritte so. 

Sind $ t die linken Seiten der Gleichungen der vier Geraden, 
so ist JSA f s? = die Gleichung eines Kegelschnittes, for den die 
Polare eines beliebigen Punktes in der Form 2M s r 9/= erscheint. 
Die Polare von s j S 2 geht also durch s s j s^ oder die Gegenecken- 
paare des Vierseits s 1 8^8 z s A sind durch den fraglichen Kegelschnitt 
harmonisch getrennt. 41 ) 

Durch Yerfugung tiber die Konstanten A i kann ein Kegelschnitt 
dieser Art durch drei beliebige Punkte gelegt werden. Wenn durch 
besondere Wahl derselben drei Punkte der harmonisch konjugierten 
Paare der Diagonalen in eine Gerade ^~ fallen, so liegen die 
andern in einer Geraden E 2 = 0, so dafi 2A l s i 2 =^U i E 2 ist. Liegen 
jene Punkte unendlich fern, so sind diese die Mitten der Diagonalen. 

4) Die Mittelpunkte der beiden in einer Kegelschnittschar be- 
findlichen gleichseitigen Hyperbeln sind die Schnittpunkte der in 
l) gefundenen Mittelpunktgeraden mit den vier Kreisen, von denen 
je einer eines der vier durch drei Grundtangenten der Schar be- 
stimmten Dreiecke zum Polardreieck hat. Die Mittelpunkte dieser 
vier Kreise sind nach Nr. 113 die HShenschnittpunkte dieser Drei- 
ecke und liegen nach Nr. 213, 1 auf der Leitlinie der einen in der 
Schar befindlichen ParabeL 

tlber die Mittelpunkte der gleichseitigen Hyperbeln, die ein 
gegebenes Dreieck zum Polardreieck haben, vgL Nr. 165, 3. 

5) Ort der Brennpunkte der Kegelschnitte eines Biischels. 
Die Entfernung ir t eines der vier Grundpunkte A, 5, 0, D 

yon einem Brennpunkte genugt nach Nr. 183 der Gleichung r t = ax^ 
+ &#,+ c (i = 1, 2, 3, 4), und durch Elimination von A, J5, C 
aus diesen vier Gleichungen ergibt sich 



^2 2/8 
% 2/s 



oder dureh Entwickelung Lr^ + Jfr 2 + ^3 + Pr = 0. Mit Euck- 
sicht auf die geometrische Bedeutung der Werte von L, M, N, P 
(Nr. 7), erhalt man den Satz 4S ) 

OA BCD + OC - ABD - OB - ACD + OD - ABC 

fiir als den Breunpunkt und BCD^ usw, als Flacheninhalt des 
Dreieeks der Punkte J?, 6?, D usw. Man erkennt so, daB L + M 
4- y + -P = sein muB. Substituiert man fiir die r t ihre Werte 

8* 
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Y(x __ x ^ -j- (y # ) 2 , so kommt durch die Entfernung der Wurzel- 
groBen die Gleiehung des Ortes auf den sechsten Grad (Nr. 300, 7). 

6) Liegen die Grundpunkte des Buschels in einem Kreise, so 
dafi nach Nr. 99 

L ti s + Mr^ + Nrf + Pr^ = 

ist, so zerfallt der Ort der Brennpunkte in zwei Kuryen dritter 
Ordnung 43 ). Denn dann ist 

. (L + M}(Lr^ + Ifr 2 2 ) - (N + P}(Nr<? + Pr 4 2 ) 
und (Lr + M r 2 ) 2 - (Nr, + PrJ 2 , 

woraus durca Subtraktion LM (^ r 3 ) 2 = NP(r B r^f hervor- 
geht, und diese Gleichung zerfallt offenbar in Faktoren. Jeder 
Faktor liefert mit 

L^ + Mr.+ Nr^ + Pr^O 

yerbunden ein Ergebnis von der Form li\ + ^r 2 + A 3 r s = mit 
^i + AS + AS = 0, das eine Kurve dritter Ordnung darstellt. 

7) Man zeige, daB die nachstehend genannten Geraden yon 
Fig, 36 die beigefugten Gleichnngen haben: 

O oder ^+^=0: cCix^ ar 3 = 0; c'<7:# 2 r 4 =0; 
^Q oder ^ 3 +o; 4 =0; IB:^ %%= 0; l'B:% B a; 4 =0; 
oder rr 2 +# 4 =0; aJ.:^ a? 4 ==05 a A : i 2 ~ C 8 = . 

Daher scbneiden sich a A und 5J9 in c'(7; &I? und c(7 in a'J.; cC 
und a A in &'j?; a'JL und b'B in c'<7. 

8) Die Tangenten der durch den Punkt P oder #/ gehenden 
Kegelschnitte der Biischel mit den Grundpunkten aba If bez. 
5&'cc' sind 



sie bilden mit den Geraden 

L I A S 4 rv 

f -, \j , } -, \j 

ein hannonisches Biischel, d. h. mit den Geraden P&, P&'. 

9) Gegeben seien die beiden Kegelschnitte ar^ &# 2 # 4 = 
und o^tfj Z# 2 # 4 0, die sich in yier reellen Punkfcen schneiden. 
Ist #/ der Beruhrungspunkt des zweiten Kegelschnittes mit einer 
gemeinschaffclichen Tangente beider Kegelschnitte, so beruhrt die 

Gerade ~, - f -\ -, ^ = den ersten Kegelschnitt, und die 

Beziehung 2?^= bestimmt den Beriihrungspunkt, indem man 
zunachst a? s und x aus den beiden letzten Gleichungen und aus 
^a'g Jfco; 2 i3? 4 eliminiert. Dies ergibt 



Kegelschnittberiihrungen in Yiererkoordinaten. H7 

I__KS_ Jt_ __ 1 | 
ff a '' a? 8 '' V i 
, S 1? _*afc|-> 
! + x% , 1 , 1 , 
und nun ist noch die Piskriminante dieser Gleichung zu bilden: 



die mit Hilfe von x-x^ Ix'x in 



oder in 

!(*'- *s' + */- O 2 - {*- V) + *(*/- OP 
umgeformt werden kann, und diese letzte Gleichung laBt sich er- 
setzen durch 



Hiernach liegen die vier Punkte #/ in zwei Geraden, die durch 
den Schnittpunkt von x l = X B und # 2 = ic 4 gehen und mit diesen 
ein harmonisches Biischel bilden, oder nach 7) in zwei Geraden 
durch <7, die mit cG und c G ein harmonisches Buschel bilden. 
Dieselbe Gleichung erhalt aber auch die Form 

*fe'- *?- t(?*S+*i'+ %y= 
oder fc - x 3 y + 4Z - l(x^ + x 3 ')* = 

oder k' X B '* + 4 ? + <) 2 



und zeigt, dafi die vier Punkte x z ' in zwei Geraden aus dem Punkte 
% = , ^ 3 =0 oder c liegen ; sie liegen nach der Symmetrie der 
Gleichungen auch in zwei Geraden aus c. 

Man hat also den Satz: Wenn die vier dem einen Kegelschnitt an- 
gehorigen Beriihrungspunkte der gemeinschaftlichen Tangenten eines 
Paares von Kegelschnitten, die sich in reellen Punkten schneiden, 
durch sechs Geraden verbunden werden, so fallen ihre drei Schnitt- 
punkte mit den Schnittpunkten der drei Paare gemeinsamer Sehnen 
zusammen. 

10) Der Kegelschnitt x^+ x^+ # 3 2 + x^=> hat mit den drei 
Kegelschnitten je eine doppelte Beruhrung, die zu den durch vier 
Geraden bestimmten Vierecken a 6 a b' a, abb' a a unda&'&a'a derart 
gehSren, dafi die Tangenten in den Ecken die vierten harmoni- 
schen Geraden zu den beiden Seiten und der betreffenden Diagonale 
bilden, und zwar sind die Beriihrungssehnen die Diagonalen des 
Vierecks, 

Der Kegelschnitt x^ + x%* + ^s 2 + ^4 2 = kann auch durch 
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340 dargestellt werden, well 
+ j? 2 + rc 3 4- ^) 2 =" subtrahiert werden kann. 

Diese Form 1st aber mit X%X B +-% 1 x 4e + fa + ff 4 )(# 2 + # 3 ) =~ 
oder mit a? 2 #s + ^4 ($2 + #s) 2=s Equivalent und zeigt, daB 
der betrachtete Kegelschnitt mit # 2 # 3 + #i# 4 in der Geraden 
# 2 -f a? 3 = eine doppelte Berfibrung bat. Ebenso ergeben sicb als 
mit der obigen Gmndform aquivalente Pormen: 

= und XX + x + # 2 -. 0. 



11) Die zwSlf Kegelschnitte 



r *! 
X B a 

entbalten je drei Punkte des Yierecks, beriibren zu zweien in jedem 
dieser Punkte die Nachbarseiten des Yierecks und geben zu dreien 
durcb die acbt Punkte, die die Seiten des Yierecks mit dem Kegel- 
scbnitt 2x? = gemein haben. Die Seite a/ 4 = scbneidet diesen 
in Punkten, fur die zugleich x^ # 2 -f- # 3 ~ und ^ 0/3+ x z x^ + % x%~ 
ist, die also den Gleichungen Xj*~x%x S ) ^2 2= =. ? *3^i5 #8 2=:s #i#2 ent- 
sprecben. 

12) Die Gleicbung des Kegelscbnittes, der die vier Funda- 
mentallinien und die Gerade %#!+ o>^-\- a B x s + ##4 be- 
rittirt, ist 44 ) 



Setzen wir or 1; 2 , a 3 fiir (aj- aj(a 2 a s ), usw. und berucksicb- 
tigen ! + 2 + a s == , so erbalten die Berubrungspunkte der vier 
Fundamentallinien die Koordinaten 

) ^ 2i a i: a 3> ^ a l> ^2? :} a i5 5 <*3? 1? ^2) ^3? 0. 

Die Koordinaten des Berubrungspunktes mit der Geraden a t sind 
% (% - 8 )(a 8 ~ aj(% - flj, a; 2 - (a 3 - 
^s * Oi - 8 ) (i - <0 ( a - ^) , ^4 = (a 



Siebenzehntes Kapitel. 
Die allgemeine homogene Grleiclmng zweiten Grades. 

305. Die allgemeine G-leichnng in projektiven Koordi- 
naten, Im 8. Kapitel wurde gezeigt, in welcher Weise die 
allgemeine Grleiclmng einer Kurve zweiten Grades in recht- 
winkligen oder schiefwinkligen Parallelkoordinaten in gewisse 
einfache ? durch die Gattung der Kurve bestimmte Normal- 
form en iibergefiihrt werden kann, und es wurden Kriterien 
abgeleitet, mit deren Hilfe sich leicht entseheiden laBt, welcher 
Gattung der durch ein beliebig gegebenes Beispiel der Glei- 
chung zweiten- Grades dargestellte Kegelschnitt angehort. 

Bei den folgenden Betrachtungen soil nun vorausgesetzt 
werden, dafi die Gleichung der Kurve in projeMiven Dreiecks- 
boordinaten x 19 x%, X B (vgl. Nr. 87) vorliege. Sie hat alsdann 
die Gestalt Sa^x^ oder 
(1) ffa, X}, x z } = a^x* + a^xf + <%#/ 

+ 2a 2Z x 2 x s -\- 2a sl x^x i + 2a 12 # 1 # 2 = 0. 

Statt f(x t , x$, # 3 ) wird im Polgenden haufig f(x, x) gesetzt, 
wobei das doppelte x anzeigen soil, daB (1) in den x yom 
zweiten Grade ist. 

Wie bei Parallelkoordmaten enthalt auch jetzt die Glei- 
chung der Kurve fiinf unabliangige Konstanten^ diese lassen 
sich daher so bestimmen, daB die Kurve (1) durch funf ge- 
gebene Punkte geht und also mit einem beliebigen gegebenen 
Kegelschnitt zusammenfallt. 

Die Gleichung (1) enthalt die Gleichung in Parallel- 
koordinaten als einen besonderen Fall, den wir erhalten, wenn 
wir ^ und # 2 durch x und y ersetzen und die Seite # 3 = 
des Koordinatendreiecks (Fundamentaldreieeks) im Unendlichen, 
d. h. a? s = 1, annehmen (Nr. 76). 
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Andererseits kann die dual entsprechende Gleichung 
, ,, MS) 



in projektiven Linienkoordinaten jeden beliebigen nicht z* 
fallenden Kegelschnitt darstellen, weil sie fiir funf willkurli 
gewahlte Tangenten eines solclien erftillt werden kann. Wei 
die duale Deutung im -folgenden der Kurze wegen zumei 
unterlassen ist ; so sollte sich der Leser doeh diese Ubertragui 
zur selbstverstandlichen Gewohnheit machen. 

Uberhaupt kann jede Kurve von einer gegebenen Oi 
nung mit Hilfe einer homogenen Punktion yon demselbi 
Grade in x, % 2 , x z dargestellt werden; denn man erken 
leieht, dafi die Zahl der Glieder in der yollstandigen Grleichiu 
n ien Grades zwischen zwei Unbekannten ubereinstimmt n 
der Zahl der Glieder in der homogenen Gleichnng n*** Grad 
zwischen drei Veranderlichen. Diese beiden Gleichnngen si 
gleich fahig, irgend eine besondere Knrve darzustellen, 
sie dieselbe Zahl von Konstanten enthalten. 

306. Tangente, Da die Koordinaten irgend eines in d 
Verbindungsgeraden von P'C^i'l^s'l^O un ^ <P"(xf'\ x^ r \x^ 
liegenden Punktes von der Form lx f ' + mx" sind (Nr. 7! 
so konnen die Punkte, in denen jene Gerade irgend ei 
Knrve schneidet, dadurch bestimmt werden, dafi man die 
Werte an Stelle der Veranderlichen in ihre Gleichung ei 
setzt nnd die aus der so erhaltenen Gleichung entspringend 
Werte des Verhaltnisses I : m ermittelt. 

So werden (vgl. Nr. 132) die Schnittpunkte jener G 
raden mit dem Kegelschnitt f(x i9 x%, # 3 ) == durch die qu 
dratische Gleichung 45 ) 



'^ 

2a 81 + Sa^'V) - 
bestimmt, die wir mit leicht verstandlichen Abkurzungen 
der Form schreiben wollen 
(2) Vf(sf 9 x'} + 2lmf(x', x"} + m*f(x", x"} - 0. 

Liegt der Punkt P f auf der Kurve, so verschwind 
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f(x', of), und die quadratische Gleichung geht in eine lineare 
fiber. Ikre Auflosung fiir l:m -- f(x", x"} : 2f(x, x fr ) gibt 
fiir die Koordinaten des Punktes, in dem der Kegelschnitt 
durch die Gerade von einem seiner Punkte P' nacli einem 
willkiirlich aufier ilim gewahlten Punkte P" geschnitten wird, 
die Werte f(x", x"}x? -2f(x\ x"}x". Diese reduzieren sich 
auf a?/ selbst, sobald f(x', #") ist. Wenn also die Ko- 
ordinaten a?,. = #/' die Gleichung 
(3) f(x, of) = a^Xi + a^Xs + a 33 x B x s f 

+ a ZB (x^+x^x 3 ] + %(> S <+# 3 X) + aufaxi'+Xi'xJ 
erfuUen, so schneidet die Verbindungsgerade der Punkte P f 
und P" die Kurye in zwei in P' zusammenfallenden Punkten, 
oder mit andern Worten, der Punkt P" liegt in der Tangente 
des Eegelschnittes im Punkte P'. Somit ist f(x, x 1 } = die 
Gleichung der Tangente des KegelschniUes. 

307. Polare. Auf Grrund der yollstandigen Symmetric der 
Gleichung (3) nacb den GroBen ^.und a?/ erkennen wir (Nr. 134)^ 
daB diese Gleichung die Polare des Punktes P r darstellt, so- 
bald dieser mcht in der Eurve liegt. Wir konnen den nam- 
lichen SchluB aus der Bemerkung begrunden, daB f(x' 9 x fr ) = Q 
die Bedingung ausdriiekt ; unter der die Verbindungsgerade 
der Punkte P' und P" durcli die Kurve harmoniscii ge- 
teilt wird. 

Die GleicHung der Polare des Punktes P' kann, wenn 
wieder die Verabredung a ik a ki getroffen wird, in der Form 
(3 a) z/Outfi + a 12 # 2 + ^13^3) + ^'Ki^i + ^22^2 + 



gescbrieben werden. Der bier auftretende trinomiscbe Faktor 
von re/ ist aber je die Halfte ^^/"(^i) ^ er nac k x i S 6 " 
nommenen Ableitung der linken Seite der Gleichung (1) des 
Kegelschnittes. So geht (3) fiber in 
(4) f(x, x) ^ Zxrt - x^ + x,'f, + x,'U - 0. 

Insbesondere ist fur #/= ; x$= die Polare der Ecke des 
Koordinatendreiecks AiO|0) durch ^=-0 dargesteUt*), 



*) Die im FaUe ^n + gestattete Darstellung von f(x, a?) = 
in der Form 
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die Gleichung der Polare der Ecke A t wird also gebildet, 
indem man die nach sc i genommene Ableitung/"(# ) der linken 
Seite der Gleichung des Kegelschnittes gleich Null setzt. 

Da die Gleichung der Polare bei der Vertauschung der 
X. mit den #/ ungeandert bleibt ; so kann sie anch in der 
Form geschrieben werden 

(5) f(x, x) s a, (a n ar/ 4- a 12 < + a^) 

+ x s (a^ + a^ + a 23 z 3 ') + a? 3 (a 31 < + a S2 z 2 ' + a^} = . 
Diese Vertauschbarkeit der x i und #/ begriindet aber die 
Satze von Nr. 135. Wir konnen die ff geradezu als die Linien- 
koordinaten der Polare Ton P' nehmen. 

B. l) Perspektive Lage der polar-konjugierten Dreiecke. 

Dem Fundamentaldreieck ^ = 0, ^ 2 0, o? s == ist polar- 
konjugiert das Dreieck /i= 0, f 2 = 0, /g= 0. Die Yerbindungs- 
linien entsprechender Ecken sind a si f^ a^/g^O, a 12 /g % 3 /i=0, 
a 28/i"~ a si/2~ ^- ^ e Schnittpunkfee entsprechender Seiten haben 
die Gleiehungen 81 i s 12 ' 3 = , o 19 w s a 23 w l8 , a 23 %agi w 2 = . 
(Nr. 67, 4). 

2) Ein Polardreieck P'p"p r " ist bestimmt durch ^', OJ 2 ', a? 3 '; 
<> a;/ 7 , ^ 3 " (Nr. 136) vermoge V/'- ~ i'Yi'- ,'?/ d 
<": V': V- ttV- ^/sO : (fttf-fM) : C/iV,' - A'/iO- 

308. Diskriminante. Wenn eine Kurve zweiter Ordnung 
in ein Geradenpaar ansartet, geht nach Nr. 137 die Polare 
eines jeden Punktes ihrer Ebene durch den Schnittpunkt 8 
der beiden Geraden. Wenn daher die allgemeine Gleichung 
f(x, x) = ein Geradenpaar darstellt, sind die Polaren der 
Fundamentalpunkte 1 1 | 0, Oil ? | | 1 bez. f == 0, 
/i-0, /i-0 oder 



drei Geraden durch einen Punkt. Indem wir ahnlich wie in 
Nr. 37 aus diesen drei Gleiehungen x lf # 2 , o; 3 eliminieren, er- 
gibt sich als Bedingung dafur, daB die Gleichung f(x, x) 



, 

in der die letzten drei Glieder durch ihr Yerschwinden zwei Geraden 
dureh ^ darstellen, gibt auch (Nr. 258) a il x l + a 12 ic 2 + a i& cc 3 als 
die Polare yon A l und begrundet damit ihrerseits das Polgende. 
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ein Geradenpaar darstellt, das Verscliwinden der aus den a ik 
gebildeten Determinante dritten Grades A, also dieselbe Be- 
dingung, die sehon bei Parallelkoordinaten in Nr. 62 geftmden 
wurde. 

Auch im Folgenden werden wir die Unterdeterminanten 
von A stets mit A a bezeichnen. Es sei daran erinnert, daB 
die aus den A ik gebildete symmetrisehe Determinante den 
Wert A? und ihre Unterdeterminanten h ijt die Werte Aa ik 
erhalten (vgl. Teil 1, S. 81 und 284). Die Koordinaten des 
Doppelpunktes des Geradenpaares f(x, x) = lauten datm 
wie in Nr. 138 

#/ : x% : x s ' A n : A i2 : A % (i = 1 oder 2 oder 3). 

309. Tangentialgleielmng. Die Auflosung linearer Glei- 
chungen wenden wir ferner an auf die Frage nach der Be- 
stimmung der Koordinaten des Poles einer Geraden u { oder 
u 1 x 1 -\-u 2 x^ + u 3 x s =^0 in bezug auf den Kegelschnitt f(x 9 x) = 0. 
Sind a?/ die gesuchten Koordinaten ? so gelten die drei linearen 
Gleichungen 

(7) A' -MI, /i'-tfi, /B'-WS- 

Durek Auflosung yon (7) nach a;/ erhalt man 



(8) 



Die Koordinaten des Poles sind also stets reell, wenn die 
Grerade es ist, und umgekehrt; sie sind vollig bestimmt, so 
lange A 4= ist. 

Da insbesondere der Pol einer Tangente des Kegel- 
schnittes inr Berulirungspunkt, also ein Punkt dieser Tangente 
selbst ist, erhalten wir durch Einsetzen der Koordinaten- 
werte #/ an Stelle der Veranderlichen x t in die Gleictung 
der Geraden die Bedingung, unter der im Falle A 4 s die 
Gerade u t den durch die allgemeine Gleichung (1) dargestellten 
Kegelschnitt beriihrt, namlich 

(9) 4uV+^V + ^.V 

0, 
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die G-leicJiung F(u i} u^ U B ] = des Kegelschnittes in Linien- 
Koordinaten. 

Wir erinnem daran, da8 diese Gleichung, falls f(x, x) * 
ein Geradenpaar ist, dessen Schnittpunkt doppelt zahlend dar- 
stellt; im Falle einer Doppelgeraden verschwindet (9) iden- 
tisch (vgl. Teil 1, S. 307). 

Die Tangentialgleichung (9) kann naturlich auch in ana- 
loger Weise wie in Nr. 149 abgeleitet werden. Man erhalt 
sie alsdann in der Form einer gleich Null gesetzten sym- 
metrischen Determinante 



(10) -. 







'0, 



die aus der Diskriminante A durch. 7; Randern" mit den Linien- 
koordinaten u iy w- 3 , w s hervorgelit. 

Die Bedingung ? nnter der sich. zwei Geraden u t und v 
anf dem Kegelschnitt f(x, x) = Q sekneiden, wird offentar 

(11) On (w a s 8^) 2 + - ' 

+ 2a 2S (w 3 ^ - MI)(WI^ M^VI) + 0, 

wobei sich die durch Punkte angedeuteten Glieder aus dem 
vorhergehenden Gliede durch zyklische Vertauschung der In- 
dizes ergeben. Die Gleichung (11) lafit sich auch in der 
Form schreiben: 



(11 a) 



M 3 

v. 



Werden u i} u 2 , U B als Koordinaten irgend einer Geraden 
betraehtet, so steUt diese Gleichung in Linienkoordinaten w. 
das Paar der Schnittpunkte einer gegebenen Geraden v x = 
mit dem Kegelschnitte (1) dar. 

Dual zu (3 a) und (4) folgt ; dafi die Koordinaten des Pols 
der Geraden v 9 = in bezug auf den Kegelschnitt 
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(12) <p(u, fOss 





durch die Ausdrucke qp'(^) gegeben sind, die man erhalt, 
wenn man in den partiellen Different]' alquotienten von (12) 
naeh den u { die GroBen u ly u<%, % durch v l7 v%, v$ ersetzt. 

Irgend ein Strahl des durch zwei Geraden u x und 
v x = bestimmten Busehels hat Koordinaten von der Form 
2,u t + iiv t ] daher 1st $>(% + /B^, 2,u 2 + pv 2 , Aw 3 + fiv 3 ) 
die Bedingung dafiir, da8 dieser StraKL eine Tangente des 
K^elschnitts (12) sei. Die Entwickelung naeh Potenzen von 
A und p ergibt: 

(13) A 2 <p(w ; M) + 2i(tq>(u, v) + ^ 2 <p(0, w) = wobei 

(14) ^(t*, *) = (o^ 



Hier ist qp(w, v) = die Bedingung dafiir, da8 zwei Geraden 
i^ und v t in bezug auf den Kegelschnitt (12) konjugierte Po- 
lar en seien, und bei veranderlichen Linienkoordinaten u t ist 
(14) die Gleichung des Poles der Geraden v t in bezug auf (12). 
Vgl. auch NT. 132 und 134. 

B. 1) Man soil die Koordinaten des Poles der Geraden v t in 
bezug auf den Kegelschnitt (^3^)% + (a s x^ + (a s x s }% *=* Q be- 
stimmen. In diesem Falle ist nach. Nr. 303 die Tangentialgleichung: 

l^2^3 + a '2 U 3 U i + Ct s U U^ 0; 

die Koordinaten des Poles sind also 



2) Den Ort des Poles der Geraden v { in bezug auf einen Kegel- 
schnitt zu bestimmen, fur den drei Tangenten und eine andere Be- 
dingung gegeben sind, 46 ) 

Wenn wir die SchluB-Gleichungen von 1) nach 1? a 2 , a z auf- 
losen, so finden wir a 19 a 2 , a s den GroBen ^(^3^2 + ^s~"~ ^1^1)* 
^Kft + ift v *y^-> Vtfayi + v*V* - *%) proportional. 

Die gegebene Gleichung bezeichnet aber einen Kegelschnitt, 
der die drei Fundamentallinien ^ = 0, o; 2 ==0, ^3=0 ber-uhrt; 
eine vierte Bedingung, der der Kegelschnitt genugen mufi, begrundet 
eine weitere Beziehung zwischen a 1? a 2 , # 3 , aus der durch Einsetzen 
der eben angegebenen Werte die Gleichung des Ortes hervorgeht, 
den der Pol von v t beschreibt. TrS,gt man fur v t die Seitenlangen Z f 
des Fundamentaldreiecks ein, so erhalt man in derselben Gleichung 
den Ort des Mittelpunktes in Normalkoordinaten. So schliefien wir 
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aus dem Nachweis, daB der Kegelsclinitt die Gerade w i beriilirt, 
wenn 2(a t : w^) 0, daB der Ort des Pols der Geraden v i in bezug 
atif den die vier Geraden a^ 0, # 2 = 0, #3=* 0, J5w # f = be- 
riihrenden Kegelschnitt die durch 



dargestellte Gerade ist (Nr. 304, 1 fur den Fall des Mittelpunktes). 
In dieser Gleichung sind die fruheren y i durch die x t ersetzt. 

Oder, weil der Kegelschnitt durch den Punkt y i geht, wenn 
die Bedingung 2?]/(a,-2/ ) = erfiillt ist, so ist der Ort des Poles 
der Geraden v t in bezug auf die Kegelschnitte, die die Geraden 
a'j^O, XZ^Q, ^s=0 beruhren und den Punkt y i enthalten, 
durcn 



~ v s^s) } * = 
ausgedruckt. Dieser Ort ist also ein Kegelsehnitt, der die Geraden 



bertibrt. Wenn man den Ort des Mittelpunktes sucnt, d. h. bei 
Hormalkoordinaten die v i durch die Z f ersetzt, so sind diese drei 
Geraden die Verbindungsgeraden der Mittelpunkte der Seiten des 
von x l = 0, # 2 = 0, #30 gebildeten Dreiecks. 

3) Man soil die Koordinaten des Pols der Geraden v t in bezug 
auf den durch die Fundamentalpunkte gehen den Kegelschnitt a 2S # 2 # s 
+ a B1 sc B ^ + a^^Xz = bestimmen. 

Nach (30) in Nr. 302 ist die Tangentialgleichung 



die Koordinaten des Poles sind daher 



Man hat also 
und ebenso 



und findet wie in 2) a 23 , a 31; a^ bez. proportional zu 



Da nun die Bedingung, unter der ein dem Dreieck x = 0, ^ == 0, 
d? s = umgeschriebener Kegelschnitt durch einen vierten Punkt x t 
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hindurchgeht, durch ^H + ^% + ^ dargestellt wird, so 1st 
x i x t X B 

der Ort des Poles von v t in bezug auf einen durch vier Punkte ge- 
henden Kegelschnitt: 



(ll + ^2% - Vi) 0. 



Fur den Ort des Mittelpunktes ergibt sich daraus ein durch die Seiten- 
mitten des Fundamentaldreiecks gehender Kegelschnitt (Nr. 287, 9). 
Die Bedingung, unter der der Kegelschnitt eine Gerade a^ 
+ a 2 # 2 + a 2 ar s = beriihrt, liefert den Ort des Poles der Geraden v { 
in bezug auf einen durch die drei Fundamentalpunkte gehenden 
und jene Gerade beriihrenden Kegelschnitt als 



W* - W$)} =" 0. 
Dieser Ort ist im allgemeinen eine Kurve vierter Ordming. 47 ) 

4) Man beweise folgende Satze: Wenn zwei Kegelschnitte mit 
einem dritten Kegelschnitt in doppelter Beruhrung sind, so liegen 
die Schnittpunkte der gemeinschaftlichen Tangenten mit den Polen 
der Beruhrungssehnen in einer Geraden und bilden mit ihnen eine 
harmonische Gruppe (vgl. Nr. 261). 

Wenn drei Kegelschnitte zwei zu alien gemeinschaftliche Tan- 
genten haben, so liegen die Schnittpunkte der ubrigen, jedem Paare 
gemeinsamen Tangenten in einer Geraden. (Vgl. Nr. 267.) 

5) Wenn man von einem Punkte, der auf einer festen Geraden 
fortruckt, an eine Kurve zweiten Grades die Tangenten zieht und 
zu diesen und der festen Geraden in jedem Falle einen vierten 
Strahl so bestimmt, dafi er mit jenen ein konstantes Doppelverhaltnis 
cc hat, so umhtillen alle Lagen dieses Strahles einen Kegelschnitt, 
der den gegebenen doppelt beruhrt. 

Dies folgt dual aus Nr. 133. Ist g?(//, u) = die Gleichung 
des gegebenen Kegelschnitts in Linienkoordinaten und sind v i die 
Koordinaten der festen Geraden, so umhiillen die genannten vierten 
Strahlen die Kurve zweiter Klasse 

(a + I) 2 { O'^X + g>'(vfa + q>'W 



und diese Gleichung kann auch in folgende Form gebracht werden: 



Ersetzt man hier (cc + l) 2 : a durch einen Parameter i, so stellt 
<die Gleichung, den unendlich vielen Werten von I entsprechend, 
ein System von Kegelschnitten dar, die mit dem festen Kegelschnitt 
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<p(u, it) = eiae doppelte Beruhrung haben; hierbei 1st der Pu 
9>'( i i) w i + <?'(%) w a + y'W^s"" der Po1 ^ er Beruhrungsse 
(vgl. 3Tr. 258). 

6) Man soil em Vielseit konstruieren, das einem festen Ke, 
schnitt umgeschrieben 1st und dessen Ecken in gegebenen Gera 
liegen. (Vgl. Nr. 298.) 

310. Unbestimmtlieit polarer Zuordnung. Die Un 

suchung in Nr. 309 wird hinfallig, wenn die eindeutige 
ordnnng des Pols zu einer gegebenen Polare eine Ausnal: 
erleidet. Es entspringt so die Frage: Wann hat in "besug 
einen Kegelsclmitt eine Gerade unmdlicli viele Pole? 

G-enau in derselben Weise wie schon in N"r. 137 bei 
nutznng YOU scnief- oder rechtwinkligen. Cartesischen 1 
ordinaten gezeigt wurde, folgt auch jetzt bei Verwendung - 
projektiven Dreieckskoordinaten, da8 diese Unbestimmtl 
intiitt ; wenn die aus den Koeffizienten a ik gebildete De 
minante A verschwindet. In diesem Falle besteht der Kej 
scnnitt bekanntlicn (Nr. 308) aus einem Geradenpaar, der 
einer gegebenen Greraden genorige Pol ist nun vollig un 
stimmt. In gleicher Weise wie in Nr. 137 und 138 folgt, < 
die Dreieckskoordinaten # t | 2 1 ^ 3 des Schnittpunktes S die 
Geradenpaares Gleichungen erfullen von der Form 
(15) (urA-4 4 , 

wobei (> einen Proportionalitatsfaktor bedeutet (vgl. (27 a) 
Nr. 138). 

Die Greraden, in die der Kegelschnitt zerfallt, wer< 
bestimmt, wie folgt. Sind ihre Koordinaten a., & i; d. h. 
f(x } x)z=a 9 * 1 X9 so hat man %= i(<6 4 



Aus a x =*Q und 6^=0 folgt fur die Koordinaten . 
Schnittpunktes 8 



und wenn man den Proportionalifcatsfaktor Q bei A ijs *= 
gleich 1 annimmt, ist zu setzen 



Alsdann besteht das System von Gleichungen 
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Fur die Linienkoordinaten v.= f f (y^ der Polare eines ge- 
gebenen Poles y erhalt man 



Derselbe Grang ,der Untersuchung beleuchtet den Aus- 
nahmefall der zerfallenden Kurven sweiter Klasse, wo also 
die Kurve aus einem Punktepaar besteht. Dual zu den Be- 
traciitungen in Nr. 137 folgt, dafi der Pol des Tragers g des 
Punktepaares unbestimmt ist. Der Pol irgend einer Geraden g l 
1st der yierte harmonisciie Punkt P zu dem gegebenen Punkte- 
paar und zu dem Schnittpunkt der beiden Geraden# und^. 
Die Polare eines beliebigen Punktes P ist unbestimmt. Liegt 
P auf g, so kann jede durcli P x gehende Gerade als zu P 
gehorige Polare betrachtet werden. 

311. Gleiclmng in P-oaktkoordinaten fur eine Kurve 
zweiter Klasse. Dual zu Nr. 149 und 309 folgt, daB der 
Kurve zweiter IQasse 

(16) <p(u, ) = ll % 2 + 2(^ 3 1 W 2 + C 22 W 2 2 + 2^3^ M s 

+ 2cf 38 %% + 3 3 w 3 2 = 
die Gleichung in Punktkoordinaten 

(17) <J>0, a?) = Aju^ 2 + 2 A^&a + A 22 ^ 2 2 + 2^^ a;, 



zugeliort, in der A, ft die Unterdeterminante YOU fi in der 
Diskriminante 

! ll 12 13 

(18) A=|a 21 o: 22 ^ 23 , (i ft -a u ) 

! Sl 32 ^38 1 

bezeiclinet. Ferner ist, analog zu Nr. 149 und 309: 

: n 13 <* 13 ^ j 

(19) <D(a?,a?)--! ** ^ "" 23 ^1- 

" } ^ } I 8l 32 33 #3 | 

I a^ rr 2 # 3 01 

J.Z50 sfcZB eiwe Gleichung 3weiten Grades in Linienkoordi- 
waten einen Kegelschnitt dar, dessen Gleichung in Punkikoordi- 

Salmon-Fiedler, anaL Geom. d. Zegelschn. H. 7. AufL, 9 
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erhalten wird, indem man die Diskriminante der gegebe 
mit den x t f ,randert". 

Im Falle A == zerfallt die Kurve zweiter Klasse in 
Punktepaar; hat dessen Trager die Koordinaten ^ j v 2 j v s , 
ist nun i\v k = A, ft (vgl. Nr. 138), und die zugehorige Gleichi 
in Punktkoordinaten 

(20) <!>(*, ac) = (v^ + v^ 3 + t> 3 O 2 =~ 

stellt den Tmger des Punktepaares doppelt zahlend dar. 

Will man von der zu f(x, x) == ZSa.^x^ = getorii 
Gleichung (10) in Linienkoordinaten F(u 9 u) = ausgeh 
wieder die Gleiclmng in Punktkoordinaten ableiten, so s 
die cc ik in (16) zu ersetzen durch die A ilt , an Stelle voi 
tritt die ans den A ilt gebildete Determinante, deren Wert n 
Nr. 90 gleich J. 2 ist. Perner sind die Koeffizienten A a , 
(17) dnrch die Unterdeterminanten St fi der eben erwakc 
Determinante zu ersetzen. Hierbei ist aber (ygl. Teil I, S, 
und 284) 3^4%, die aus F(u, u) = abgeleitete G 
cbung in Punktkoordinaten 0(# ; x) = wird daher nunm 

(21) <D(ar, x) = Af(x, x) = 0. 

312. Allgemeine Parametermetliode. Betrachten wir 
Kegelschnitt als Erzeugnis projektiver Strahlenbuschel, so k 
man diese, falls sie nicht perspektiy sind ; immer so gege 
denken, dafi die Gleichungen lauten (Nr. 290) 

(22) a,+ *&,-0, 6,+ *c.-0. 
Die Gleichung des Erzeugnisses ist dann 

(23) V.-V-0, 

wo a x 0, c x = die Tangenten in den Endpunkten 
Sehne 6^= sind. Eliminiert man aus den Biisclielgleiclmn 
mit Hilfe von w a = die Koordinaten x i} so erhalt man 
Bestimmung derjenigen Werte von A, die den beiden Seta 
punkten der Geraden u { mit der Eurve entsprecben, die 
dingungsgleichung 



(24) 



= 0. 



Wir bezeicbnen nun das System der adjungierten I 
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mente der nach der Voraussetzung nicht verschwindenden 
Determinante 

I A! AS A 

w><iJ- "D ~D 1 

mit jj-t Jjo Ju 

Gr\ f 
i 2 C 

Dann ist die Entwickelung des Eliminationsergebnisses 
falls die linearen Symbole gebraucht werden 



Dabei definieren J. M =*0 ; C tt =0 die Berukrungspunkte der- 
Tangenten c x bez. ^=0, nnd J5 M = deren Sclmittpnnkt. 
Soil nun die Gerade u t eine Tangente der Kurve sein, 
so muB die Grleichung (25) for & gleiche Wurzeln liaben, 
d. h. man hat 

(26) 4A U C U -B U *=0. 

Diese Tangentialgleichung der Kurve kann wiederum an- 
gesehen werden als das Ergebnis der Elimination von Js aus 

(27) B u -21cA u =<Q, 2C u -JcB u =0. 

Diese Gleichungen stellen aber projektive Keiten in den Tan- 
genten c x =Q y ^=0 dar. Sie sind aucli zu den Buscheln 
projektiv ; nnd zwar entsprechen den Tangenten ihre BerQli- 
rungspnnkte A u 0^ C u = for Jc oo bez. Jc 0. 

Demnach ist das Erzeugnis zweiter Ordnung zweier pro- 
jekkiver Sfyahlenbuschel auch ein Erzeugnis sweiter Klasse 
zweier projektiver Puriktreihen (vgl. Nr. 281ff.) 

Aber diese Erzeugung liefert unmittelbar auch die all- 
gemeinste Parametermefhode. Denn nach Nr. 291 konnen wir 
je zwei liomogene Parameter A, /t einfUhren mit Hilfe der 
Definitionen 

^.-^-.p'O,,, pft.-^--^'^, ^-^-p f -4, 
wobei 9 und ^^ Proportionalitatsfaktoren bedeuten. 

Durch Axif losung folgt 



Diese x i} u { sind aber allgemeine qnadratisclie Funktionen 
der Parameter A, ^. Dafeer 5^27ew umgekehrt drei quadratische 

9* 
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Formen gweier unabhangiger Veranderlicher , deren Werte dls 
Punkt- oder Linierikoordinaten gedeutet werden, Pwrikte oder 
Tangenten einer Kwrve zwtiten Grades dar.*) 

Die yorstelienden Definitionea, deren kleine ITnterschiede 
zu beaehten sind, sind so gewahlt ; daB dieselben Parameter- 
werte je Punkt und zugehorige Tangents charakterisiereB. Man 
ftberzeugt sicli leicht, daB infolge der Determinanteneigen- 
schaffcen Zu^ bei Einsetzung der Parameterausdrucbe iden- 
tisch verschwindet. 

B. 1) 1st eine Kurve zweiter Ordnung durch 



gegeben, so latitet ibre Gleichung 

(AfiXt + JVs + CQ**)(-A*XI + ^2^2 + 
. (A^ + B^ + O^g) 2 = 0. 

Hierbei sind A Q , J? , <7 , J. 1? . . die Unterdetenninanten der Elemente 
tf , Z> , c , a 1? . '. der aus den neun Koeffizienten a , fy , c f , (i = 1 , 2 , 3) 
gebildeten Determinante dritten Grades. 

2) Die Tangente des dem Parameterpaar A | p zugehorigen 
Punktes hat die Gleichung 



0. 



Man bilde die Gleichung der Yerbindungslinie der durch I \ ft 
und l f \ p gegebenen Punkte; fur 'b&nach'barte Parameterwerte bieten 
sich Reduktionen, die zu der verlangten Tangentengleichung fuhren. 

3) Man bestimme die Gleichung eines Kegelscnnittes, der mit 
zWei anderen f(o?, x) 0, g(x, x) je eine doppelte Beruh- 
rung hat. 

Bezeichnen wir durch ^=0, v x = ein Paar der Schnitt- 
sehnen von f(x, x) = 0, g(x, x) 0, so daB f(x, %)%0(x, x) = u x v x 
ist, so stellt ft 2 ^ 2 2 jt { f (* , x) + xg (x , x) } + v* fur beliebige 
Werte von fi ein System von Eegelschnitten dar, die mit f(x, aj)=0 1 
g(x, x) == eine doppelte Beruhrung haben. Denn diese Gleichung 
hat die beiden Squivalenteu Pormen 



(?+ ^) 3 ~ 4fi/X*i *) - 0, (ft^- t;J 2 - p*g(x, x} - 0. 

Dife Bertihrungssehnen pu x ^ = bilden mit den Schnittsehnen 
ffl^sw 0, ^w ein harmonisches Buschel. 
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Da die Gleichung in ^ vom zweiten Grade 1st, so gehen durch 
jeden Punkt zwei Kegelsehnitte des Systems, und weil es uberdies 
drei Paare von Schnittsehnen der beiden Kegelschnitte gibt, so gibt 
es auch drei solehe Systeme von Kegelschnitten. Ihre Anzahl redu- 
ziert sich auf zwei, wenn der Kegelschnitt #(#, x) = in ein Paar 
von Geraden ausartet, weil dann nur zwei von diesen verschiedenen 
Paaren von Schnittsehnen vorhanden sind. Wenn endlich sowohl 
f(x, x) = als auch g(x, x) = in Geradenpaare ausarten, so 
gibt es, wie bekannt, nur ein System doppelt bertihrender Kegel- 
schnitte. 

4) Die Gleichtmg eines Kegelschnittes, der vier Geraden 3^ = 0, 
3/2 = 0> S/s^Oj 2/4 = beriihrt, lautet, falls ^3 2/ 2 2/4 = ^2 *= 
die Gleichung der Diagonalen des Yierseits ist, 



Setzt man nacheinander die y i gleich Null, so erh&lt man die Be- 
ruhrungspunkte der Seiten und sieht, daB ihre Yerbindungslinien 
mit den Diagonalen ein harmonisches Biischel bilden (vgl. 3). Ein 
durch diese Beruhrungspunkte gehender Kegelschnitt hat eine Glei- 
chung von der Form 



und die den Werten p und l' entspreehende Gleichung wird mit 
dieser identiseh fur I = X (^' ^) : (^ + $. 

Hiernach gibt es einen durch die acht Benihrnngspunfcte von 
zwei solchen eingeschriebenen Kegelschnitten gehenden Kegelschnitt, 
der die Gleichung hat 

p fi^! 2 (^ + rt (y^s + 2/23/4) + sf o . 



Wenn man das Diagonalendreieck des Yierseits zum Funda- 
mentaldreieck x^x^ = wShlt, wobei nun ^ + x % + # 3 == 0, x l 
# 2 + #3 0, ^ + ^^3=0, a^ a; 2 # 3 = der Eeihe 
nach die Seiten 2/ 4 .= 0, (i = 1, 2, 3, 4), des Yierseits darstellen, 
so erhalt man die Gleichung des eingeschriebenen Kegelschnittes in 
der Form 



(Es ist y x y 8 + y a y 4 2 (^i 3 + # 2 2 a; s 2 ), 

^ = 2^, -e 2 = 2o? 2 ). Dieses System von Kegelschnitten hat in der 

Tat zur Htillkurve 



oder 

i- ^) - 
Die Gleichung des Systems kann mit Hilfe von cos 2 9 = 1 : (l ft) 
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in der Form geschrieben werden 

x* = -3L- + ~?\~ (ygi. tfr. 299). 
3 C08 2 sin-r v e ' 



5) Die Gleichung eines Kegelsclmittes, der mit zwei durch die 
Normalformen \ = 0, & 2 = ihrer Gleichungen gegebenen Kreisen 
je eine doppelte Beruhrung hat, 49 ) nimmt eine einfachere Porm an, 
namlich 



Die Beruhrungssehnen des Kegelschnittes mit den beiden Kreisen 
sind dnrch \ \ + ft = 0, A\ fe, ft dargestellt tmd daher 
zueinander parallel und gleich entfernt von der Potenzlinie der 
Kreise. Da man die Gleiclmng dieses doppelt beruhrenden Kegel- 
schnittes auch in der Form 



schreiben kann, so ist er der Orb eines Punktes, fur den die Summe 
oder Differenz der Tangenten zu zwei gegebenen Kreisen konstant 
ist. Denken wir beide Kreise als unendlich klein, so erhalten wir 
die Eigenschaffc der Brennpunkte des Kegelschnittes rucksichtlich 
der Summe und Differenz der Brennstrahlen. Nehmen wir ^ dem 
Quadrate des Abschnittes gleich, der zwischen den beiden Kreisen 
auf einer ihrer gemeinschaftlichen Tangenten liegt, so bezeiehnet 
die Gleichung ein Paar der gemeinschaftlichen Tangenten beider 
Kreise (Hr. 128). 

6) Nach dieser Methode sind die gemeinschaftlichen Tangenten 
der Kreise in 

"tfr. 117,1) 
-ST. 118,1) 

7) Drei Kreise sind gegeben durch \ = 0, Jc 2 0, Js 3 = 0; 
sind dann a^ = 0, y = die gemeinschaftlichen Tangenten zu 
^ = 0, AJ S =0; ebenso a: 8 =0, / 2 =0 die zu X: 8 0, A^0, 
und #3=0, y$ - die zu \ = 0, k% 0; gehen ferner x = 0, 
a? 3 = 0, x$=* durch einen Punkt, so gehen auch y^ = 0, # 2 = 0, 
y s = durch einen Punkt. 

Denn sind die Gleichungen der Paare gemeinsamer Tangenten 




so ist die Bedingung, unter der sich x l =^ 0, a; 2 = 0, rc 8 = in 
einem Punkte schneiden, t t ^ == f 3 , und man sieht, dafi mit der 
Erfullung dieser Bedingung sich auch y t 0, y 2 = 0, / 3 in 
einem Punkte schneiden mussen. 
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8) Daran knupft sich die Losung des Problems von Malfatti: 
JDrti Kreise zu bestimmen, die einander bertihren, und deren jeder 
zwei Seiten eines gegebenen Drdecte zu Tangenten hat. 

Steiner gab die Lo*sung: Man zeichne die eingeschriebenen 
Kreise der Dreiecke, die von je einer Seite des gegebenen Dreiecks 
und den Halbierungslinien der anliegenden Winkel gebildet werden; 
-da diese Kreise drei gemeinschaftliche Tangenten haben, die durch 
'einen Punkt gehen, so gehen auch ihre zugehorigen andern gemein- 
schaftlichen Tangenten durch einen Punkt. Diese sind die gemein- 
schaftlichen Tangenten der gesuchten Kreise. 50 ). 

9) Der Satz von 8) lafit sich auf Kegelschnitte iibertragen, 
-die einen gegebenen Kegelschnitt doppelt beruhren. 

Drei Kegelschnitte /"(#, x) z^ = 0, /"(re, x) 2 2 3 = 0, 
f(x,x) ^3 2 = 0, die einen gegebenen Kegelschnitt doppelt be- 
ruhren, werden von drei gemeinschaftlichen Sehnen, die ein Dreieck 
bilden, wie % + ^ 2 = 53 0, # 2 + % = 0, # s + ^i ~ in sechs Punkten 
geschnitten, die auf einem Kegelschnitt liegen. Denn es ist 
/(a?, x) + z^ + z B Zi + ?&=* (f(x, x) - ^ 2 ) + (^ + ^(X + 5r 3 ) . 
Liegen also von jenen Punkten drei in einer Geraden, so liegen die 
andern gleichfalls in einer Geraden. Die Deutung der Gleichungen 
in Linienkoordinaten gibt einen weiteren Satz. Mit Hilfe dieser 
Satze kann das Malfattische Problem und seine Lo'sung von den 
Kreisen auf Kegelschnitte iibert-ragen werden, die mit einem ge- 
gebenen Kegelschnitt in doppelter Beruhrung sind. 

313. Tangentenpaare. In gleicher Weise wie in Nr. 147 
bei Benutzung von Cartesischen Koordinaten gezeigt wurde ; 
folgt aucit bei Verwendung projektiver Dreieckskoordinaten, 
dafi das von einem Punkte y i an die Kurve zweiter Ordnung 
f(x 9 x) = gelegte Tangentenpaar die Gleichung hat 

(29) f(y,y}-f(x,x)-F(x,y) = Q, 

wobei f(x, y) zur Abkiirzung gesetzt ist fiir 

(30) ir (2/1)^1 + if (y,te + %f(y^* 
= if (i)yi + if (%)2/2 + if OOfc- 

Die Gleichung (29) ist auch die Bedingung dafur, dafi 
zwei Punkte x t und y. auf einer Tangente von f(x, x) 
liegen. Die Ausdrucke 



stellen also die Koordinaten einer solchen Tangente dar, und 
es kann daher der Ausdruck (29) von der linken Seite der 
Gleichung (9), in der die u t durch ihre Werte (31) zu er- 
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setzen. sind 7 nur urn einen Zahlenfaktor verschieden sein. ]M 
findefc in der Tat 

(32) f(y r y)f(%, x) F(%, y) 

==A n (^ 2 2/s ^s2/g) 2 " H 2^23(^32/1 #i2/3)(#i2/2 #22/1) + 

tJbrigens laBt sieli (29) aucL. in der Form schreiben: 
A u A^ -d 13 y x 1 j 

j -^21 ^22 -^23 2/2 X 

(33) A 3l AM AM 2/ 3 X B =0. 

; ^ ^ x Q o 
Dual folgt, daB 

(34) tpfo) )*pfa 9 u) tyfay v)^ = 

die Gleichung des Schnittptmktepaares der Geraden v & 

-f. v $ x s = mit der Kurre zweiter Klasse cp(u, M) = d 

stellt. Vgl. anch (11) und (11 a) in Nr. 309. 

B. l) Man soil durch Umformen und Entwickelung zeig 
daB die Biskriminante der Gleicbung f(y,y)f(x,x) f*(y,%) = 
rerschwindei 

2) Ort der Schnittpunkte der zueinander rechtwinkligen T 
genten eines Kegelschnittes (Haupikreis, vgl. Nr. 167, 6). Norn 
koordinaten seien vorausgesetzt. Man denke sich die Gleichung (i 
angeordnet in der Gestalt 



und wende anf diese Gleichung die in Nr. 68 abgeleitete Bedingi 
(12) fur die Orfchogonalitat eines Geradenpaares an. Zu dies 
Zweck hat man daselbst a^a^ ZTL ersetzen durch ^- 



So ergibt sich bei Anordnung nach Potenzen der laufenden ] 
ordinaten y.i 



A 1S cos^ 3 )^ 2 ^ 8 + - C 

1st die Gleichung des gegebenen Kegelschnitts auf Cartesis 
Koordinaten a?, y bezogen, also von der Form 

a n x*+ 2a lz xy + a^y*+ 2a is a + 2a 23 y + %= 0, 

so ist die Gleichung des vom Punkt |, 97 an die Kurve geleg 
Tangentenpaares 
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- >0 - 7/) - o. 

Die Bedingung der Ortbogonalitat ergibt daber insbesondere bei 
recMwinkligen Koordinaten 1 1 ^ als Gleichung des Haupfkrdses 

A + = 0. 



-^33 0, d. b. fQr die Parabel, geht der Hauptkreis in das 
aus Leitlinie und unendlieb ferner Geraden bestehende Geraden- 
paar uber. 

3) Die Hauptkreise der Kegelscbnitte einer Schar g>(%, w 3 , 5 ) 
il%(%, # 2 , ^ 3 ) = bilden ein BiiscTiel. 

Denn als lineare Eunktion der Koeffizienten der Gleichnng in 
Linienkoordinaten wird die Gleichung des Hauptkreises durch die 
Substitution yon o;^ lfi ik fiir A ik (Nr. 270) auf die Form 

" gebracbt. JDie Direktorkreise eines Gewebes ^9(^,^2, Mg) 

^ai %) + ^^K? W 2? u s) = tilden ein Netz ^1^1 + ^^ 
(^ r - 122). Insbesondere ergibt sich, daB die uber den 
drei Diagonalen eines vollstandigen Vierseits als Durchmessern be- 
schriebenen Kreise eine gemeinsame Potenzlinie haben. Das um- 
gescbriebene Yierseit der Scbar liefert sie fur das Biiscbel der 
Hauptkreise. 51 ) 

314. Satz von Carnot. Schneiden die SeitenJ. 2 ^L 3? A^A^ 
A^AI eines Dreiecks einen Kegelscbnitt bez. in den Punkte- 
paaaren JSt-B/; J? 2 ^5 -Bs-^'y so findet die Beziehung st^tt 



Dieser von Carnot gefundene Satz lafit sich folgender- 
mafien leicht beweisen. Haben die Ecken A ly A%, A z des 
Dreiecks die Koordinaten x l9 x 2) x$\ y 1} y 2 , y^ 1; %^ 3 , so 
haben die Schnittpunkte jB 3 , B B ' des Kegelschnitts mit der 
Seite A! A% Koordinaten von der Form y.+ &x if (i = 1, 2, 3) 7 
und zwar sind die den Punkten S 3 und J5 8 ' entsprecbenden 
Werte A 3 und L[ nach (2) in Nr. 306 Wurzeln der quadra- 
tischen Gleichung 

fa, y,, %) + A {f (ft)^ + f^)^ + f(y s }oc s } 



Es ist dann ferner 
daher 
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Analog findet man 



Durch Multiplikation dieser drei Grleichungen ergibt sicli die 
gewunschte Grleichung (35). 

Dem Carnotsclien Satze entspricht dual der folgende Satz 
von Ghasles 62 ): 

Sind a 19 # 2 , a z die Seiten eines Dreiseits nnd t ly /; 
f a , t^ t s , t z ' die yon seinen Ecken an einen Kegelschnitt ge- 
zogenen Tangenten ; so findet die Beziehung statt: 

sin(q 1 t a ) sinfa V) sin(a 8 < 8 ) sin^ V) sin^^) sinfa^Q ^ - 



Diese S'atze umfassen bemerkenswerte Sonderfalle, die in den 
Beispielen behandelt werden. 

B. 1 s ) Wenn von den Seiten des Fundamentaldreiecks im ersten 
Satze eine, etwa A^A^, den Kegelscbnitt bertihrt, so daB ihre 
Schnittpunkte mit ihm (J? s , 5 8 ') zusammenf alien, so erhSlt man 



Dadurch sind mit der Bestimmung des VerhSltnisses 
die Berubrungspunkte einer gegebenen Geraden mit einem durch 
vier Punkte gehenden Kegelschnitt bestimmt, deren harmonische 
Lage zu gewisseo gegebenen Elementen offenbar ist. 

LaBt man die Ecken des Fundamentaldreiecks auf dem Kegel- 
schnitt liegen oder seine Seiten ihn beruhren, so kommt man auf 
bekannte Satze zuruck (Nr. 302). Wenn einer der Punkte A i un- 
endlich entfernt gedacbt wird, z. B. -4^, so liefert die Gleichung (35) 

A 7 ~ 

gleichfaJls bekacnte Satze, nainlich : 



aus denen die Satze von Nr. 151 hervorgehen ; der anderen Be- 
ziehung entspringen dual entsprechende Satze. 

2) Wenn von den Ecken des Fundamentaldreiecks im zweiten 
Satze eine, etwa J. 3 , dem Kegelschnitt angehort, so fallen die beiden 
von ihr ausgehenden Tangenten t B und i in eine zusammen, nnd 
man erhalt eine Gleichung 

einfa ^ g 



sin(a 8 y sin(a s ,') sin(a 2 y sin(a 2 ^0 si 

die zu den vier Tangenten fj, ^', i a , t% und znm Punkte -4 8 durch 
die Werte des Verhaltnisses sm(a^ 3 ) : sin (a^ die Eichtung der 
Tangente in diesem Punkte bestimmt. 
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3) Der Satz von Carnot liefert auch erne Losung der Aufgabe, 
den Krummungskreis in einem gegebenen Punkte JB 3 eines Kegel- 
schnittes zu bestimmen, wenn dieser durch die Tangente von J? 3 
und drei andere Punkte gegeben 1st. 

Sind J? s , J? 2 ', B B drei Punkte des Kegelsehnittes, die wir 
Spater in B$ zusammenrucken lassen, und sind j& 3 ', jB 1? B drei 
andere Punkte des Kegelselmittes, so besteht fiir den Schnitt K 
des durch J8 2 , J5 2 ', J5 3 gehenden Kreises mit der Geraden A^A^ die 
Gleichung 

A l B B -A 1 Z=A l Bs''A l B^ also A^K-A^ 
daher ist nach dem Satze von Carnot 



.^ 

Beim Zusammenrucken von B 2 , J? 2 ', I? 8 , wobei -4 X und J? 3 auf der 
Kurve zusammenf alien, gibt JB 2 B s f die zugenorige Tangente und 
es wird _ 

A 9 A,* 

" 



Der so gefundene Punkt jff bestimmt den Krummungskreis. 

Ist der Punkt A 3 unendlicn entfernt, so reduziert sich dies auf 



* 



A K=*A B 
^A-^^, 

und wenn uberdies -4 2 , der Schnittpunkt der Sehnen 

die Mtte von beiden ist, so wird AK \ = 2 

Hierbei deuten die senkrechten Striche an, daB die absoluten Werte 

der L'angen der Strecken A 1 K und A^A 1 zu nehmen sind. Fur Q 

als den Halbmesser des Kreises und A^D als seinen zur Tangente 

in A% reebtwinkligen Durchmesser hat man AK = 2$- cos 



d. h. PQ = -4 3 B l , wenn p die senkrechte Entfernung des Punktes A^ 
von der Tangente in A l ist. 

4) Die Vereinigung der Satze von Carnot und Chasles liefert 
ferner den Satz: Wenn die drei Seiten eines Dreiecks einen Kegel- 
schnitt schneiden, so sind die sechs Geraden, die die Schnittpunkte 
mit den bez. Gegenecken verbinden, Tangenten eines Kegelschnittes 
und als besonderen Pall: Die Geraden, die von zwei festen Punkten 
nach den Ecken eines Dreiecks gezogen werden k6nnen, schneiden 
die bez. Gegenseiten desselben in sechs Punkten eines Kegel- 
schnittes. 53 ) 

5) Drei Paare von Punkten auf den Diagonalen eines Vier- 
seits, die zu den bezftgliehen Endpunkten konjugiert harmonisch 
liegen, sind sechs Punkte eines Kegelschnittes (Nr. 304, 3). 

Die Geraden EAB und 33 DC seien das eine Paar von Gegen- 
seiten des Yierseits, FAD und FBC das andere Paar; die Dia- 
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ziehen kann, hat man fur u x = nur die Gleiehung der unendlich 
fernen Geraden zu nekmen (Nr. 317). 

2) Dreht sicli ein rechter Winkel um seinen im Punkte P 
eines Kegelschnitts befindlichen Scheitel, so geht die Verbindungs- 
linie der zwei anderen Punkte, in denen die Schenkel des Winkels 
die Kurve noch schneiden, durch einen Punkt Q der Normale von 
P (Satz von Fregier). 

Wir gebrauchen rechtwinklige Koordinaten x\y und bilden 
wie oben die Gleichung der Verbindungslinien des gegebenen Punk- 
tes PQ(XQ\^/Q) m ^ ^ en Schnittpunkten des Kegelschnittes und der 
G-eraden ux -(- vy + 1 = 0. Diese Yerbindungslinien sind recht- 
winklig zueinander^ wenn (Nr. 58) in ihrer Gleichung die Sum me 
der Koefnzienten von y? und y* verschwindet; daraus entspringt, falls 
die Gleichung des Kegelschnitts in der Form a u a? 2 + a^y- + a 33 = 
angenommen wird, die Bedingung 



Da w, v in dieser Gleichung im ersten Grade vorkommen, so geht 
die Sehne immer durch einen festen Punkt Q, nSmlich durch 



Wenn der Punkt P die Kurve durchlauft, beschreibt Q einen neuen 
Kegelschnitt. 

1st der an dem gegebenen Punkt P gespannte Winkel kein 
reehter, oder liegt der gegebene Punkt nicht in der Kurve, so um- 
hullt die Sehne einen Kegelsehnitt. (Nr. 292.) 

316. Sclmittpunkte mit einer Geraden. In Nr. 306 
und Nr. 132 wurde das Paar der SchBittpunkte eines Kegel- 
schnittes mit der Verbindungsgeraden zweier Punkte a?/, #/' 
bestimmt; wir wollen nun die Sclmittpwnkte einer durch die 
aUgem&ine GleieJiwig gegebenen Geraden mit einem durch die 
allgemeine Gleichung bestimmten Kegelschnitt ermitteln und 
zwar auf andere Art als in Nr. 309. 

Bei Anwendung der Bezeichnung /J fur %f(x^ 9 (i= 1,2,3) 
ist 27^ =- mit f(x, x) = Q identisch, aus der Verbindung 
dieser Gleichung mit der Gleiehung der Geraden Ev i x i = 
erhalt man 

(38) Xi : x,:x, = (jfo - f^ : fo - foj : (f& - M), 
oder durch Einfulirung eines zun*ach.st unbestimmten Faktors 61 



PROPfiRTY OF 
t^TIViTf (IF TPPUi 
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d. h. in entwickelter Form nach den x i geordnet 



(39) 



Man bestimmt somit bei bekanntem 6 die Verhaltn 
der Koordinaten der Schnittpunkte aus drei linearen lio 
genen Grleichtingen. 

Zur Berechnung von 6 beachte man, dafi Ax i ^A 
+ -4-2/2 + A-s/s; alsdann folgt mit Rucksicht anf (38): 

6(A u f, + A^ + A^fo + A (v*f* - Va) - 0, 

(40) * (4,6 + A^f, + A 2 /a) + AW. - VO - 0, 

<?(4 s /i + JL^/i + 4,/i) + ^(^ - j/i) = 0, 

woraus nach Elimination der f 19 f^ f$ die Grleichung 



vO 

t + A<VI As S Av l 

hervorgeht. Die Ansrechnnng dieser Determinante ergibt 



(42) 6 A*((S* + F(v, )) -= oder <? =- YF(v, v). 
Nur bei negativem Werte von F(v, v) sind die Schnittpm 
reell und verschieden; sie fallen zusammen fur F(v 9 v) 

Um die Scknittpunkte einer Greraden v x = mit eii 
Eegelschnitt zu finden, bestimmt man also die Qnadratwu 
ans der mit den Linienkoordinaten v { geranderten Diskrimini 
(nach Gleichnng (10), S. 124); alsdann hat man nnr noch 
Gleichungen (39) nach ^ : # 2 : oc s aufznlosen. 54 ) Im Falle ff = 
A=^ ist die Gerade ^=0 eine Tangente des Kegelschi 
mit dem Beruhrungspunkt ^ | x% \ x 3 . 

Die vorstehenden Betrachtungen liefem nach dem DT 
tatsprinzip bei Vertauschung der # f mit den u t nnd der 
mit den <x a die Grleichungen znr Bestimmung der Koc 
naten u f der Tangenten, die man von einem gegebenen Pi 
^1^1+^2^+2/3 ^s^O an die Kurve zweiter Klasse yfa, w 2 , t%) 
legen kann. An die Stelle von a tritt alsdann der Ansdi 
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V #(y, y), vgl. Nr. 311. Will man diese Tangenten be- 
stimmen, wenn die Gleichung der Kurve in Punktkoordi- 
naten f(x, x) = gegeben ist, so hat man erst die Funktion 
F(u i} w 2 , %) zu bilden, die an Stelle von <p(w 1; u 9J w 8 ) tritt, 



wahrend ff, also y (y, y), nunmehr nach (21), S. 130, 
durcli / Af(y, y) zu ersetzen ist. 

317. G-attungskriterien. Dem Vorstehenden zufolge ist 
die Realitat der Losungen des Gleichungssystems (39) von 
der Realitat der GroBe abh'angig. Sine reelle G&rade schneidet 
dah&r den Kegelschnitt f(x, x) = in zwei reellen oder ima- 
ginaren Punkten, je nachdem das Ergebnis der Suljstifation 
ihrer Koordinaten u t in die lirike Seite F(u lf w 2; %) der Tan- 
gentialgleicliung negativ oder positiv ist. 

Aus der Bemerkung ain Ende von Nr. 316 folgt ferner: 
Das aus einem reellen PuriJcte y i an einen Kegelschnitt f(x, x) = 
zu giehende Tangentenpaar ist reell oder imaginary je nachdem 
die Ergelnisse der Substitution seiner Koordinaten in f(x, x) 
und in die Dishriminante A entgegengesetste oder gleiche Vor- 
zeicJien Mben. Damit ist auch das AuBere und Innere der 
Kurve definiert. 

Die Ejriterien der Gattung des Kegelsehnittes f(x, x) = 
bilden nur den Sonderfall des ersten Satzes far die unendlich 
feme Transversale. Sie tangen also davon ab, wie die Eo- 
ordinaten derselben in dem gegebenen System lauten. Ist 
f(x, a;) = in trimetrischen Normalkoordinaten gegeben und 
bedeuten wieder l i die Langen der Seiten, A i die Winkel des 
Fundamentaldreieeks, so ist der Kegelschnitt eine Hyperbd, 
Parabd oder Ellipse, je nachdem die mil den I. oder sin A^ 
gerdnderte Dislcriminante positiv, Null oder negativ ist, Sind 
aber allgemeine projektive Koordinaten gegeben mit dem Ein- 
heitspunkte E, dessen Abstande von den Seiten des Koor- 
dinatendreiecks gleich e^e%,e% sind ; so hat die unendlieh feme 
Gerade nach (36) in Nr. 88 die Gleichung 

(43) Ji^+^ + ^-O, 

hierbei bezeichnen \, h%, \ die Hdhen des Koordinatendrei- 
ecks Offenbar kann (43) auch ersetzt werden *durch 
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(43 a) e l l l x i + e^x^ + e B l^ = 0, 

man hat daher bei Anwendung des vorstehend erwahnten 
Kriteriums die Detenninante der a ik mit den e^ zu randern. 
Am einfachsten gestaltet sicli dieser Ausdruck bei Flachen- 
koordinaten, da fur diese die unendlich feme Gerade nacli 
Nr. 88 Einheitslinie 1st; die Gleichung f(x, #) stellt als- 
dann wi Falle A 4= eine Hyperld^ Pardbel oder Ellipse dar, 
jenaehdem die Koeffizientensumme A n + -4^ + A^ + 2-4 23 
+ 2 A Bi + 2A i2 negativ, Null oder positiv ist 
B. 1) Die Gleicliung 

(%%)*+ (2%) i + (8^)*- 0, (%, 03, 03+ 0), 
stellt, wenn %, o? 2 , % 3 trimetrische Nonnalkoordinateii bedeuten, 
eine Parabel dar, falls 



2) Man soil den Ort des Brennpunktes der Schar von Parabeln 
bestimmen, die die Seiten des Fundamentaldreiecks beruhren. 

1st der Punkt y i der eine Brennpunkt irgend eines eingesclirie- 
benenKegelschnittes nnd sind daher 2/ 2 i s ~2/ 3 iC 3 =0, y^^x^O^ 
$\ ^2 *- y%i ^ die Gleichungen der Yerbindungsgeraden desselben 
mit den Ecken des Fundamentaldreiecks, so sind die Verbindungs- 
geraden derselben Ecken mit dem andern Brennpunkte solche Ge- 
raden, die mit den Seiten des Dreiecks die namlichen Winkel bilden 
(Nr. 188). Ihre Gleichungen lauten also in JSTormalkoordinaten 

y**3 ys*s "= 2/3^32/1% * ? ^1*1 2/2^2 *- 0, und man kann 
daher fur die Koordinaten des andem Brennpunktes die reziproken 
Werte der y i nehmen. 55 ) Wenn also die Gleichung des Ortes ge- 
geben 1st, den der eine Brennpunkt durchlauffc, so kann daraus so- 
fort die Gleiehung des Ortes gebildet werden, den der zweite be- 
schreibt. 

Wenn insbesondere der eine in der unendlich fernen Geraden 
\\ + ^2^2+ ^^3= bleibt, so durchlauft der andere den dem 
Fundamentaldreieck umgeschriebenen Kreis (vgl. Nr. 302, 3) 



Die Normalkoordinaten des unendlich entfernten Brennpunktes 



der Parabel sind nach der Beziehung in 1) durch 



T^ dar- 



a* 

J* 2 

gestellt, weil diese Werte den beiden Gleichungen 

genugen; daher sind die Koordinaten des in endlicher Entfernung 
gelegenen Brennpunktes die Eeziproken l^i a t fur i ~ 1, 2, 3 
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3) Die Gleichung der Leitlinie dieser Parabel zu bestimmen. 
Wir finden nach Nr. 307 als Gleiehung der Polare des eben 
genannten Brennpunktes 

L*l(h*+ k*-k*)+ 2 ^(?8 S + k 2 - tf)+ W*l* + tf~ *3 2 ) - 

oder a 1 o; 1 Z 2 Z 3 cos A^ + a^l^ cosA 2 + a^l^ cosA$ = 0. 

Wenn man far 3 den aus l) entspringenden Werfc eintragt, 
so wird diese Gleichung in 

a^Zg^ cQsA 2*3 cos J. 3 ) + 2 ? 3 \(y% cos J. 2 X B cos A$) 
iibergefohrt und dies zeigt, dafi die Leitlinie stets durch den Hoh*en- 
schnittpunkt des Dreiecks gent. (Ygl. Nr. 65, 3 und Nr. 213, l). 

4)prt der Brennpunkte derKegelschnitte einer Schar(Nr. 300,8). 

Wenn wir die vier gemeinschaftlichen Tangenten durch x 1 = , 
j? 2 , # 8 = , #4=0 darstellen und zwar mit der identischen 
Beziehung (Nr. 304) Zx i = 0, so mufi diese nicht nur durch die 
Xoordinaten des einen Brennpunktes g l \ 2% \ # 3 \ ^ 4 , sondern auch 
durch die des andern, d. h. ihre reziproken Werte, erfullt werden. 
Der fragliche Ort ist daher eine Kurve dritter Ordnung mit der 
Gleichung 

~ "t" ^r "H ^r + ~zr ^ 0- 

*L X Z X & X 

318. Mitrtelpunkt und Durchmesser. Die projektiven 
Koordinaten ^ | e 2 j c s des Mittelpunktes der Kurve f(x, x) = Q 
lassen sich leieht bestimmen, wenn man beaehtet, daB dieser 
Punkt der Pol der unendKch fernen Creraden ist, die nach 
(43 a) die Gleichung hat: 

(44) p^ +p^ + p 3 x s = 0, wo ft eJt, i 1, 2, 3. 
Nach (8), S. 123, folgt daher 

(45) ^ : 2 : c s 



Als Bedingung dafur, daB eine Gerade t? f ein Durchmesser des 
Kegelschnittes sei, ergibt sich offenbar 

(46) (Jjjft + A^ps + AsPs)^i + (AiA + -4 2 1>2 + ^ft)i 

+ (XsiPi + ^32^2 + ^ssJPs)^ - 

Die Gleichung des zu der Richtung einer gegebenen Ge- 
raden ^=0 Jconjugierten Durdimessers erhalt man. als Polare 
des in der Richtung von v x = im Unendlichen gelegenen 
Pols. Als Schnittpunkt von v x - mit p x == hat dieser Pol 
die Koordinaten v%p 9 v s p% \ v^ v^p B \ v^ ^p iy die Glei- 

Salmon- Fiedler, anaL Geom. d. KegeLschn. H. 7. And. 10 
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cbung des gesuebten konjugierten Durctmessers ist daher in: 
laufenden Koordinaten # 17 # 2; # 3 : 
('47) f( x \) (%Ps v sPs) + f (^2 



Allgemein ergeben sicli die Bedingungen dafiir, dafi zwei 
Greraden v t , w t konjugierte Durcbmesser seien, indem man 
ausdruckt, daB beide Geraden durch den Mittelpunkt % der 
Kurve gehen und konjugierte Polaren sind; die gewunschten 
Bedingungeu sind daber (vgl. Nr. 309) 

c^ + c^+c^^Oj c i w i +c s w 3 + c & w B ^0 und 
(48) (A ll v l + AU<GZ + AUV^W! + Usi^i + ^22^2 + A Z3 v 3 )w z 

+ (-4l*l + ^82^2 + ^33^)^3 - 0. 

Sollen die Geraden ^=0 und w x =Q das Achsenpaar dar- 
stellen ; so tritt zu den Gleichungen (48) noch die Bedingung 
der Orthogonalitat. Fur die jetzt vorliegenden allgemeinen 
projektiyen Koordinaten ergibt sie sicb aus der in Gleichung (12) 
von Nr. 68 angegebenen Bedingung fiir Normalkoordinaten 
durch Division der dort vorkommenden Koeffizienten a t tind 
a/ durch die e t . Sie lautet also 



(49) 



_, V** 
* 



. ^ 



^ 



Die Gleicbung des Asymptotenpaares ergibt sicli aus der 
durcb (33) ; S. 136, gegebenen Gleichung des Tangentenpaares ; 
das aus einem Punkt y i an die Kurve gelegt werden kann, 
wenn man daselbst die y i durch die Koordinaten c t des 
Mittelpunktes der Kurve ersetzt. Man erhalt also zunachst 



(50) 



-12 



4 



S3 



o, 



r r r 

\f-\ I/O t-Q V \J 

<r v v 

1 9 S 

wo c f durch A il p l + A iZ p a + A iB p & zu ersetzen ist, Wenn man 

alsdann bei dieser Determinante die drei ersten Zeilen bez. 

mit Pj,p s ,p s multipliziert und von der vierten Zeile sub- 
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trahiert, und wenn man in gleicher Weise rait den drei ersten 
und mit der vierten Spalte verfahrt, so folgt 

i A u AH AM x l \ 

| A Zi A^ AX xt \ 

(51) \A B1 A S2 A,, x, j-0. 
! -F(p,p)-~p xl 

I *i ** ** -p x j 

Hier ist nun zu beachten, daB die Unterdeterminante des Ele- 
mentes A ik in der aus den A ik gebildeten Determinante dritten 
Grades gleich Aa ik ist; die Berechnung von (51) ergibt alsdann 

AF(f, p)f(x, x) - ^(ftfli + ft <% + p&Y - 
oder nach Wegheben des Faktors A: 

(52) F(j>, p)f(x, x) - A(fr*i + p,x, + p 3 x s )* = 0. 

319. Kreisgleichung tmd imaginares Kreispunktepaar 
in trimetrischen Linienkoordinaten. Sind 5 1? S 2 , 5 S die Ab- 
stande eines Punktes P yon den Seiten des Fundamental- 
dreiecks, so kann nach Nr. 67 die Gleichung einer jeien Ge- 
raden der Ebene in die Form U 1 s 1 + u^ + U B S S = gebracht 
werden, tmd der Abstand eines "beliebigen Punktes P'fe'j VI V) 
yon dieser Geraden ist nach (15), S. 130 in Teil I: 

(53) fo*/ + u&' + u s O : Vvfa, Us, i%), 
wenn zur Abkiirzung gesetzt wird 

(54) (0(14 , 8 , 8 ) = Wi 2 + w s 2 + w s 2 
2-w 2 w 3 cos ^ 



Will man in (53) statt der s/ Zahlen y? einfuhren, die 
den $/ proportional sind, so muB dies nach Teil I, S. 133, 
mit Hilfe der Gleichungen 

(55) */ - ,__**_ . ft - 1 , 2, 3), 

\ y-L ~f" \ y s H~ ^s y& 

geschehen, in denen M den doppelten Inhalt des Fundamental- 
dreiecks bedeutet; Z 1; l Sf Z s sind die Langen seiner Seiten. 
Setzt man den Quotienten (53) gleich Q, so ist 

i ft y-i + ^^2 + i>s y^y & ( u i^ ^21 w ) 
der Ausdruck fur den Abstand des Punktes y t von der Ge- 

raden u iy und wenn man statt der Seitenlangen die Hohe des 
Dreiecks durch Z 4 = Jfcf :7i s . einfuhrt ? geht aus (56) die Gleichung 

10* 
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(57) 



bervor. Dies ist in Linienkoordinaten 1? # 2? M S die Gleichung 
eines Kreises, der durcb. seinen Radius p und die trimetrischen 
Nonnalkoordiaaten y { seines Mittelpunktes gegeben ist, derm 
" sie druckt aus, dafi das Quadrat des Abstandes des Punktes y l 
yon der Geraden u t gleicli 2 ist. Hierbei sind die Linien- 
koordinaten u t (i = 1 j 2, 3) proportional den Quotienten ^ : Ji i9 
falls die ^ die Abstande der Geraden u x = Ton den Ecken 
des Fnndamentaldreiecks bedeuten. Nacb. Nr. 87 sind nam- 
lich die u proportional den Quotienten x. : s if wenn man mit 
s. die Abstande der Binheitslinie X L + o? 2 + o; 8 von den 
Ecken des Fundamentaldreiecks bezeichnet; fur dieso findet 
man aber mit Hilfe von (56): 

(58) 1 :fi,:6 s 7 1 :/i s :7i s . 

Die Diskriminante der Funktion #(%, u 3 , w 8 ), namlich 

(59) 1 2 cos A 1 cos^4 2 cos J. 3 cos 3 ^ cos 2 A 2 cos 2 J. 8 , 
Terschwindet, weil A^+ J. 2 +-4 3 =# ist; dalier zerf allt & (w 3 , u^ 'W 8 ) 
in zwei lineare Faktoren & und # u ", deren jeder, gleich Null 
gesetzt, einen Punkt darstellt. Mit Rucksicht auf S. 80 folgt 
also, dafi diese beiden Punkte die Bertihrungspunkte der vom 
Ereismittelpunkt y i an den Kreis gelegten Tangenten (Asym- 
ptoten), also die beiden imaginaren Kreispunlde sind. 

Die Zerlegung der Funktion D(w t , ^ 3 , w s ) in ibre beiden 
Faktoren ergibt 

(60) w^, i^) 

- (- u x + j^-* + f^e-**) (- i^ + w 2 e-^> + 3 ^^) - 0, 
fur die trimetriscben Normalkoordinaten ef \ 2% \ gj und #/' | ^ \ 8% 
der beiden imaginaren Kreispunkte bestehen dalier die Be- 
ziehungen 

(61) ^ : *{ :%' -- 1 : a ". : e~ * 
und gf : %" : * B " -- I:e-***i4**, 

wofiir nach Erweiterung durch e~ lA * sowie mit Rticksicbt auf 
AI + A 2 + AS a; und e*'* = 1 aueb 

(62) */ : ^' : ^ - e - 4 ^ : - 1 : ^^i 
und /': 5 2 ": 5 S "=^ ^^* : - 1 : e~ iA >- 

gesetzt werden kann, 
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B. l) Eine Gleichung von der Form 

fo ! + cv< 2 -f <V< s )(&i + ft "2 + & M s) *(!, , t< 8 ) 
stellt einen Kegelschnifct mit den Brennpunkten ct and /? f dar; sie 
sagt uberdies aus, daB bei jedem Kegelschnitt das Produkt der Ab- 
stande irgend einer Tangente von den beiden Brennpunkten kon- 
stant 1st. 

Da ea^, MJ, g) in das Produkt * u ' ' e u " zerlegbar ist, sagt 
die gegebene Gleichung aus, dafi der Kegelscbnitt dem durch die 
Verbindungslinien /, /', / und /3/' gebildeten Yierseit ein- 
geschrieben ist. Die Punkte und /3 sind daher als Scnnittpunkte 
der von den imaginaren Kreispunkten an den Kegelsennitt gelegten 
Tangenten die Brennpunkte (vgl. Nr. 181). DaB das Produkt der 
Abst&nde einer Tangente von den beiden Brennpunkten konstant 
ist, folgt aus Form el (56) flir den Abstand eines Punktes von einer 
Geraden u x Q. Vgl. hierzu aucn Nr. 188 und 299, 4. 

320. Die Grleieh.ung des Kreises in trimetrisclieii Nor- 
malkoordinaten ergibt sich sofort aus der Form el for das 
Quadrat d 2 des Abstandes zweier Punkte, die dureii ihre tri- 
metrischen Normalkoordinaten gegeben sind (Gleichnng 28 in 
Nr. 74). Ersetzt man in ihr die s/ und s" durch die % und 
y. y d durch Q, so drtickt sie aus, daB der Abstand eines ver- 
anderliclieE Punktes P Hiit den Eoordinaten x ( von einem 
festen Punkt y i konstant gleich 9 sei. Die Gleichung des 
Kreises vom Radius o und mit dem Mittelpunkt y t lautet 
daher: 



(63) 



1 COS^ 3/3 



cos - 



2/2 2/s 

* 



_ n 2ii a8 i * _ A 

* " 



Die hier auftretende Determinante fiinften Grades entsteht, 
indem man die Determinante dritten Grades, die der durch 
(54) definierten Funktion CD(W I; w 2 , w 8 ) zugehort, mit den y i 
und den x i randert. Wir wollen die KoefBzienten dieser Funk- 
tion mit (D ik bezeichnen, so daB also co^ ^2 =ss ^ss 5 ^ "? 

i s ^ femer soil 
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for die eben erwahnte Determinante fiinften Grades das 
Symbol 

w C :). 

benutzt werden. 
Die Gleichung 

('*)-<> 

\y xJ 
y ,* 

stellt dann offenbar einen Kreis vom Radius und mit dem 
Mittelpunkt y i dar, oder, in anderer Auffassung, das durch 
diesen Punkt gelegte sirkulare Geradenpaar (Nr. 103). Es 
folgt dies auch daraus, daB sich die Gleichung (64) aus der 
Gleichung O(M I; 2/ 2? tt 3 ) des imaginaren Kreispunktepaares 
ergibt, wenn man in ihr die w a . durchdieKoordinatenj/ 3 # 2 y%x$ y 
Vi^^y^j y^i^^i^ einer durch den Punkt y. gehenden 
Q-eraden ersetzt. 

Bei aUgemeinen projektiven Koordinaten ist ubrigens 

- COSjl. C08.4. 

-i ~ m <D ~~~- 



321. Vaain ist f(x l9 # 2 , o? s ) = die Gleiehung eines 
Kreises? Dies isfc nach Nir. 103 dnnn der Fall, wenn die 
Kurve f(x v # 8? ar s ) = durch die imaginaren Kreispunkte 
geht, wenn also o^^tCg) gleichbedeutend ist mit dem 
Ausdruck far die Schnittpunkte der unendlich fernen Geraden 
p <=ss und der Kurve. Dieses Schnittpunktepaar hat nach (11), 
S. 124 die Gleichung 
(65) afo, Uz, w s ) = fluCftn -&Uz)* + - - 

+ 2an(PM-PM)(PM-p2Ui) + - 0, 
bei der der Koeffizient von u.u k durch s a . bezeichnet werden 
moge. Alsdann ist 

(66) 

wahrend die ^brigen 5 U aus den hier angegebenen durch zy- 
klische Vertanschung der Indizes hervorgehen. Infolge der 
Porderung, daB sfa, w 2; %) mit o(w 1? w s , w s ) gleich- 
bedeutend sein soil, ergeben sich die Bedingungen far den 
Kreis sofort in der Gestalt 
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(Q1*) iL is g SS =s g SS __ SfS M _?$!_ __ jl> 

V ^ ll ^22 < >! <fcl <12* 

Diese Gleichungen sind naturlich nicht voneinander un- 
abh'angig, da ja nur zwei Bedingungen zu erfullen sind, wenn 
f( x i> x *> #s) ^ einen Kreis darstellen soil; yielmehr bestehen 
die drei Bezielmngen 

(68) s nPl + s^p, + s i3 p 3 - 0, (i - 1, 2, 8), 

irgend zwei aus (67) entnommene Gleichungen haben also 
die drei tibrigen zur Folge. 

Insbesondere lei trimetrischen NormdlTcoordinaten konnen 
die p t gleich den Langen l f der Seiten des Fundamental- 
dreiecks gesetzt werden. 

Bei solchen Koordinaten stellt daner die Gleichung 



ernes dem Fundamentaldreieck umschriebenen Kegelschnitts 
-einen Kreis dar, falls s u : 1 = s a2 : 1 a * 5 38 : 1 oder also a^L 
= a Bl 1 3 \ =* a 12 1 Z 2 ist, d. h. man hat alsdann a 33 : a 3l : a 12 = l^ : 7 2 : ? 3 , 
in t3"bereinstimmung mit Nr. 302, 3. 
Bei Einfiihrung der Abkiirzung 
<69) K(x 1 , # 2 , x z } = IjL^ar, + l^x^ + 

und mit Benutzung eines Parameters A ist 



die Gleicnnng eines beliebigen Kreises, der mit K(x if x 2 ,x 3 } = 
die Gerade a x = zur Potenzlinie hat. 

Zur Bestimmung der Potenz U eines Punktes P'Oc/, ^3',^') 
in bezug auf einen Kreis /*(^ 1; ^ 2? # 3 ) =- beachte man, daB 
die Potenz nach Nr. 109 gleich der aus dem Quadrate <? der 
Zentraldistanz des Punktes P 7 und dem Quadrate s des Kreis- 
radius gebildeten Differenz c 2 q? ist. Sind & ] # 2 1 ^s ^ e ^" 
ordinaten des Kreismittelpunktes, so folgt 



daher wird 



77 



Der Zahler dieses Ausdrncks kaan gleich. der linken Seite 
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/*(#/, $%, fy') der Gleiehung des Kreises gesetzt warden, in die 
man die Koordinaten von P r eingetragen hat. Bei Einfuhrung- 
eines nock zu bestimmenden, jedenfalls von den y i abhangigen 
Faktors m kann also H = ?w /*(#/, # 2 ', #/) : l^ gesetzt werden. 
Hier laBt sich w, bestimmen, wenn man beaclitet, daB die 
PoteDz des Kreismittelpunktes gleicli p 2 ist; so folgt p* 
- w/fo, ft, 2/0 : Z/, also m - - pZ/: f(y l9 y 2 , y 8 ) und 



Da die Koordinaten des Mittelpunktes y t .= 
+ ^ t . 2 Z 3 + A^ sind, wird Z y = F(l ly Z 2? Z 3 ) und ^ 1; y 2 , y 8 ) 
= AF(l ly Z 2 j Z 3 ), man hat also das Ergebnis: Die Potenz eines 
Puriktes #/ 1 X}' | a? 3 ' in legug auf einen Kreis f(x 1} x%, rr s ) O 
vom Radius $ ist bei trimetrischen Normalkoordincrten gegeben 
durch die Formal: 



(74) H = 

B. 1) Sind 



und 6^ + A, Kfa , ^, ^ 8 ) . 
die GleichuDgen zweier Kreise, so ist A 2 a^ A t 5^. == die Gleichung- 
ihrer Potenzlinie. 

2) Dfe drei Mlttdpurikte der Seiten und die drei Fufipurikte 
der Hohen in einem Dreieck liegen in demselben Kreise, dem Feuer- 
bachschen Kreise des DreiecJcs. 

Eine Knrve zweiten Grades durch diese sechs Punkte ist 
a^sin^ cos A^ + av sin^L 3 cosu4 2 + # 3 2 sin-4 3 cos^! 3 

(x$x$ sin^ + x s x t sin J 2 + x^ sin^! 8 ) 0; 
denn ffir a? s = erhalt man aus ihr 

xfsfaAi eosAi+xJsmAs cos^,^ o: 2 (sin^ cos^a+cos^ sin^ 2 )= , 
oder (x l sw.A 1 x% sin^[ 2 ) (^ cos^i # 2 cos J. 2 ) = 0, 
und nun beachte mau, daB a\ sin J. t a; 2 sin-4 2 = und x 1 cos A t 
o? 2 cos^[ 2 = nach Nr. 65, 4 und 65, 3 die durch den Scheitel 
des Winkels A$ gezogene Mittellinie bez. Hshe des Dreiecks dar- 
stellen. Die Kurve ist aber ein Kreis, \veil mau die Gleichung 
schreiben kann 

a? 2 cos AS + o: 3 cos-4 3 





oder fe cos^j + x s cos s x s <x>s x 2 JT, a? 2 , a^) = 0. 
Man sieht daraus, daB die Potenzlinie des umgescbriebenen und.dea 
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Feuerbachscben Kreises die Gerade von der Gleicbung x l cosA 1 
+ # 2 cos^ 3 + # 3 cos A & = 1st. 

3) Potenzlinie des eingeschriebenen und des Feuerbacbscben 
Kreises. Die Gleicbung des ersten (Nr. 303, 5) kann gescbrieben 
werden 



, 




Also lantet die Gleichung der Potenzlinie: 

2 cos 2 $AI cos s -|--4 2 cos 2 $A B { x i cos A^ -f # 2 cos A 2 + x 3 cos 

A 

sin A 
3 



oder nach Division durch 2 cos -J-^cos-JJj cos %A$ nnd mit Hilfe 
goniometrischer Umformung: 

, as, COB 

" 



Man erkennt nun (Nr. 303, 5), daB diese Gerade den eingescbrie- 
benen Kreis in einem Pnnkte beriibrt, dessen Koordinaten 
sin s ^(J 3 -^ 3 ) | sin 8 -!-^-^) | sinH(A-A) 
sind. In diesem Punkte berubren sicb also der eingescbriebene nnd 
der Fenerbacbscbe Kreis; die Mittelpunkte dieser beiden Knrven 
baben die Koordinaten 1 1 1 1 1 und cos(^ 2 -4 8 ) | cos(^! 3 A^ 
| cos^ A%). Man zeigt in gleicber Weise, daB sicb aucb die 
drei angescbriebenen Kreise und der Feuerbacbscbe Kreis bertibren. 
Nach diesem Satze von FeuerbacJi fubrt der Kreis seinen Namen. 56 ) 

Der folgende Beweis debnt den Satz auf die acht Kreise des 
Apolloniscben Problems aus, die in der Art in Gruppen von vier 
zerfallen, daB die Kreise jeder Gruppe von einem und demselben 
neuen Kreise beriibrt werden. (Nr. 123.) 

Sind 1 19 Z 2 , Z s die nacb der GroBe geordneten Seitenlangen des 
Dreiecks, nennen wir die zugeborigen aufien berubrenden Kreise 
1,2, 3 und den eingescbiiebenen Kreis 4, bezeicbnen wir ferner 
die Langen der auBeren und inneren gemeinsamen Tangenten 
der Kreise 1 und 2 mit 12, l'2', usw., so muB, weil die Seite l { 
den Kreis 1 auf der einen und die Kreise 2,3,4 auf der andern 
Seite bat, nacb. Nr. 128 die Beziebung stattfinden l'3 / -24 = 



2' 3' - 1 4 =- 1'3' -24 + 3'4'* 1 2 sein. Durcb Addition folgt 2 / 4 / - 1 a 
= 1'4' 23 + 3'4'- 12, d. h. die vier Berubrungskreise des Drei- 
ecks werden von einem und demselben funften Kreise berubrt, der 
den Kreis 4 auf der einen und die Kreise 1, 2, 3 auf der andern 
Seite bat. Zu den acbt Kreisen des Apolloniscben Problems erhalt 
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man so acht neue Kreise; das Verhaltnis beider Gruppen zueinander 
ist ein gegenseitiges. Zu denselben kommen noch sechs Kreise, die 
zwar je vier der Apollonischen bertihren, w&hrend doch jeder von 
ihnen nur durch drei der letzten beruhrt wird. 

4) In dem Ausdruck U = fli/'fe', as/, ff 3 ') : l x ? fur die Potenz 
eines Punktes in bezug auf einen Kreis (bei trimetrischen Normal- 
koordiDaten) bestimme man die Konstantewa, wenn f^x^x^x^^^O 
die erste Gleiehung des Eeuerbachschen Kreises in 2) bedeutet. 

Weil der Kreis eine Seite # 3 = des Dreiecks in Punkten 
schneidet, deren Entfernungen von der Ecke A t bez. gleich -|-Z 3 und 
l 3 cosA 1 sind, so ist das Quadrat der Tangente von A an diesen 
Kreis gleich -J-Jg^cos-^. Aus der Gleichung des Kreises folgt 
ffa'i O t 0) x^* sin AI cos A$ ferner wird ^ 2 = Ifa^* = 4^ 2 
sin^^lj- iTj' 2 , wo 22 den Radius des dem Fundamentaldreieck um- 
schriebenen Kreises bedeutet. Daher folgt die gewQnscbte Kon- 
stante aus 

|-7 a ? s cos^ = - /p 8 -' s 4 N namlich m = 8 J2 4 sin A l sin J 2 sin^[ 3 . 

5) Die Konstante m fur den Kreis 

# 2 # s SW.A! + 0-3% sin A 2 + x^ sin A B 
ist ? i 1 6 22 4 sin ^ sin ^i 2 sin A z , 

und fur den eingeschriebenen Kreis 

3 2 - 



COS 2 ^ COS 2 ^ 



erhalt man m == A 2 : (cos 2 -^^ cos 2 -^ 2 * Cos2 ^3)? wo ^ ^en 
Flacheninhalt des Fundamentaldreiecks bedeutet. 

6) Man bestimme die Entfernung D der Mittelpunkte des ein- 
geschriebenen und des umgeschriebenen Kreises voneinander; R r 
bez. R seien die Radien dieser beiden Kreise. 

Das Quadrat der Tangente vom Mittelpunkt des eingeschrie- 
benen Kreises an den umgeschriebenen Kreis (D 2 JR 3 ) findet man 



wegen <s .': ^'-1:1:1 gleich - > oder 

[ - 3 s sin ^ + 810^1,+ sin A B 

nach bekannten Formeln der Trigonometrie gleich 2JSJR'; da- 
'her ist 



7) Der Mittelpunkt des Kreises 
XZ^^ 

hat Koordinaten ^ j # 2 1 ^ s , die bei Anwendung eines Proportionali- 
tStsfaktors <y die Gleichungen erfilllen 
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(#2 cr 2 a s cos^ a x cos JL S 
ff#3 = % a i cos.4 2 a 2 cos^ij + I cos J. 3 . 
8) Die FuBpunkte der von den Punkten y. und 1 : % auf die 
Seiten des Fundamentaldreiecks gefSllten Lote liegen in einem 
Kreise. 

Mit Rfccksieht auf Nr. 68, 5 wird seine Gleichtmg in der Form 
gefunden 

-0 - sin^ sin^ sin A^ 



. . i , . 

' \ sinA^ ~ 

322. Polaritat in Kegelschnittsystemen. Da die Grlei- 
cliung derPolare einesPunktes die Koeffizienten a ijfc der Knrven- 
gleichung im ersten Grade enthalt, so geht eine tmbestimmte 
GroBe, die im ersten Grade in der Gleichtmg eines Kegel- 
sclmittes enthalten ist, aueh in diesem Grade in die Glei- 
cnung der Polare ein. Sind aber p = und q = die Polaren 
-eines Punktes y. in bezug auf zwei Kegelschnitte /*(#, a?) 
und g(x, x) = 0, so ist die Polare desselben Punktes in bezug 
auf einen Kegelschnitt des Buschels f(x, x) hg(x, x) 
durch p Iq = dargestellt. Denn es ist 
(75) (a u - ASu)^^ + s a^y^ + - - - A^y^ + ) 

J)ie Polaren eines gegebenen Punktes in lezug auf alle 
^Kegelschnitte eines Buschels l>ild&n daher ein Strahlenbusclid, 
schneiden sicli also in einem jsweiten festen PunJcfe. 57 ) 

Wenn p f und c[ die Polaren eines andern Punktes 
y/ in bezug auf die Kegelschnitte f = und g = darstellen, 
flo hat seine Polare in bezug auf die Kegelschnitte f A# = 
die Gleichung p' kq[= 0, Wir erkennen damit (Nr. 250) ; 
da^ (2ia Polaren von zwei Punkten in bezug auf die Kegel- 
schnitte eines Biisdhels zwei projeldive Strahlenbuschel bUden. 

Ebenso liegen die Pole einer Geraden in bezug auf die 
Kegelschnitte einer Schar g? >l% = (Nr. 270) in einer Ge- 
raden, und die Pole von zwei Geraden in bezug auf eine 
.seiche Schar bilden zwei projektive gerade Punktreihen. 

Wir erinnern dabei an die Erzeugung der Kegelschnitte 
<durch projektive Buschel und Reihen, wie sie in Nr. 283 
entwickelt worden ist. Da der Schnittpunkt der Strahlea 
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jp >-g0 ? _p' /l#'=0 der in bezug auf /* A# ge- 
nommene Pol der Yerbindungslinie der beiden gegebenen 
Punkte ist, so erkennen wir, daft der Ort des Pols einer ge- 
gebenen Geraden in lesug auf alle Kegelschnitte eines Biischels 
ein KegelsclmiU ist. Die Gleichung dieses Ortes ist^g' p'q 
(vgl. Nr. 301, i). 

Ist eine unbestimmte Grrofie im zweiten Grade in der 
Gleichung eines Kegelschnittes enthalten, so muB sie auch 
in demselben Grade in die Gleiehung der Polare irgend eines 
Punktes in bezug anf die Kurve eingehen; diese wird einen 
Kegelsebnitt umhullen, wenn jene GroBe veranderlich gedacht 
wird (Nr, 312). 

Wenn z. B. ein Kegelsehnitt mit zwei festen Kegel- 
schnitten je eine doppelte Beruhrnng hat, so umlnillt die 
Polare eines festen Punktes einen von drei festen Kegel- 
schnitten; denn nach Nr. 312, 3 gibt es drei solche Systeme 
von Kegelschnitten, und die Gleichung jedes Systems enthalt 
die GroBe /z. im zweiten Grade. 

B. 1) Wenn der Pol# eine Gerade ^=0 durcblauft, so be- 
schreibt der Scluiitt seiner in bezug auf die Kurven eines Buschels 
f(x> x) lg(x, x) = Q gewonnenen Polaren einen Kegelscbiitt JV, 
der die Gleicbung hat 



0. 



Der Kegelschnitt entsteht aus projektiven Strahlenbuscheln, weil 
das Doppelverhaltnis von vier Punkten in einer Geraden gleich dem 
Doppelverhaltnis ihrer vier Polaren in bezug auf einen Kegelschnitt 
ist. Das Doppelverhaltnis der Punkte 



ist in der Tat identisch mit dem der vier Geraden 



2) Gleichung des Paares der Tangenten eines Kegelschnittes 
/*(#, %) == in seinen Schnittpunkten mit der Geraden x s 0. 

Die Gleichung der Polare irgend eines Punktes y I y \ ist 
(nach Nr.307) fcf fo) + ftf fe) - 0. Die Schnittpunkte von 
^s0 mit der Kurve erhalt man durch 
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ausgedruekt. Die Elimination von y^y^ zwischen diesen beiden 
Gleichtmgen liefert als Gleichung des Tangentenpaares 

nf (* 8 ) 2 - 2a 12 r o 2 )f 0:) + a 2S r (%) 2 = o. 

Bei Cartesischen Koordinaten x 1 : x 2 : x s x : y : I stellt diese 
Gleichung das Asymptotenpaar des Kegelschnittes dar, denn die 
Asymptoten sind die Tangenten der Kurve in ihren Schnittpunkten 
mit der unendlich fernen Geraden. (Vgl. Nr. 76.) 

3) Wenn ein Kegelschnitt drei feste Punkte, z. B. die drei 
Fundamentalpunkte, enthalt and die eine seiner Asymptoten durch 
einen festen Punkt geht, so umhiillt die andere einen Kegelschnitt, 
der dem Dreieck der festen Punkte eingeschrieben ist. 

Sind ^=0, 2 = die Asymptoten, und ist ^=0 die un- 
endlich feme Gerade, so ist die Gleichung des Kegelschnittes ^ = I/. 
Da er durch die Fundamentalpunkte geht, darf seine Gleichung die 
Glieder mit o^ 2 , # 2 2 , # 3 2 nicht enthalten; ist also t t von der Form 
ai so ist von der Form 



geht also f a = durch den Punkt y i hindurch, so beruhrt nach 
Nr. 303 die andere Gerade ^ den Kegelschnitt 



Dasselbe Argument beweist, daB, wenn ein Kegelschnitt durch 
drei feste Punkte geht, und wenn eine seiner Schnittsehnen mit 
irgend einem Kegelschnitt /(#, x] = die Gleichung hat 
+ OgiUg = 0, der anderen die Gleichung entspricht 



4) Wenn ein in bezug auf einen Kegelschnitt ^ sich selbst kon- 
jugiertes Dreieck gegeben ist und eine der Schnittsehnen von Jc mit 
dem Kegelschnitt f(x, x) durch einen festen Punkt geht, so 
umhtillt die andere einen Kegelschnitt. 58 ) 

Da die Glieder a^ajg, # 2 o; s , %% in der Gleichung des ersten 
Kegelschnittes fehlen, so entspricht der Gleichung der einen Be- 
ruhrungssehne a 1 o? 1 + a t x 2 + ^3^3 = die der andern 



5) Die Beruhrungspunkte A', A" der gemeinsamen Tangente t 
zweier Kegelschnitte f(x, x) = bez. ^(a:, a?) = haben die Ko- 
ordinaten y/ bez. #/'; ferner seien Q' und Q" Punkte, die den Kegel- 
schnitt f = bez. ^ = durchlaufen. Man bestimme den Ort des 
Punktes P, in dem sich -4'$' und A"Q" schneiden, unter der Voraus- 
setzung, dafi Q'Q" durch einen festen Punkt in t geht. 59 ) 
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Sind zunachst A\ A" noch nicht die Beruhrungspunkte einer 
gemeinsamen Tangente der beiden Kegelschnitte, sondern irgend 
welche Punkte von /"= bez. g = und sind $' 0, f= die 
GleicLungen ihrer Tangenten, so ergeben sich nach Nr. 306 aus 
den Koordinaten x i des Punktes P die des zweiten Schnittpunktes Q' 
der Geraden A'P mit /" in der Form /"(a?, x)y t ' 2 '#,> ( -= 1, 2, 3) 
und die Koordinaten von Q" analog in der Form #(#, #)#/' 2" x i9 
(t - 1, 2, 3). Hier ist f'ss -^(y/K, *" analog. Geht die Ver- 
bindungsgerade dieser Punkte durch den festen Punkt 0, den wir 
als den Fundamentalpunkt # 1 = # 2 = annehmen konnen, so 



sein; der gesuchte Ort ist daher eine Kurve vierter Ordnung, so 
lange die Punkte A', A", beliebig gewahlt werden konnen. 
Miissen dieselben jedoch in emer Geraden liegen, so konnen wir 
diese als die Linie ^=0 wahlen, und fitr # a /s = 0, y '* wird 
die vorige Gleichung durcli x^ teilbar und stellt die Kurve dritter 
Ordnung *' g(x, 0)y g "- /' f(x, x)y 9 ' dar. 

Wenn aber endlicn die gegebenen Punkte die Beruhrungs- 
punkte einer gemeinsamen Tangente t sind, so ist tf'= dieselbe 
Gerade wie t" = , und es laBt sich die Gleichung der Kurve durch 
einen weiteren Faktor dividieren; sie wird von der Form f(x, #} 
= A'^(a?, x) und stellt daher einen Kegelschnitt dar, der durch die 
Schnittpunkte der gegebenen Kegelschnitte hindurchgeht. 

6) Man soil dem Kegelschnitt f(x, x) ~ ein Dreieck ein- 
schreiben, dessen Seiten durch die drei Fundamentalpunkte gehen 
(Nr. 298). 

Die Verbindungslinie des Punktes P(# x | x 2 \ x$] der Kurve mit 
dem Punkte Qfa \ y% \ ^ 3 ) ihrer Ebene hat noch einen Punkt mit 
der Kurve gemein, dessen Koordinaten den Ausdrucken f(y, y]x i 
2 //(2/ 5 *)i ( = 1 2, 3) proportional sind. Ist der Punkt Q 
der Fundamentalpunkt 1 1 | 0, so wird f(y, y) gleich a u , f(y^ x) 
sss '^f( x i) un ^ ^ e Koordinaten des zweiten Schnittpunktes der Geraden 
PQ und der Kurve haben die Werte <%% f(x^ \ a u x^\ a n x z . 
Ebenso schneidet die Gerade von P nach dem Punkte | 1 | die 
Kurve noch in o^ | a^x s f(x^ \ a 22 a? 8 . Die Verbindungslinie 
dieser zwei Punkte geht durch den Punkt | | 1 , wenn 



Oder f(*df(*3 - %^i/"fe) + 

ist. Dies ist die von den Koordinaten des Scheitels P zu erfullende 

Bedingung. Setzt man in ihr 
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so wird sie in 

<*i*(*i f(*J + **f(*J) + * (/*(*!) + a>i*f'(xj) = 
und, wegen 2x t f(x^) = in 

Onffa) + a,af fo) - fli.f (*,) - 

flbergefuhrt. Der Faktor x s hat far die geometrische L6sung des 
Problems keinen Wert; denn obwohl jeder der Punkte, in denen 
ff 8 = die Kurve schneidet, die Bedingung erfullfc, dafi seine Ver- 
bindungslinien mit den beiden anliegenden Fundamentalpunkten die 
Kurve ferner in Punkten schneiden, die mit dem gegeniiberliegenden 
| 0"| 1 in einer Geraden liegen, so entspreehen sie doch der Anf- 
gabe insofern nicht, als diese Verbindungslinien zusammenfallen nnd 
daher nicht Seiten eines Dreiecks sein kSnnen. 

Die Spitze des gesuchten Dreiecks 1st daher einer von den 
Punkten, in denen die Kurve durch die Gerade ^/"(^i) + Q>\$f(%%) 
geschnitten wird. Man bestatigt nun direkt, da8 

i8^(i) - 0; *nf(*ti - flr(a) - 0, a si f(%) 
^ ^ e Verbindungslinien der entsprechenden Ecken 
der Dreiecke x 1 = 0, x$ = 0, a? 8 = und f (x^) 0, /*'(%) = O y 
f'(x s ) darstellen; daher ist nach Nr. 67, 1 und 307, 1 die Ge- 
rade a%$f'(x^) + ^isTC^s) ^isf'fe) ^ die nach der Konstruk- 
tion von Nr. 298 erhaltene. 

7) Wenn zwei Kegelschnitte eine doppelte Beruhrung mit- 
einander haben, so wird jede Tangente des einen in ihrem Be- 
rtihrungspunkte, in der Beriihrungssehne beider Kegelschnitte und 
in den Schnittpunkten mit dem zweiten Kegelschnitt harmonisch 
geteilt (Nr. 289, 7). 

Wenn wir in die Gleichung f (x, x) =g (a:, x) + $ X 2 = des ersten 
Kegelschnittes for %. die Werte lx[ + %i einsetzen, wo die Ko- 
ordinaten der Punkte #/, x!' der Gleichung s x = genugen, so er- 
halten wir aus ihr 



Wenn nun die Yerbindungslinie re/, #/' den Kegelschnitt ff(x,x) -f-$ a . 2 =0 
beruhrt, so muB die zuvor angegebene Gleichung ein vollstandiges 
Quadrat sein, d. h. es muB 



werden, so daB die Gleichung selbst in (ls x , ms x ,,) 3 = iibergeht. 
Dies beweist aber den Satz. 

323. Durch jeden von den vier Grundpunkten des Kegel- 
schnittbuscliels f(x, x) kg(x, a?) "verschiedenen Punkt 
Q(&i I J/2 1 2/s) ^ er Ebene geht ein einziger Kegelschnitt des Bu- 
schels (Nr. 249). Seine Gleichung wird offenbar g(y, y) f(x, x) 
f(y f y)g(x, x) = 0. Ebenso wird jede von den vier Grand- 
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tangenten der Kegelschnittschar q>(u, u) A^(, u} = ver- 
schiedene Gerade von einer einzigen Kurve der Schar beriihrt. 
Dagegen wird in jenem Buschel jede durch keinen der 
Grundpunkte gehende Gerade u f durch zivei Kurven desselben 
beriihrt (Nr. 289, 8), far die die entsprechenden Parameter A 
durch die Substitution von %. Afr,^ fur a ik in die Deter- 
minante (10) von Nr. 309 gefunden werden, so dafi man 
erhalt 



#11 



(76) Ds, 



*32 



-A& 



'32 



; A& 18 tii 
i AJ 23 t* 2 

j A& 33 W 3 



0; 



dies ist eine in bezug auf A quadratiscfie Gleichung. Ebenso 
gehen durch jeden auf keiner Grundtangente liegenden Punkt 
x i zwei Kegelschnitte der Schar (p(u, u) A^(w, w) 0. 

Die Schnittpunkte einer Geraden v i mit den Kurven des 
Systems f(x, x) ?*ff($, x) =* findet man durch Zusammen- 
fassung der drei Gleichungen 



also ist die Gleichung eines solchen Schnittpunktepaares 



(77) 



.0 



! , 0, 00 

t w 2 w 3 00 

eine in A lineare Gleichung, die wir in der Form <b(u, u) 

AV^, it) = schreiben konnen. Setzt man fiir A die 
Wurzeln Aj, A 3 der Gleichung D ein, so wird <b(u, u) 

AY(e, ) jedesmal ein vollstandiges Quadrat K x 2 bez. K 2 3 , 
denn alsdann stellt 0(w, w) A(w ; w) = doppelt zahlend 
den einen oder den anderen der beiden Punkte dar ; in denen 
die Gerade ^=0 von je einem Kegelschnitt des Buschels 
beriihrt wird. 

Aus <$>(u,u)- 
folgt nun 
(78) *(, ) a y 
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Die Gleichung 0(w, u) ;.V(w, ) = fur das Paar der 
"Schnittpunkte der Geraden v x === mit der Busehelkurve 
f(x, x) kg(x,x)=>Q kann daher auch in der Form 
{79) Kf (^ - A) - K 2 2 (^ - A) - Q 

geschrieben werden, woraus hervorgeht, dafi die Paare der 
Schnittpunkte eine Involution bilden, die die Berfihrungs- 
punkte der Geraden mit zwei Kegelschnitten des Busehels zu 
Doppelpunkten hat (Nr. 289). 

Dual bestimmt ein Punkt mit der Schar g>(u, u) 
lil>(u, u] = ein involutorisclies Buschel von Tangenten- 
paaren, das die in ihm beruhrenden Tangenten der beiden 
diircli ilm Idndurchgehenden Kegelschnitte der Schar zu Doppel- 
strahlen hat. 

Wenn insbesondere der eine der beiden festen Kegel- 
schnitte, etwa ty(u, u) = ? in das Paar der imaginaren Kreis- 
punkte (u, ti) = ausartet (Nr. 319), so sind die ibm mit 
dem andern festen Kegelschnitt g?(w ; w) = gemeinschaft- 
lichen Tangenten die vier Verbindungslinien der imaginaren 
Kreispunkte mit den Brennpunkten von y(w ; w) = (vgl. 
Teil 1, Nr. 181), und y(u, ) A<D(M, u) = ist dann eine 
Schar von Ttonfokalen Kegelschnitten (Nr. 232). Auch von dieser 
Schar gehen durch jeden Punkt zwei Kegelschnitte, wahrend 
jede Gerade von einer Scharkurve beruhrt wird. Die Involution 
der Tangentenpaare der Schar an irgend einem Punkte hat 
rechtwinklige Doppelstrahlen, da diese mit jedem Paare, also 
auch mit dem zirkularen Geradenpaar ; eine harmonische Gruppe 
bilden (Nr. 289, 12). Da die Doppelstrahlen die Tangenten 
der beiden durch den Punkt gehenden Kegelschnitte des Sy- 
stems sind, schneiden sich konfokale Kegelschnitte recht- 



B. 1) Man bestimme die Koordinaten der BerOhrungspiinkte 
einer Geraden ^=0 mit dem Buschel f(x, x) #(#, x) = 0. 

Ordnet man die Determinante D nach den Potenzen und Pro- 
<lukten der u, 2 , w 3 , so hat man fur die Koordinaten x i der be- 
treffenden Beruhruagspunkte die Beziehungen 



2) Die Tangenten der Kurven des Buschels in ihren Schnitt- 

Salmon-Fiedler, anal. Geom. d. Kegelschn, IL 7. Anfl. 11 
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punkten mit einer Geraden umhullen eine Kurve dritter Klasse r 
die die gegebene Gerade zur Doppeltangente hat. 

Man bildet die Gleichung dieser Kurve for a x = als die 
Gleiehung der Geraden, u x = als die der Tangente und mit den 
drei Beziehungen $w f = f(x^) ^'OO, indem man in die durch 
Elimination von o und I erhaltene Determinante dritten Grades 
fur die ,r f die Werte einsetzt, die aus der Gleichung der Tangente 
und der Gleichung der gegebenen Geraden gewonnen werden. 

Stellt a x *=* die unendlich. feme Gerade dar, so ist die zu- 
geh5rige Kurve dritter Klasse die Hiillkurve der Asymptoten aller 
Biisehelkurven. 

324. Bestimmung der Kegelsehnitte durcli lineare Be- 
dingungen. Funf Bedingungen bestimmen einen Kegelschnitt, 
so daB im attgemeinen m Punlie und n Tangenten dessdben, 
gegeben sein Iconnen, so fern m + n = 5 ist. Die besonderen 
Falle der Lage eines dieser Bestimmungs-Elemente oder 
mehrerer von ihnen erfordern nur sehr einfaclie Uinfonnungen 
der Konstruttion des entsprechenden allgemeinen Falles. 

Wenn z. B. eine Parallele zu einer Asymptote gegebea 
ist ; so vertritt dieselbe einen unendlich fernen Punkt, die An- 
gabe der Bichtnng einer Asymptote ist also gleichbedeutend mit 
einer Bedingung. Eine Asymptote der Kurve ist mit jswei Be- 
dingungen gleichbedeutend, sowohl mit zwei unendlich nahen 
Tangenten wie mit zwei unendlich nahen Punkten, weil eine 
Tangente und ihr Beriihrungspunkt gegeben sind. Die 
stimmung, daB die Kurve eine Parabel sein soil, ist eine 
dingung, denn es ist damit die unendlicli feme Tangente ge- 
geben. Dagegen wiegt die Bezeichnung der Kurve als Kreis 
swei Bedingungen auf, weil dann die Kurve durch zwei be- 
stimmte unendlicli feme Punkte gehen muB. Die Angabe 
eines Brennpunktes ersetzt zwei Bedingungen, denn sie be- 
stimmt zwei Tangenten der Kurve (Nr. 300 und 181), in der 
Tat bestimmt ein Brennpunkt mit drei andern Bedingungen 
den Kegelschnitt. 

Die Angabe des Pols einer gegebenen Geraden in lessug 
auf den KegelschniU ist gletcKbedeutend mit zwei Bedingungen, 
drei weitere Bedingungen bestimmen die Kurve. Denn (vgL 
Kg. 75 in Tefl I, S. 280) fur P als den Pol von SfR" in 
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bezug auf den Kegelschnitt und T als Punkt desselben ist 
auch T' } der vierte harmonische Punkfc zu T in bezng auf 
das Pnnktepaar P, JS, ein Punkt des Kegelschnitts; und die 
Tangenten in T und T' schneiden sich in einem Punkte 
der Polare R'K'. So bestimmt man aus einem gegebenen 
Pol und seiner Polare zu drei Punkten oder Tangenten drei 
weitere Punkte oder Tangenten derselben Kurve und damit 
diese selbst. Darurn ist auch insbesondere die Angabe des 
Mittelpunktes als des Pols der unendlich fernen Geraden mit 
2wei Bedingungen gleichbedeutend. Brennpunkt und Leitlinie 
zahlen far vi&r Bedingungen, weil zwei Tangenten und ihre 
Beruhrungspunkte damit gegeben sind. (Vgl. Nr. 181.) 

Dagegen ist die Angabe zweier Punkte als hannonischer 
Pole gleichbedeutend mit einer Bedingung. Hierher gehort 
auch die Bestimmung der Kurve als gleichseitige Hyperbel; 
denn sie sagt aus, dafi die unendlich fernen Kreispunkte har- 
monische Pole sind. Somit ist die Bestimmung eines sich 
selbst konjugierten Dreiecks mit drei Bedingungen gleich- 
bedeutend, wie auch die auf dasselbe bezogene Grleichung der 
Kurve nur zwei unabhangige Konstanten enthalt (Nr 299). 
Wenn fur eine Parabel ein Tripel hannonischer Pole gegeben 
ist, so sind durch dasselbe drei endliche Tangenten der Kurve 
bestimmt und ist daher nur noch einer Bedingung zu ge- 
nugen moglich. Bedingungen, die linear sind fur PunTcfkoordir 
naten, sind quadratisch fur Linienkoordinaten y insofern es sich 
um die Bestimmung der Koeffizienten der allgemeinen Grlei- 
chung handelt. Dual entsprechendes gilt fur ein Paar harmo- 
nischer Polaren. Die Angabe eines Durchmessers ist ein be- 
sonderer Fall hiervon. Zwei konjugierte Durchmesser zahlen 
fur drei und die Involution konjugierter Durchmesser fiir vier 
Bedingungen; jede Involution hannonischer Pole fiir zwei Be- 
dingungen, usw. 

1. Ftinf Punkte. Man hat zur Bestimmung der Koeffi- 
zienten von /*(#, x) = funf lineare Grleichungen. Aus jenen 
Punkten konnen mit Hilfe des Lineals aJlein beliebig viele 
andere Punkte der Kurve konstruiert werden. Auch kann man 
dureh dieselbe Konstruktion die Polare eines Punktes in bezug 

11* 
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auf den Kegelschnitt ermitteln. Die Polaren von zwei Punkten 
einer Geraden liefern als ihren Schnittpunkt den Pol derselben, 
insbesondere z. B. den Mittelpunkt. Die Tangente eines Punktes 
der Kurve bestimmt sieh als die Verbindungsgerade desselben 
mit dem unendlich nahen Punkte der Kurve. Ob die durch 
funf Punkte bestiminte Kurve elliptisch oder hyperbolisch ist, 
entscheidet sich durch die sieh selbst entspreehenden Rich- 
tungen der Strahlenbuschel von zweien derselben nach den 
tbrigen (Nr. 284). 

2. Filnf Tangenten. Die Koeffizienten von q>(u, u) = 
bestimmen sich durch funf lineare Gleichungen, daher alle 
aadem Tangenten durch lineare Konstruktion, zugleich die 
Beriihrungspunkte als Schnitte unendlich naher Tangenten 
(Nr. 269). 

Der Pol einer Geraden g, insbesondere der Mittelpunkt der 
Kurve als Pol der unendlich fernen Geraden, bestimmt sich 
als der Schnittpunkt von zwei Geraden, die zu g polar-kon- 
jugiert sind (Nr. 318). 

3. Tier Punkte und ein-e Tangente fiihren durch eine qua- 
dratische Gleichung zur Bestimmung fur den Parameter der 
Kegelschnitte durch die vier gegebenen Punkte (Nr. 323). Man 
konstruiert nach der Eigenschaft des eingeschriebenen Vier- 
ecks durch seine Gegenseitenpaare auf jeder Geraden eine 
Involution, der auch die Schnittpunkte mit der Kurve an- 
gehoren; die Beruhrungspunkte der Tangente sind die Doppel- 
punkte (Nr. 289, s). 

Weil diese Aufgabe zwei Losungen hat, so kann eine 
lineare Konstruktion derselben nicht erwartet werden. Auch 
der Satz von Carnot lafit sich zur Auflosung des Problems 
rerwenden (B. 1 in Nr. 314). Indem man bemerkt, daB durch 
vier Punkte des Kegelschnittes in dem Diagonalendreiseit des 
durch sie bestimmten Vierecks drei Pole und ihre Polaren 
gegeben sind, leitet man aus der einen bekannten Tangente 
drei andere Tangenten ab und gelangt so zu vier Punkten 
und vier Tangenten. 

4. Vier Tangenten und em PunM bestimmen den Kegel- 
schnitt durch die dualen Bedingungen und Konstruktionen. 
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5. Drei Punkte a, 6, c und zwei Tangenten. Man hat fOr 
die a ik drei lineare und zwei quadratische Bedingungen, und 
man schlieBt nach einem besonderen Palle des Satzes in 
NT. 289, da6 die Grerade a 6 den Kegelschnitt und zwei seiner 
Tangenten in Punktepaaren a, I und A, S einer Involution 
schneidet, der der Schnittpunkt mit der Beriihrungsselme der 
Tangenten als einer der Doppelpunkte der Involution angehort 
Jede der drei Geraden a J, &<?, ca bestimmt so in den Doppel- 
punkten der durch ihre Enden und ihre Schnitte mit den 
gegebenen Tangenten gebildeten Involution Punkte der Be- 
riihrungsseime jener Tangenten; sie liegen viermal zu dreien 
in einer Geraden. Hierher gehort aueh die Bestimmung der 
Kegelschnitte durch drei Punkte und einen Brennpunkt. 

6. Drei Tangenten und zwei Punkte. Man hat die dualen 
Gleichungen und Konstruktionen; das Dreieek der drei Be- 
riihrungssehnen hat seine Ecken in den gegebenen Tan- 
genten und nach dem Vorigen gehen seine Seiten je durch 
einen festen Punkt der Verbindungsgeraden der gegebenen 
Punkte. 

7. Die Angabe von zwei Punkten oder zwei Tangenten 
ist ein besonderer Fall der dqppdten B&r&wung mit einem 
gegebenen Kegelschnitt^ des allgerneineren Problems ist an ver- 
schiedenen Stellen des Vorigen gedacht worden. Ftir die Be- 
stimmung durch drei Tangenten oder drei Punkte und die 
doppelte Beruhrung mit einem gegebenen Kegelschnitt sehe 
man Nr. 298, 4; fur die durch Punkt oder Tangente und die 
doppelteBeruhrungmitzweigegebenenKegelschnittenNr.312 ; 35 
fiir die doppelte Beruhrung mit einem gegebenen Kegelschnitt 
und die Beruhrung mit drei andern Kegelschnitten, die dieses 
selbst doppelt beruhren, haben wir im Apollonischen Problem 
das elementare, aber vollgiiltige Analogon (vgl. Nr. 361 und 
Teil 1, Nr. 123). 

8. Zwei Punkte oder Tangenten sind ersetzbar durch die 
dem Kegelsehnitt entsprechende Involution harmonischer Pole 
bez. Polaren in ihrer Verbindungslinie bez. um ihren Schnitt- 
punkt. So werden die Falle Jconjugiert imaginarer Paare be- 
stimmender Punkte oder Tangenten umfaBt. 
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Normalen als Bestimmungselemente gestatten keine Kon- 
struktionen mit Lineal und Zirkel, ebenso die von berdkren- 
den Kegelschnitten im allgemeinen oder yon Kegelsclinitten, 
die tinter gegebenen Winkeln geschnitten werden; usw. 

Eine allgemeinere Art linearer Bedingtheit der Kegel- 
sclinitte, die alle bisher behandelten und noch weitere, z. B. 
die hannonische Teilung yon Strecken und Winkeln, als 
Sonderfalle umfafit, wird nns die Invariantentheorie kennen 
lehren. (Tgl. Nr. 349, 391 und 395, 6.) 



Achtzehntes KapiteL 
Inyariantentlieorie der Mnaren Formen. 

325. Bin'are GleiGhnngen. Jede Kurve n ier Ordnung be- 
stimmt ID it einer beliebigen Geraden eine Gruppe von n Sclinitt- 
punkten (Nr. 27), jede Kurve n ter Klasse mit einem beliebigen 
Punkte eine Grruppe von n Tangenten. Durcn Transformation 
der Koordinaten kann die Gerade stets zu einer Seite, der 
Punkt zu einer Ecke eines Fundamentaldreiecks gemacht wer- 
<den. Dann liefert die Substitution von ^.= bez. w 4 .=0 in 
die ternare Gleichung der Kurve die binare Gleichung des 
w-strabligen, zur Schnittpunktgruppe perspektiven Buschels 
.aus der Gegenecke, bez. die Gleiehung der w-punktigen, zum 
Tangentenbtischel perspektiven Reihe in der Gegenseite. 

Nun brauchen wir zur Untersuchung der Punktreihen 
und Strahlenbtischel uberhaupt nur zwjei homogene Koordi- 
naten. Sind in einer Beihe zwei Fundamentalpunkte gegeben, 
o konnen als die Koordinaten x l \ fy eines beliebigen Punktes 
seine durcb. Konstanten ^ | % dividierten Abstande von jenen 
genommen werden (Nr. 87). Ebenso sind die Koordinaten 
%|w 2 eines Stratls im Biischel in bezug auf zwei Funda- 
mentalstrahlen die durch Konstanten s t j f a dividierten Sinus 
seiner Winkel gegen diese. Definieren wir diese Konstanten 
als Koordinaten eines Einheitspunkfces und einer Einneits- 
geraden (Nr. 87), so ist die Bedeutung der Koordinaten in 
Reihe und Buschel dieselbe ; d. To., eine Unterscneidung von 
Punkt- und Linienkoordinaten ist gegenstandslos. 

Bei solcher Deutung sind die Scnnittpunktreihen und 
'TangentenbtLschel einer Kurve durch homogene Gleichungen 
mit zwei Veranderlichen analytisch ausgedriickt. Eine TJnter- 
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suchung soleher binarer Gleichungen wird daher die Grund- 
lage zu weiteren Ergebnissen des im vorigen Kapitel be- 
gonnenen Studinms der ternaren Gleiehungen zweiten Grades 
bilden. 60 ) 

Die lineare binare Form sehreiben wir 

(1) a x z=a i x i + a 3 Xs 

und die Form n ten Grades symbolisch als n** Potenz a*. Die- 
Transformation der Koordinaten zu neuen Fundamentalele- 
menten wird vennittelt dureh 

(2) 9^ - a^Zi + <%<, Qfy - a^Si' + <* S9 %'. 

Bei tinveranderter Koordinatendeutung ist dies zugleich. der 
Ausdruck der projektiven Zuordnung zweier Eeihen (Bdschel) 
x, und a?/. 

Die allgemeine binare Gleichuug n ien Grades hat n + 1 
Koeffizienten oder n voneinander unabhangige Konstanten^ 
die n Wnrzeln x^:x^ l \ . . .x^:x^ oder a ly . . . a n . Die 
Ausdructe x^x^ x^x% nennt man die Linearfaktoren der 
Form. 

326. Biskriminante. Projektiye Punktreihen oder Strahlen- 
buschel sind durch drei Paare homologer Elemente bestimmi^ 
denn die Koeffizienten der linearen Substitution sind dann. 
bis auf einen konstanten gemeinsamen Faktor zu berecnnen* 
Somit kann im allgemeinen jede quadratische bez. kubische- 
Gleichung in jede andere quadratische bez. kubische Gleichung- 
linear transformiert werden, da deren Koeffizientenzahl die 
der Substitution nieht iibersteigt. Dagegen konnen Gleichun- 
gen hoherer Grade im allgemeinen nicht ineinander linear trans- 
formiert werden. Zwei biquadratische Gleichungen stellen nur 
dann projektive Gruppen von je vier Punkten dar, wenn 
bei irgend einer Zuordnung derselben die Doppelverhaltnisse- 
gleich sind. 

Wir haben auch schon erkannt, welche quadratische 
Gleichungen oder welche Punktepaare nieht linear verwandt 
sind. Da jeder einzelne Linearfaktor wieder in einen Linear- 
faktor transformiert wird, kann ein vollstandiges Quadrat nur 
wieder in ein solches ubergehen. Wenn also die Diskrimi-- 
nante A einer gegebenen quadratischen Gleichung Null ist^ 
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so verschwinden auch. die Diskriminanten aller ihrer linear 
transform ierten Gleichiragen. Daher kann die Diskriminante 
durch die Transformation nur durcli den Zutritt eines von 
dieser abhangigen Paktors geandert werden. In der Tat wird 
#3.* = a^x^ + 2 a 12 # 1 # 2 + a 22 # 2 2 = dnrch. die Transformation 
(2) mit 9 = 1 ubergefiihrt in 



nnd nach. dem Multiplikationsgesetz der Determinanten er- 
lialt man 

(3) ^' flu'flai'- a ia /2 -= (!!- uflfe) 8 (uM- O- A 1 . ^. 

Die Diskriminante <d' d&r transformierten Form ist das 
ProduU aus der Diskriminante d d&r ursprtinglichen Form in 
das Quadrat des Substitutionsmoduls A. 

AUgemein yersteht man unter der Diskriminante einer 
durcL. 

(4) Fsa/sa ^"+()o 1 ^- 1 ai + G|)a l ai--V+'-' + a A* 
dargestellten binaren Form ^ ten Grades diejenige Fnnktion 
der Koeffizienten # , a l) a%, . , . a n von (4), deren Verschwin- 
den notwendig ist, wenn zwei Elemente der dureh U - 
bestimmten Gruppe von n Elementen zusammenfallen sollen, 
Im folgenden werden wir zeigen, dafi man die Diskriminante 
durcli Elimination von rr x und x% aus 



erhSlt 

Zum Beweise dieser Behauptung beachte man, daB ein 
in U doppett enthaltener linearer Faktor o^ + c^x 3 in U^ 
nnd U 2 als einfacli&r Faktor auffcritt; denn wenn U von der 
Form (a t x + cc & x^' u ist, so wird 
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Fur 0^^+0:2^=0 verscbwinden also neben U auch 
L\ nnd Z7 2 . 

Umgekebrt kann man zeigen, daB die Form U durcb 
(tf^+tf^) 2 teilbar ist ; wenn L\ und CT 2 den gemein- 
samen Faktor c^+c^g haben. In diesem Falle ist nam- 
lieb auch U zunachst durch (cc^ + a^) 1 obne Rest teil- 
bar, denn auf Grund des Eulerscben Satzes dber boniogene 
Funktionen ist 

(7) w^-^g^+^ls oder Z7-iZ7i + a! iZ7- 

Bin in C/i und J7 2 enthaltener Faktor ist daner auch Faktor 
von TJ, man kann also U^(cc 1 x 1 + cc 2 oc s )v setzen ; und nier- 
aus folgt 






Da nun Di und J7 2 ^aw^<? Funktionen von ^ und a; 2 mit 
dem Faktor cc^ + # 2 #2 sind, mu8 v durch ax + cc z x 2 onne 
Rest teilbar sein, es ist etwa == (a^ + a^x^u, somit in 
der Tat U== (u 1 x l + %x^ w. 61 ) 

Da man das Ergebnis der Elimination von ^ und # 2 aus 
zwei in x ly x 2 nomogenen Gleicnungen als Hesultante dieser 
Grleichungen bezeichnet, ist also die Diskriminante irgend einer 
Unaren Form allgemein die Resultante ihrer partiellen Al> 
leitungen. 

Die Diskriminante einer quadratischen Form ist daner 
die Determinate ibrer linearen Ableitungen 

a n^i + ^12^2 = ; a i2%i + %#s = 0; 
als Funktion der Wurzeln c^, 2 lautet sie dann, wegen 



(9) ^ 

Die Ableitungen der transformierten quadratischen Form 
a'x? geben aus den vorigen nicht einfacb. dadurcb bervor, daB 
man die ursprunglieben Ableitungen transformiert, sondern 
es bestebt die Identitat 

+ 
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sobald die #. linear durcli die #/ ausgedrflckt werden. Die 
neuen Ableitungen entstehen daher aus den urspriingliclien 
so, wie wenn diese als Elemente einer Transformation unter- 
worfen wurden, die zu der auf die # t . angewandten als die 
transponierte (Nr. 91) gehort. 

327. Invarianten. Die Diskriminante gehort zm der Gat- 
tung wicttiger Funktionen, die man Invarianten nennt (Nr. 91). 
Eine algebraische Funktion l(a) der Eoeffaienten a einer Form 
heiflt Invariants, wenn nach linearer Transformation der Form 
dieseCbe, in den fransformierten Koeffizienten a gebildete Funk- 
tion J(a') ein Produkt von J(a) in eine Potens des Substitu- 
tionsmodtds ist: 

(10) J(flO-A r -J(a). 

Man bezeicknet eine solche Funktion als unveranderlich oder 
invariant bis auf einen Faktor A r , und insbesondere als absolute 
Invariants, wenn dieser Faktor Ems (J (a') = J (a)) ist. 

Die Bildung solcher Invarianten ist von grofiter Wiclitig- 
keit fur die analytisclie Geometrie, denn das Verschwinden 
einer Invariants drucM eine projeMve Eigenschaft des durch 
die Gleicliung dargestellten GeWdes aus. In der Tat ver- 
schwindet dieselbe Koeffizientenfanktion fiir alle projektiven 
Gebilde gleichzeitig. Wir konnen dafur auch gleichbedeutend 
sagen, daB die definierte Eigenscbaffc des gegebenen Gebildes 
vom Koordinatensystem unabhangig ist, denn eine Koordi- 
naten-Transformation ist eine lineare Transformation. 

In dem Teil der Algebra, den man als Invariantentheorie 
oder Algebra der linearen Transformationen bezeickaet, wird 
gezeigt, wie man Invarianten bildet. 

Hat eine Form mehr als eine Invariante, so tat sie 
auch. absolute Invarianten, z. B. J x * : J 2 r ; wenn zwei Invarianten 
J t (a) A r J t (a), \t(cf) = A* J,(a) vorhanden sind. Damit 
zwei Formen linear verwandt seien, miissen auch ihre absoluten 
Invarianten ubereinstimmen. Nun konnen die Substitutions- 
koeffizienten stets so bestimmt werden, daB vier transformierte 
Koeffizienten gegebene Werte haben, also mussen im Falle 
einer binaren Form n* n Grades nock n 3 Beziehtmgen 
zwisclien den Koeffizienten der beiden Formen erfiillt sein. 
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Diese Beziehungen lassen sick aber stets durch Gleichheitert 
absoluter Invarianten ersetzen. 62 ) Demnacli hat eine binare 
Form n*** Grades n 3 unabhangige absolute Invarianten, 
die biquadratische Form z. B. eine. Eine quadratische oder 
kubische Form kann daher iiberhaupt nicht mehr als eine 
Invariante haben, namlich ihre Diskriminante. 

Die Definition der InvarianteneigenseJiaft durch die Glei- 
chung (10) 1st nicht an Funktionen yon Koeffizienten nur 
einer Form gebunden. Eine algebraische Funktion J der Koeffi- 
zienten a, 1 9 ... mehrerer Formen, die lei gleichzeitiger Trans- 
formation derselben invariant ist, Jwfit eine Simultaninvarianie 
derselben (Invariante des Systems simultaner Formen): 

(11) J(^6VO-A^J(a f 6,..)- 

Das Versehwinden einer Simultaninvaa-iante definiert eine 

projektive Beziehung der gleichzeitig untersuchten Grebilde. 

Zwei linear Q "Former a xJ 1> X 'hdbm nur eine Simultan- 
invariante, ihre Determinante a^ a%b^ Denn es ist 

<^ r & 2 ' a% &/ A (^63 flg&i); 

und es kann keine zweite Invariante geben, weil zwei ge- 
trennten Punkten irgend zwei andere getrennte Punkte pro- 
jektiv zugeordnet werden konnen. 

Ganz allgemein gilt der Satz: Gleichungen oder Glei- 
chungssysteme derselben Grade sind Equivalent oder stellen 
projektive Gebilde dar, wenn gleichgebildete Invarianten gleich- 
zeitig Null und alle gleichgebildeten absoluten Invarianten 
gleichwertig sind. 

328. Harmonisclxe Invariante. Zwei quadratische Glei- 
chungen a/^0, l x *=~Q konnen nicht simultan in zwei be- 
liebige andere a/ 2 =0, b x '*=Q linear transformiert werden; 
als geometrische Bedingung hierftir ist notwendig und hin- 
reichend die Grleichheit der Doppelverh'altnisse der Elementen- 
paare. Bildet man aus den Wurzelpaaren c^, cr a ; fa, f}% der 
gegebenen Gleichungen das Doppelverhaltnis 

(12) 
so ist 
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und in den Koeffizienten ausgedriickt 

' 



Somit ist die rechte Seite liier eine absolute Simultaninvariante 
des Grleichungspaares. 

Der Nenner ist das Produkt der beiden Diskriminanten 
^/ 1; AD andert sich. also um A 4 bei der Transformation. 
Daher ist ancli die Quadratwurzel aus dem Zahler eine In- 
Yariante, die sich um A 2 andert. Das Verschwinden des 
Nenners zeigt, da8 zwei Elementenpaare nur dann d 1 
ergeben, wenn das eine von ihnen aus zusammenfallenden 
Elementen besteht (Nr. 83). Der Zahler dagegen verschwindet, 
wenn d = 1 ist ? d. h. die Bedingung fur die harmonisdie 
Trennung der beiden Elementenpaare ist 

(15) == a n & 22 + a 22 6 n - 2a 12 6 12 - 0, 

in der Tat die schon in Nr. 16 gefundene Beziehung. 

Die linke Seite dieser Gleicliung mag dalier als die Jiar- 
monische Simultaninvariante & bezeichnet werden. *Algebraiscli 
folgt ihre Invarianteneigenscliafb unmittelbar daraus, dafi sich 
& in der sjmbolisehen Form (%Z2 ^^i) 3 schreiben laBi^ 
d. h. als das Quadrat der Simultaninvariante der linearen 
Pormen a x , l x (Nr. 327). 

329. Besultante. Aus der absoluten Simultaninvariante 
(14) sind weitere Invarianten abzuleiten. Sowohl d = als 
d = oo ergibt z. B. die Beziehung 

(16) 2 -~ 4^^-Q 

als Bedingung dafiir, da6 die Grleichungen a/^0, i^^O 
eine. gemeinsame Wurzel haben, d. h. als ihre Besultante. In 
der Tat lautet die linke Seite, in den Wurzeln geschrieben, 



Oder 4(^ - ft) fa - ft) (<% - ft) ("* - ft) - 
Nun ist aber 2 4^ ^/ a eine Invariante, denn jede rationale 
Funktion von ^, J^ 'hat die Invarianteneigenschaft. Ab- 
solyte Invarianten sind unter den rational gebroahenen Funk- 
tionen offenbar diejenigen, die bezuglich der Koeffizienten 
die nullte Dimension haben, TJmgekehrt lehrt die Invarianten- 



174 X?m Invariantentheorie der bin^ren Fonnen. 329. 



theorie, daft sick ifberliaitpt aUe Invarianten des quadratiscken 
Formenpaares durck 4 ly J%, & rational ausdrilcken lassen. 

Die Resultante insbesondere kann man auch in Deter- 
niinantenform bilden. Multipliziert man namlich die beiden 
Formen a/, &/ mit den linearen Binomen P x bez. &# die die 
nicht gemeinsamen in ft/ bez. a,* enthaltenen linearen Fak- 
toren darstellen, so musseu die Produkte a x *(t x und ft^o^ 
identisch sein. Die viergliedrige Identitat 

^.-V^-o 

Kefert somit die in <^, a 2? ft, /5 2 linearen Grleichungen 



- 0, 



Die Resnltante ist die Bedingung dafur, dafi diese in /J u ft, 
!, j homogenen und linearen Grleichungen nebeneinander 
bestehen, sie lautet also 

6,, 



(17) 



2a 12 





ii 



26. 



"11 
'is 



0, 



die man leicht nmformt in 
.18) 



*= oder 



B. l) Das Doppelverhaltnis zweier Elementenpaare, als Punk- 
iaon der Invarianten ausgedriickt, ist 



2) Maa soil den Ort eines Punktes so bestimmen, dafi die 
von Him an zwei feste Kegelscbnitte gezogenen Tangenten ein bar- 
monisclies Btschel bilden. 

Wir denken die beiden Kegelschnitte auf ihr gemeinsames 
Polardreieck bezogen: 

ii^ 3 + <*** V + ta V - 0, \x* + 5 22 xf + 63303* = 0. 
Dann wird das vom Puitkte y an den ersten Kegelschnitt geliende 
Tangentenpaar nach Nr. 313 ausgedriickt durch 
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und fur die Sclmittpunkte des Tangentenpaares in der Fundamental- 
linie x s = folgt 



Indem man die Bedingung bildet, unter der das so bestimmte 
Punktepaar mit dem ebenso aus der Gleicbung des zweiten Kegel- 
schnittes abgeleiteten Paare eine harmonisehe Teilnng gibt, erbalt 
man die Gleichung des fraglichen Ortes in der Form 



woraus nacb Abscheidung des Faktors 7/ 8 2 und nach Vertauscbung 
der y i mit laufenden Koordinaten x t die Gleicbung 

i 2 + ^22 



hervorgebt. 

Die wicbtigen Beziebungen dieses Kegelscbnittes 
der sogenannten harmonischen Kurve 2. Ordnung, zu den gegebenen 
werden wir in Nr. 354 und 356 kennen lernen. 

3) Wenn in die Gleicbungen von zwei Kegelscbnitten f(x, x) = 0, 
gfax) "* far x i die Ausdrftcke lx i -{' ^y i eingesetzt werden, so 
folgt aus den in der Form 

l*f(*, x) + 2lpf(x, y) + fffa y) - 0, 
l*g(x, x) + Zlpfffa y) + ptfffa y) - 

(Nr. 306) gescbriebenen Snbstitutionsergebnissen nacb den vor- 
stehenden Betracbtungen, daB g(y,y)f(x,x) + f(y,y)g(x,x) 
2f(x,y)g(x,y) = das dnrcb den Punkt y t gebende Geradenpaar 
darstellt, das von den beiden Kegelscbnitten in barmoniscben Punk- 
ten gescbnitten wird. In demselben Falle ist die Gleicbung des 
Systems der vier vom Punkte y i nacb den Scbnittpunkten der Kegel- 
scbnitte gezogenen Geraden: 



und f( 

sind die Paare der von y i an die Kegelscbnitte gezogenen Tangenten. 

4) Welcbes ist die Hiillkurve der Kegelscbnitte, die durcb drei 
gegebene Punkte geben und eine feste Strecke barmoniscb teilen? 

Wir nebmen die drei Punkte als Fundamentalpunkte, der 
Kegelscbnitt bat alsdann die Gleicbung 



und g i seien die Koordinaten der Streckenendpunkte. Dann haben 
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die dem Doppelverhaltnts a entsprechenden Teilpunkte Koordinaten 
von der Form y i + 1% bez. y t + f^-, wobei ft = i a ist und >l einen 
veranderliehen Parameter bedeutet. Die Gleichung des durch diese 
Punkte und die Eeken des Fundamentaldreiecks gehenden Kegel- 
schnittes wird 



**i) (2/3 + *%) (2/i + **i) G/i 
y s + alz s ) (i/ 5 + algj (^ + A^) ^ 
oder, wenn man A\. = y^ k y k Hj setzt: 

2/3^3 

+ 



^3^1^) = 0. 
Demnacli ist die Gleichung der Hullkizrve 

(1 + )*{%*! ^38 + ft^^^i + 
+ y^x^ + 2 



oder 



0. 

Diese ist also eine Kurve vierter Ordnung, die die Ecken des Fun- 
damentaldreiecks zu Doppelpunkten hat und von der Geraden der 
Strecke in ihren beiden Endpunkten beruhrt wird. Fur die harmo- 
nische Teilung insbesondere geht die Gleichung uber in das Produkt 
der Kegelschnittgleiehungen 

Vi^a* + - + y 3 %#i*2 = und js^Sgff, + - + z^Xify - 0, 
d. h. die Hullkurve ist der vierte Punkt, der diesen beiden Kegel- 
schnitten gemeinsam ist. Alle emem festen Dreieck uvngeschriebenen 
Kegdsdinitte^ die eine feste Strecke harmonisch teilen, gelien durck 
eincn merien festen Punkt. (Vgl. Nr. 349, 3f.) 

330. Kovarianten. In der Form (18) auf Seite 174 er- 
scheint die Resultante zweier quadratischer Formen ale die 
Diskriminante einer dritten qnadratisclien Gleichung 



(20) I ^ 11&is "" ^s^n)^ 2 + 
1 



x^ 0, 

Diese definiert nach Nr. 17 das zu den beiden gegebenen 
gleichzeitig harmonisch konjugierte Elementenpaar. 

Nun sind in der Projektivitat, die a^^= 0, V 2=8S de & 
Paaren a* - 0, "b* = zuordnet, auch die gemeinsamen har- 
monischen Paare homolog. Also mn8 der Ausdruck (20) durch 
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lineare Transformation gleichbedeutend werden mit dem Aus- 
druek, der ebenso aus dem transformierten Gleichungspaar 
< 3 =0 ; ft/ 2 gebildet ist. Wirklich ist die linke Seite 
des letztgenannten Ausdruckes gleich der mit A multiplizier- 
ten linken Seite von (20). 

Man beweist dies durch die Darstellung der Gleiehung (20) 
in Gestalt der FunMionaldeterminante: 
(21) jp j^i^i+^is^; a i2#i + ^22^2 , _ 

! &11#1 + ^12^2? &12#1 + 6 22% i ' 

deren Elemente die mit $ multiplizierten partiellen Ableitun- 
gen von aj*, I* naeh. % 1} x^ sind. Sofern x \x^ und #/,#/ 
durch die Substitution (2), wobei Q = 1 sei ? identisch ver- 
bunden sind, bestehen zwischen den Ableitungen einer Form S 
beliebigen Grades die Identitaten (Nr. 325): 



M - ? A 3i _i_ ^ 2$ _ Mo. a 
8^' "" "8^ * 8ay a ? "^ dx, ' dx. r ~~ K ^ 8a? t "*" ^ 8"a- a ' 

Da somit die Ableitungen invers transformiert werden, gilt 
-allgemein fiir zwei binare Form en S ly S 2 die Determinanten- 
beziehung 

Mi M ^ M* A /Mi M* _ ML ^ 

' ' "~ ' 



z. B. auch J' A-fl 

Kovariante einer Form oder mehrerer simultaner Formm 
heifit elne Function C(5? : a) der Veranderlichen und der Koeffi- 
gienten, wenn nach linear er Transformation dieselbe, in den 
transformierten Veranderlichen x' und Koeffusienten a gebildete 
Funktion C(#' 7 aT) ein ProduU von G(x, a) in eine Potent A r 
des Sufostitutionsmoduls ist. Somit ist die Funktionaldeter- 
minante zweier binarer Form en eine simultane Kovariante 
derselben; man nennt sie die Jacolische Kovariante. Die De- 
inition der Kovarianten umfafit die Invarianten als Sonderfall. 

Aus der definierenden Identitat folgt auch die weitere 
(23) C(0,aO-A r -C(af,a), 

Das Verscliwinden einer Kovariante oder eine Jcovariante Grid- 
chung driicU daher ein geometrisches Gebttde aus, dessen Be- 
ziehung m dem gegebenen oder den gegebenen prqjelttiv ist. 

' Salmon-Eiedler, anal. Geom. d. Kegelachn.. II. 7. Aufl. 1 2 
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Also haben die?e und das koyariante Gebilde notwendig ge- 
wisse yersehwindende Simiiltauinvariattten, z. B. eines der 
Punktepaare mit F = die harraonisehe 0. Sine In- 
mriante einer Kovariante ist nach der Definition auch eine 
Invariants der Original form, z. B. ist die Diskriminante von 
F die Resultante von a/, &/. 

Die Invariantentheorie lehrt, daB eine binare quadratisehe 
Form keine von ihr selbst verschiedene, zicei solche Formen 
ft, S f auBer F und rationalen Funktionen von S, S'j F keine 
anderen siraultanen Kovarianten haben. 

331. Invariantentheorie der Involution, Zwei Elementen- 
paare /= 0, % x *~ bestimmen nach Nr. 17 eine Involution* 
deren Paare in der Gleicnung 

(24) aJ>+M x *=Q 

enthalten sind. Wir betrachten also eine Parameterverbin- 
dung von zwei quadratischen Formen wiederum als eine- 
solche Form. 

Setzt man die Diskriminante dieser Form gleich Null r 
so bestimmt die so entstehende Gleichung 

(25) (fl u -f 16 U ) (a^ f ^ 6 22 ) - >! -r ^7 = 

die Parameter zweier je in einen Punkt zusammenfallenderr 
Paare, der beiden Doppelelemente (Nr. 17). Diese Funktion. 
hat ihre Invarianteneigenschaft fur jeden beliebigen Wert 
des Parameters, also unabhangig von L Daher sind schon 
die Koeffizienten der nach Potenzen von Z geordneten Dis- 
kriminante Invarianten. In der Tat lautet die Entwickelung^ 

(26) Jt+iei-i*^, 

ftihrt also ausschliefilich auf die Diskriminanten der einzelnen- 
und die harmonische Siroultaninvariante beider Paare*). 

Die Parameter der Doppelelemente sind absolute Livari- 
anten, namlich 



~* 2^ s > "2 24, 

Deshalb haben die Doppelelemente eine projektive Beziehung; 
*) Ebenso ist die harmonischc Invariante der Paare 1', I": 
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zu den gegebenen Elementenpaaren. Das aus ihnen gebildete, 
der Involution nicht angehorige Elementenpaar ist also durch 
eine kovariante Gleichung darzustellen. Das Quadrat derselben 
lafit sich unmittelbar als das Produkt der die Doppelelemente 
einzeln definierenden Gleichungen bilden, als 



Man bestatigt leicht, daB diese biquadratisciie Kovariante 
gleich JF 2 1st, wo F die fruhere quadratische Kovariante 
ist. Also bilden die Doppelelemente das gemeinsame bar- 
monisclie Paar zn den Involntionspaaren, in Ubereinstimmung 
mit NT. 17. 

In einer Involution konnen die im allgemeinen getrennten 
Doppelelemente zu Fundamentalelementen gewahlt warden. 
Bezeiehnen wir sie als s ly s s mit a x *+ ^b^^^j a /+ ^*b* 
-= $2*, (^ ^ A 2 ), so kann die Gleichung der Involution in der 
Gestalt 

(28) 'i f -iEjV-0 

geschrieben werden, aus der die harmonisehe Trennung der 
Paare durch die Doppelelemente sofort hervorgeht. 

Die Doppelelemente fallen zusammen (^ Jlj), die In- 
volution ist parabolischj wenn die Invariante O* 
verschwindei Denn fur (a u + A6 U ) (a^ + A6, 2 ) 
x " (Pi + ^JPg) 2 IB ^ es ^rlaubt zu setzen 



Dann gent die Gleichung der Involution fiber in 

(i 
oder 



Somit lost sich die parabolische Involution in einen Punkt 
und eine einfache Punktreihe, bez. in einen Strabl und ein 
einfaches Strahlenbiischel auf (Nr. 18). 

12* 
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B. 1) Nacb Gleichung (80) in Nr. 17 1st 



Aft - 



/a 



die Bedingung dafur, dafi die Elementenpaare #!> & 2 ; ft, ft; y ls j' 2 
einer Involution angehoren. Die Multiplikation dieser Bedingung mit 

1 ,* *i 1 : ' d 2 (5 1 

! I i 

, ft* ft 1 | bez. c 1 2 a t 1 ! 



oder mit (^ i y x ) f y t e^) (c^ ft j, bez. mit (o^ a 2 ) 
(a s ^j (^ <*J liefert Gleichungen, die die Doppelverhaltnis- 
gleichheiten 



mid die dureh die Vertauschung von A 1 A^^ B^Bs, O^C 9 unter sich, 
bez. von A^^ mit ^^ oder CjCj daraus hervorgehenden aussprechen. 
* 2) Man bestimme in zwei involutoriscnen Reihen aiaf derselben 
Geraden das beiden gemeinsame Paar entsprechender Punkte. 

Sind jene durcb die Punktepaare /=*= 0, b*~ 0, fl,/ 2 0, 
bx* gegeben, so sind nacb (74^ in Nr. 17 die Paare ibrer sicb 
selbst konjugierten Punkte: 



Das gemeinsame Paar mnB mit beiden zngleich barmoniscb sein, 
d, b. seine Gleichnng mnfi aus den beiden letzten Gleicbungen 
ebenso gebildet sein, wie diese aus den Paaren der gegebenen. 
Wann rst es nicht reell? (Nr. 18.) 

332. Projektivit&t. Wexm vier Paare von Elementen 
JL 17 AI\ B t , J? 2 ; 19 C 2 ; D 17 D 2? die wir durcb. die Wurzel- 
paare c^, c%* ft, ft; y 1? y 2 ; S 1} 8% von vier Gleichungen zwei- 
ten Grades dargestellt denken, die beiden Gruppen c^, ft ? y ly S^ 
*%> A? %> ^2 von gleictem Doppelverhaltnis bestimmen, so 
folgt aus der Parametergleicnung der Projektivitat in Nr. 93 
die schon dort aufgestellte Bedingung der Projektivitat von 
acU Elemenlen 

i 1 1 1 1 ! 



(29) 



ftft 



7s 



0. 



Projektivitiit von vier Elemeatenpaaren. Igl 

Wenn man in der Determinante die mit ft<J a , <J J? fa 
bez. multiplizierten ersten Zeilen zur letzten addiert, nach den 
Elementen der letzten Zeile entwickelt, die Determinants- 
faktoren zu Determinanten zweiter Ordnung umformt, so lantet 
die Bedingung einfacher 

(s - ft) (ft ~ ft) (ft - A " (*i - i) 



t 

zum direkten Ausdruck der Doppelverhaltnij^leiciiheit 



entsprecheuder Elemente. 

Auf dieselbe Weise kann die ProjeJdivitat siceier Eeiten 
von teliebiff vielen Elementen ansgedrQckt werden. Denn die 
Doppelverhaltnisgleichlieit aller homologen Elementenquadrupel 
kann durch das Verscliwinden der Matrix 

! 1 1 1 1 1 . . !i 
i ft ft *i i 



(32) 



= 



ft ft 

angezeigt werden 9 wenn dies bedeutet, daB jede der aus vier 
Spalten derselben Matrix gebildeten Determinanten verschwindet 
DaB zwei projektiye Systeme durch das eine nnd drei Paare 
entsprechender Punkte aus beiden rollkommen und auf lineare 
Weise bestimmt sind (Nr. 93, 288), ist daraus ersichflieh, daB 
alle Determinanten, die die zwei ersten Spalten enthalten, in 
den fehlenden Elementen linear sini 

Ebenso sind beliebige Paare tf u <v, ft, fa usw. desselben 
Tragers in Involution, wenn die Beziehungen 



(33) 

f; i<** ftft 
erfiillt sind, denn jede der aus drei Spalten dieses Systems 
gebildeten Determinanten gibt durch ihr Yerschwuiden die 
inTolutorische Beziehung (80) in Nr, 17 der drei in sie ein- 
tretenden Paare. 

Die Gleichung, die bei Berficksiehtigung der drei ersten 
Spalten yon (33) entsteht, ist aber auch eine einfache Urn- 
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formung der Beziehung der Pr&jektivitat zwischen den beiden 
durch !, A* ft? c uad ^2? A> ?*> <*i bestimmten Gruppen. 
Han hat namlich 

1111 ; i A ri 2 < 

0== i A ft * .__i 1111 

A y 2 i !i+* 2 A + 

l *i**h&*Y\y*Ui**\ ; ^^2 A A 

und durch Subtrafction der Elemente der letzten Spalte von 
den entsprecbenden Elementeii der ersten folgt 

1 1 1 

(a, - jj) ^ + ^ 2 A + A ft + ^2 ! 

i* 2 A A nrs ; 

Inyoluidon der Paare CC L) <%; A> Ai ft* y un< l Projektivitat 
, der aus vier Elementeu derselben gebildeten Quadrupel e^, /S^, 
Xu a 5 ^2? A i ^ay ^i &&& daher geometrisch gleichbedeutende 
Bedingungen. 

B. 1) Doppelelemente von zwei vereinigten projektivenReilien. 

Sind c^^Cj; A, ft; ^ 7* ^ e zur Bestimmung binreichenden 
Paare bomologer Punkte, und 1st dnrch 6 einer der Doppelpunkte 
bestimznt, so bat man fur <J die quadratiscbe Gleichung 

1 1 1 1 1 j 

| * % ft ft i _ Q 

; * ^2 ^j 7s 

I d * is AA yiy 

Die Doppelelemente einer Involution sind in Nr. 331 gegeben. 

2) Sind irgend secbs Elemente 1, 2, . . ., 6 eines Elementar- 
gebildes gegeben und konstruiert man die drei Elementenpaare, die 
bez. zu 12 und 45, 23 und 56, 34 und 61 gleicbzeitig harmoniscb 
konjugiert sind, so bilden diese Paare eine Involution. 

333. Polaren. Die durch a^ = bestimmten Elemente 
konnen als Doppelelemente einer Involution anfgefaBt werden. 
In dieser sind y l \ y^ und g l \ 5 a homologe Elemente, wenn die 
Doppelelemente durch m^ m^ \ tw 2 y 2 %0 a darstellbar 
aind. Die Einsetzung dieser Werte in aj* = ergibt zur Be- 
rtimmung von m 1 : m 3 

. t*i) f + 2<*n(m*yi %^)(^ 2 y 2 w^,) 



Doppelelemente. Die Polaren als Kovarianten von Pol und Form. lg. M > 

Dazu ist notwendig und liinreicheiid das Yersehwinden der 
Differenz dieser Gleichungen oder 

(34) 0n#i^i 4- 0i 2 (#i*2 - 9ri i -r *8&-2 * 

Man erkennt in ihr einerseits die Parametergleichung der 
Involution wieder (Nr. 17 und 94), andrerseits die sogenannte 
Pclarform oder Polare von a x * 0. In der symbolischen Schreib- 
weise erscheint sie als ein Produkt a y Q x , das f&r y = r * # 
mit a/ identisch wird. 

Auch die Polare muB gemaB ihrer projektiven Bedeutung 
Invarianteneigenschaft besitzen. In der Tat zeigt dies die 
Anordnung 

(35) yi( u ^ -r *s) + s(is^ T -) 0, 

da die KlammergroBen die transponierte Substitution erleiden, 
wenn y l \ t/ 2 un d &i s s gleiclizeitig und gleichartig transfor- 
miert werden (Nr. 330). 

Somit mtissen wir die Definition in Nr. 330 dadurch er- 
weitern, daB wir auch K&carianten mit melirer&i Reihen von 
JiOgredienten Veranderlichen zulassen. Die Polarentheorie bietet 
die wichtigsten Beispiele mit zweierlei Veranderlichen. 

Die Polare der Gleichung o/ + 16^ enthalt den 
Parameter ebenfalls linear: 

(36) <yi, + f &,-0. 

Einem Elemente oder Pole y entspricht also eine Reihe kon- 
jugierter Pole und diese Reihen sind projektiv ? wenn sich y 
andert. Man nennt diese Reihen auch zu der Involution pro- 
jektiv, weil in jeder die Zuordnung der Elemente und der Paare 
eindeutig ist. Indessen ist der Satz in voller Allgemeinheit 
nur wahr, wenn der Fall singularer Projektivitat mit einge- 
schlossen wird. Denn ffir einen Doppelpunkt reduziert sich 
die Reihe konjugierter Pole offenbar auf den anderen Doppel- 
punkt. 

B. 1) Um zu finden, fiir welche ^j^ die konjugierten Pole 
in einen g l \ z % zusammenfaUen, ist nur auszudrucken, daB die Polare 
unabhSngig von ft in ein Produkt 



zerfalle. Man erhalt als Bedingung 
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deren Identitat mit der Kovariante (20) von Xr. 330 offenbar 1st. 
%) Wezm die Elementenpaare c^Cj; ft, ft; Tuft; ^i*^ e ^ ne 
Involution bilden, so haben die in bezug auf die einzelnen Paare 
konjugiert barmonischen Elemente a, b, c, b eines beliebigen Ele- 
mentes a> ein von w unabhiingiges Doppelverhaltnis d, d. h. die zu 
einem anderen Elemente & in gleicher Weise gehorigen a', b',c', b r 
baben dasselbe Doppelverhiiltnis d. Nach Nr. 332 ist also 

1 1 1 1 

, a b c b -o 
a' b' c' b' 

: aa' bb' cc' bb' 

Zum Beweise beacbte man, daB die Giiltigkeit dieser Gleichnng 
dnrcb Koordinatentransformation nicbt gestort wird. man kann da- 
ber o 0, o'= oc setzen und erhalt (Nr. 328) 



Die vorausgesetzte Gleiebung geht fiber in die neue 

i i i i i 

g i g ftft yt_y ._ Mi i 

= 0, 



die, nacb den Elementen der zweiten Zeile entwickelt, tatsacblicb 
nach (80) in Nr. 17 nur eine Folge der involutoriscben Beziebung 
der Paare ist. 63 ) 

334. Hohere Polaren. Wir verfolgen diese Betrachtungen 
wenigstens in einigen Hauptziigen auf das Gebiet der binaren 
Formen hoheren Grades. 64 ) Es sei 

V / { _L / *A * 2 2 I i 

eine allgemeine Form n** 11 Grades; alsdann bestimmt Z7 X =0 
eine Gruppe von n Elementen x. Wir konnen nun das Er- 
gebnis der Einsetzung von m^+ m^ statt x i in die Glei- 
chung naeh dein Taylorschen Theorem angeben. Es soil bier- 
bei die symbolische Schreibweise (Nr. 325) aucb auf die 
Biidung der hoberen Ableitungen ausgedehni werden, so daB 
die r* Potenz des Difierentiationszeichens das Symbol der 
**** Differentiation ist, z. B. 
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(.". + * &' ;-,: + *$-. T *!. 

Dann hat das Ergebnis die gleiehbedeutenden Formen 
(38) *-ff,+ -,--' 





und 

(89) 



Notwendig sind die Entwickelungskoeffizienten beidemal die- 
selfaen; man nennt sie Polarfomnen von C^ und sieht ? daB es 
n 1 solche gibt. 1st r < n, so gibt es eine Polarform, die 
in jBf f von der r* 611 und zugleich in y i von der (n r)*** Ord- 
nung ist. 

Demnach ordnet die Gleichung 



jedem Elemente y t r Elemente e t und jedem Elemente # e . um- 
gekehrt n r "Elemente y t zu. Jenachdem ein Element y oder 
jsf gegeben ist, definiert die Gleichung die Pclare r** 1 * Ordnung 
des Pols y oder die Polare (n r)* 1 " Ordnung des Pols $ in 
be2nag auf die Gruppe U x = 0. Gehort also e zur Polare 
i** r Ordnung von y, so geJiort aucft y zur Polare (n r)* r Ord- 
nung von 0. 

Nun bestimmt die Taylorsche Entwickelung durch ihre 
Wurzeln m^ : m^ die n Teilverhaltnisse*) der einzelnen Ele- 
mente von TJ X = mit angenommenen Elementen y und j? 7 also 
zx zx" , sin zx' sin zx" 

' 3 " J ' ' * 



yx' 3 yx J ' ' * smyx 

jenaehdem U x = als Gruppe von Punkten oder von Strahlen 
gedeutet wird. Wenn der Koeffizient von m s n ^ r m l r verschwindet^ 
50 hat die Summe after Produkte von je r Teikerhattnissen 
zxiyx der n Elemente x mit ztcei Polen z, y den Weri Nutt: 
diese Zuordnung von r Elementen e ist die geometrische Be- 
deutung der Polare r* 81 Ordnung von y. So ist fur den 



*) Im allgemeinen ein konstantes Yielfache derselben. 
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Punkt z der Polare erster Ordnung von y die Summe der 
Teilverhaltnisse 

4- ' 4- 
yx ~ yx" ~ 

Die entwiekelten Ausdrucke jener Polaren lassen sich 
durch Symbole von der Form 
(41) a y n - r a r =0 

darstellen, wenn in dem ansgefiilirten Prodnkt der Polynome 
jedes symbolisclie Glied af-^af durch a k ersetzt wird. Geht 
man von a y n aus und bildet nacheinander a y n ~ l a s , a y n ~*a s *, 
usw. ? so nennt man die Polare (n l) tor , (n 2) ter , . . . Ordnung 
von & auch bez. die erste, zweite, . . . , also a y n ~ r af die 
r* Polare von s. Weil nun afafaf*** afa*+ r ist, gilt der 
Satz: Bildet man die <f und die (q + ^T folare von & in 
"bezug auf die gegebene Gruppe, so ist die letzte zugleich die 
Y** Polare von & in bezug auf die erste. Dagegen erMlt man 
a y p a s q a u r als r te Polare eines neuen Elementes u in bezng auf 
die g te Polare a y p a* von 8 oder als die q* Polare von & in 
bezug auf die r te Polare a y *a u r von u. So liest man uber- 
haupt eine Eeihe von Eigenschaften daraus ab, dafi die sym- 
bolische Darstellung a^a/aj . . . ungeandert bleibt ; wenn die 
Elemente y, z, u . . . und zugleicb die Ordnungszahlen p, q,r . . . 
der fur sie gebildeten Polare vertauscht werden. 

Denkt man die gegebene Gruppe aus einem Elemente 
^=0 und einer Gruppe von (n 1) Elementen c a . w ~ 1 =0 
gebildet, so ist na y a* ~ x &/V~ 1 + (n 1) b s c y c s n -*; fur 
& y =0 und CyC/"" 8 ist also auch a y a s n ~ 1 =0, d. h. die 
(n 2) te Polare einer Gruppe von (n 1) Elementen ist auch 
die (n I)* 6 Polare der Gruppe, die aus jenen (n 1) Ele- 
menten und Dim selbst gebildet wird. 

Fallen -p Elemente der gegebenen Gruppe zusammen ; so 
enthalt die r te Polare eines beliebigen Elementes <y*~ r fl/= 
das betreffende Element (p r) mal. Ist das vielfaclie Ele- 
ment c s zugleich der Pol, so folgt aus a/ c/6/-^ durch 
Bildung der r* 611 Polare a y *- r a, r =* JLc/1>f-*- r 'b a r , d. h. die 
r* Polare des vielfachen Elementes selbst "besteht aus diesem 
Element ds einem p-fachen und aus der r* Polare dessefoen 
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in lezug auf die ubrigen (n p) Elemente der Gruppe, so 
lange p + r < n ist. 

335. Jacobische und Hessesche Determinants. Alle Po- 
laren sind Kovarianten mit mehreren Paaren kogredienter 

r\ 

Veranderlicher, da die durch y 1 ~- +y*-j- angedeutete Ope- 

ration Invarianteneigenschaft hat (Nr. 333). Die Betrachtung 
der Polaren erster und zweiter Ordnung fuhrt zu .einigen 
wichtigen Kovarianten mit nur einem Paar von Verander- 
lichen. Wenn die ersten und zweiten Ableitungen einer Form 
durch Indizes bezeichnet werden, so daB 65 ) 



n a ft *( - 1) y,y 4 

so lautet die lineare nnd die quadratische Polaare von y 

(43) Di ^ -h ?7 2 ^ 2 - und Z7 U ^ + 2 Di,^*, + IT,, V - . 
Nehmen wir gleichzeitig die lineare Polare eines Punfctes 

y in bezug auf zwei Gruppen U x sss 0, F" a von w und w 
Punkten, so konnen die durch 0^ + J7 S ^ 2 0, V^ + F 2 ^ 2 = 
bestimmten Elemente e nur dann zusammenfallen, wenn y 
die Bedingung erfullt 

(44) ZJ^-ZJ^-O. 

Die JacoUsche Determinants J^U^U^ der Funktionen 
U und V ist eine Kovariante (n + m 2)^ Ordnung derselben, 
denn sie ist die Determinante von Ausdrucken, die sich wie 
die Koeffizienten linearer Pormen transformieren. 

Die quadratische Polare von y kann zwei vereinigte 
Elemente oder ein Doppelelement z bestimmen, wenn ihre 
Diskriminante 

(45) H*aUuU n -Uvf-0 
verschwindet. Diese Funktion S der zweiten Ableitungen 
einer Form heiBt die Hessesche Determinante der Form und 
ist eine Eovariante (2n 4) fer Ordnung ders&ben, da sie eine 
Invariante einer Kovariante ist (Nr.327). Fur eine quadratisehe 
Form U sind die zweiten Ableitungen die Eoeffizienten, H ist 
in diesem Fall die Diskriminante von ?7; wie fOr diese, so gilt' 
allgemein der Satz ? daB analog die Hessesche Determinante sich 
bei einer linearen Transformation um den Faktor A 2 andert. 
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Die 2n 4 Elements y der Itovarianten Oruppe H = 
deren quadratische Polaren Doppelelemente sind, gehoren sel 
als Doppelelemente 0u den ersten Polaren von 2n 4 Punkten 
Denn soil 11^+ Z7 3 # 2 =0 zu einem & zwei vereinigte E 
mente y liefern, so 1st notwendig und hinreichend, daB ( 
Ableitungen gleichzeitig versehwinden : U U 1 + U 13 >0 2 = 
DSI^I + U^z^* 0- Also 1st die Hessesche Determinate CM 
Form einfadi die JacoUsche Determinante Hirer ersten ^ 
leitungen. 

Man kann nun neue Kovarianten von U bilden als E 
varianten von H oder von U und H. So ist die Jacobisc 
Kovariante von U nnd S 

(46) T^U^Hs-UiH^Q 

von der (3n 6) to Ordnnng. Sie ist das Ergebnis der E 
initiation von # zwisehen 0^ + U^ = und S^ + Sg^ = 
Also gibt es 3w 6 Elemente #, deren erste Polaren in bezi 
anf 17= und J3"= ein gemeinsames Element liaben, u. 
T = ist die Gleichung dieser geraeinsamen Elemente. 

336. Involntionen liSheren Grades. Denken wir dur 
Z7= a a *<= ; F= &/= zwei Grruppen von je w Element 
im Grebilde erster Stufe bestimmt ; so gibt die Grleichung 

(47) a/j-Jl^-O 

fur A als einen veranderlichen Parameter eine Reihe v 
Grruppen, die je aus n Elementen bestehen; jede dieser Grrn 
pen ist durch eines ihrer Elemente bestimmt, wakrend offe 
bar das ganze System durcii irgend #wei seiner Gruppen v- 
n Elementen bestimmt wird. Man nennt es eine Involute 
n* Grades. (Unter Involution schlechtweg verstehen wir d 
jenige zweiten Grades.) So bilden die ersten Polaren c x n c = 
einer gegebenen Gruppe tf/" i " 1 = von n + 1 Elementen ei 
Involution n te11 Grades. 

Unter den Gruppen der Involution n*** Grades gibt 
solche, die Doppelelemente enthalten; mit der Indexbezeic 
nung (42) der Ableitungen entsprechen jene der gleichzeitig 
'EriftUung der beiden Gleichungen Q + AF X 0, Z7 2 + AF 2 
Also sind sie bestimmt dureh die Gleichung (2n 2) ten Grad 

(48) DiF.-ff^-O. 
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Diese Gleichung der Doppelelemente ist die gleich Nidi yesetzte 
Jacobische Kovariante der Funktionen U und V: die Bestim- 
mung der Doppelelemente in der quadratischen Involution 
(Nr. 331) ist der einfachste Fall hiervon. 

Man nennt zwei Involutionen projeMv^ wenn derselbe 
veranderliche Parameter k in beiden die homologen Gruppen 
bestimmt: 



So bilden die ersten Polaren irgend zweier Systeme projek- 
tive Involutionen, in denen zwei liomologe Gruppen demselben 
Pol entsprechen. AUgemeiner gilt der Satz: Wenn man fur 
alle Gruppen einer Involution, eine beliebige ZaKL fester Pole 
benutzend, die Polaren derselben Ordnung bildet ? so sind alle 
Reihen dieser Systeme involutoriscli und diese Involutionen 
zueinander projektiv. Da die (n l) ten Polarsysteme insbe- 
sondere einfache PunLtreihen (Strahlenbuschel) sind 7 so soil 
das Doppelverhaltnis von irgend vier Elementen dieser Reite 
aucli das der entsprechenden Gruppen der gegebenen Involu- 
tion oder der fur ein beliebiges Element gebildeten Polaren 
heifien (Nr. 334). Da dasselbe nur von den Werten der I 
abhangig ist, erhalt man den Satz: Das DoppelverMltnis einer 
Involution von vier Gruypen, die durch Polarenbildtmg oder 
Polarisierung aus vier Gruppen einer gegebenen Involution &it- 
standen sind, ist gl&ich dem Doppelverhdltnis dieser Gruppen 
und von dem als Pol lenutzten Element undbMngiy. 

In projektiven Involutionen gibt es homologe Gruppen, 
die ein Element gemein haben. Sie werden durch die Glei- 
ciLUHg a/- &s /w &/ < m = bestimmt, die aus der Elimina- 
tion des^ Parameters zwischen den Gleichungen der Involu- 
tionen entspringt. Also ist ihre Anzahl fiir zwei Involutionen 
von den Graden m bez. n gleich (m + n). 

Man darf dies auch so aussprechen: Wenn sich in einem 
ElementargeUlde swei EeiJien von Elementen gegenseitig so ent- 
spreclien, dap jedem Element der ersten Keihe n Elemente der 
tweiten und jedem Element der zwdtm m Elemente der &rsten 
mtsprechm, so gibt es (m + n) Elemente, die mit ihrenjedes- 
maligen entsprechenden zusammenfallen. Denn fiir 1, I als die 
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Teilverhaltnisse entsprechender Elemente in bezug auf zwei 
feste Elemente des Systems ist der algebraische Ausdruck 
der ausgesprochenen Beziehung von der Form 

(a Q 2.' m + a i l' m ~ 1 + usw.) X 1 + usw. = 

und Kefert fur 3L = If eine Gleichung vom Grade (m + ri) zur 
Bestimmung von L 

Haben die Formen a x n und &/ einen Faktor vom Grade p 
gemeinsam, so gehoren dessen p Elemente jeder Gruppe der 
Involution an ? so da8 diese aus p festen Elementen und einer 
Involution vom (n jp) tea Grade besteht. Wenn das namliche 
mit den Formen a x ' m und b x ' m fiir einen Faktor vom Grade p' 
der Fall ist, so zerfallt die Gleichung der beiden Involutionen 
der gemeinscbaftlichen Elemente a x * b x ' m 6/ - a x fm = in 
die Faktoren von den Graden p und p' und einen Faktor 
vom Grade m + n (p + jp 7 ), der die gemeinsamen Elemente 
liefert. 

Enthalt eine bestimmte Gruppe der einen involutorischen 
Reihe einen Faktor pfa.ch, die entsprechende Gruppe der an- 
dern denselben Faktor ^fach ; so tritt das betreffende Element 
mit der Vielfachheit der kleineren von diesen beiden Zahlen 
in die Gruppe der gemeinsamen Elemente der Involutionen 
ein. 66 ) 

337. Diskriminante der knbischen Form. Eine Itubische 
Gleichwig zwischen den Veranderlichen x ly x z 

(50) J7= a x^ + Sc^x^Xs + 3a^x i x^+ a$x^= 

ist der algebraiscne Ausdruck eines Punktetripels ^', a?" ; x"' 
in einer Geraden oder eines Strahlentripels x' 9 x", x'" aus 
einem Punkte. 

Zwei Elemente des Tripels fallen nach Nr. 326 zusammen, 
wenn die Diskriminante ^/ von (50) 7 also die Resultante der 
zwei Gleicbungen 

(51) f U l = a Q x 1 * 
\ U% = a^ 

verscliwindet. Man findet 

(52) A = (a a s - a^- 4(a a 2 - a^faa, - a 2 2 ) - 0, 
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oder entwickelt 

4a 1 s a 3 Sa^ 8 - Qa^a^ . 

9 ^ 1 ^ Z/ 



wird 2z/ 

Im Falle ^/ = finden die Beziehnngen statt 



fur das Doppelelement % | # 2 ergibt sich daher 

/eo\ A 4 A A 4 A 

\JuOj #, I #2 ^ "^0 * "^\ sss ""^1 * 2 == *"* * 8 * 

In den Koordinaten re,' j # 2 ' ; a?!" , # 2 ", #/" ' # 2 "' der durch 
die kubische Gleichung dargestellten Elemente wird die Dis- 
kriminante, da 

(55) | 27 l ,* , ,^ ^ , ^g 2 

In der Theorie der kubischen Gleiehungen wird ge- 
zeigt, daB die Wurzeln von (50) reel! und verschieden, reell 
und paarweise gleich oder endlich paarweise imagin'ar sind 7 
jenachdem die Diskriminante negativ, gleich Null oder positiv 
. ist. Die Diskriminante ist dne Invariante der Ttubiseken Form 
und zwar die einzige (Nr. 327). 

Die GleicKheit otter Wurzeln fordert die gleichzeitige Er- 
fullung der Beziehungen 



oder der durch Elimination von x |# 2 entstehenden Bedingui^en 

/e/\ g ^^ t /^ n ft fi ft n ft n ^ O 

von denen je zwei die dritte nach sich ziehen; man kann 
hierfur auch a : a : = a x : a 2 a^ : a s sehreiben. 

338. Kovarianten der kubischen Form. Die lineare 
Polare von y in bezug anf eine durch (50) bestimmte Gruppe 
von drei Elementen hat die Gleichung 



nnd die quadratische Polare ist 
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Jedem Element y ordnet die erste ein einziges #, die letzte 
zwei Elemente 8 zu, so daB die Teilverhaltnisbeziehungen 
stattfinden: 

^L 4. ?L! 4. sx '" = bez - 4- ***" + 
yx' ~" yx" "*" 2/tf'" * /" ##"' "*" yx" f yx' yx' yx" 

Wenn also y mit einein der Elemente x zusammenfallt, so 
ist mit ihm auch ein e yereinigt. 

Die quadratische Polare liefert ein Doppelelement e fiir 
2wei Pole y, die durch die Hessesche Kovariante Hz= 
(57) (a 2 - aflyS + (a a 3 - a^y^ + (a, a B - afiyf - 
bestimmt sind. 

Nach Nr. 335 gibt es ferner drei Elemente, deren erste 
Polaren in bezug auf U = und H = ein gemeinsames 
Element haben, und die Grleichung dieser gemeinsamen Ele- 
tnente ist 2('T 1 fl 2 (Jsfij) = oder 

a. 2 a^ 

Wenn man die Elemente der Hessesclien Kovariante ^ 19 % 
zu den fnndamentalen wahlt ; so daB sich H anf das Pro- 
dnkt y y 2 reduziert ; so muB a = a 2 = sein und man erhalt 
die einfacheren Ausdriicke der kubiscten Form, ihrer Diskri- 
minante und ihrer Kovarianten 

(59) 
v 

aus ihnen aber die allgemeingultige Beziehung 

<60) ' zr?7 2 =T 2 +4 J ff s . 

Mit T und U ist die Bildung ron Kovarianten hier abzu- 

schliefien, denn es gilt der Satz: Jede Kovariante der kubischen 

Form ist sine ganse Fwnltiion von ^/ ; U, H, T mit numerischen 

JZoeffisienten. 

Zugleich liefert jene reduzierte Form eine geometrische 
Beziehung der beiden Elemente der Hessesehen Kovariante 
zu denen der ursprunglich gegebenen Form. Denn fur 
y # s : a = a und s, 2 als die beiden komplexen Kubikwurzeln 
der Einheit sind ^ cty% =0, y 1 aey% = 0, y l ccs*y z 
die Elemente des gegebenen Tripels, und die drei fundamen- 
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>n DoppelverLaltnisse, die das Tripel mit ^ bez. i? 2 be- 
nmt, sind samtlich gleich s bez. 6 2 . Die Elemente der 
sseschen Kovariante lilden dalier mit denen des Tripels 
\teme von gleiclien fundamentalen Doppelverhaltnissen. Da 
Zeichenanderung von a die Elemente der kubisehen Ko- 
iante T liefert, wie aus (59) folgt, so bilden die Elemente 
'kubisehen Form und die ihre): hibischen Kovariante drei 
are von Elementen, die in legug auf das Paar der quadra- 
hen Kovariante einander liarmonisch konjugiert sind. Jene 
hs Elemente bilden also eine Involution, die diese letzten 
Doppelelementen hat. Und uberdies erkennt man, daft die 
lische Kovariante die drei Elemente darstellt, von denen jedes 
einem Elemente des Tripels in lesug auf seine leiden an- 
n Elemente Tconjugiert JiarmoniscJi ist. Denn das Element, 
; zu y l ay% = konjugiert harmoniscli ist in bezng anf 
-a^2/ 2 ==0 und y l a 2 2/ 2 =0, ist yx + a^^O. 

Die Diskriminante von E ist, wie (57) zeigt, zugleich 

i Diskriminante d von f7. Im Falle ^/ = haben die 

rmen U und H einen zweifachen linearen Faktor, nnd zwar 

an man zeigen, daB dieser fur beide derselbe ist; nacli (60) 

alsdann T die dritte Potenz des linearen Faktors. 

Das identische* Verscbwinden von H hat das identische 
rschwinden von d und T zur Folge; dann ist U eine dritte 
tenz. 

B. l) Wenn ein Eegelschnitt einem Dreieck so umgesehrieben 
, daB die drei Geraden, die den Tangenten desselben in den 
ken des Dreiecks in bezug auf die anstoBenden Seiten hannonisch 
ijugiert sind, in einem Punkte zusammentrejGfen, so bestimmen 
von diesem Punkte ausgehenden Tangenten des Eegelschnittes 
b jenen zwei Systeme von gleiclien fondamentalen Doppelverh'alt- 
sen. 67 ) 

Pur den Kegelschnitt x*x$ + x z x\ + x^ sind die den 
ngenten in den Ecken hannonisch konjugierten Geraden: ar 2 3= O t 
a; lS = 0, fl5j_ 2? 2 = 0; diese gehen durch den Punkt ^ = 073=0^, 
i ihre Schnitte mit x s * sind durch o^ 1 x z (x 1 a? 2 ) = darge- 
llt. Das Tangentenpaar von jenem Punkte an den Kegelschnitt 
(Nr. 1 313) 

(x l + x & + flJ 3 ) 2 3(a: 2 a? s + 0^% + X&) = 0, 
be Schnitte mit $ 3 sind also durch a^ 2 x^ + %<f = 

Salmon-Fiedler, anal. Geom. d. Kegelscnn. H. 7. Aufl. 18 
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ausgedriickt. Dies ist aber die Hessesche Kovariante einer kubi- 
schen Form fur a = a$ = 0, 3 a^ = 1 , 3 a% = - 1 ; also gerade der 
Form X 1 sc 2 (x 1 # 2 ). Der dual entsprechende Satz kann ebenso be- 
wiesen werden. 

2) Wenn zwei projektive Gruppen von Elementen desselben 
Grundgebildes , von denen die eine aus einfachen Elementen, die 
andere aus Paaren in Involution besteht, so gelegen sind, daB die 
Doppelelemente des involutorischen Systems mit den drei gemein- 
schaftlichen Elementen beider Gruppen Systeme von gleichen fun- 
damentalen Doppelverhaltnissen bilden, so entspricht jedes der 
Doppelelemente als Element der zweiten Gruppe dem anderen Ele- 
ment der ersten Gruppe. 

Die Gruppen sind darstellbar durch 

*, +,i* s = 0, (a, + *a 2 )# 1 2 + (t + A6 2 )% 3 = 0, 
die gemeinscbaftlichen Elemente also durch 

a^ 3 a lL x^x^+ \x^x^ \x^= 0. 
Damit ihre Hessesche Kovariante 



sich auf ^OJg^ reduziere, mtlssen die Bedingungen 3fl 2 & 2 ~ a * y 
80^^= & 2 2 erfullt sein, was nur durch a x = 0, J 2 geschehen 
kann, wahrend a 3 und \ von Null verschieden sein mussen. Dann 
wird aber die Gleichung der gemeinschaftlichen Elemente 



und diese beweist den Satz. 

3) Die Jacobische Determinante der beiden Hessesohen Ko- 
varianten zweier kubischer Formen ist eine Kovariante derselben T 
durch deren Verschwinden das Elementenpaar bestimmt ist, das 
zu beiden Paaren der Hessesehen Kovarianten harmonisch konju- 
giert ist, oder deren jedes mit den Elementen der kubischen Formen 
selbst Systeme von gleichen fundamentalen Doppelverhaltnissen 
bildet. 

Folgt aus Nr. 330 und Nr. 338. 

4) Sind 7, F, W drei kubische Formen in Involution, und 
werden die Koeffizienten derselben bez. durch a, 6, c bezeichnet, so 
verschwinden die Determinanten der Matrix 



339. Invarianten der biqiiadratisehen Form 
(61) U^ a Q x^+ la^Xs + 6a^x^+ 4a 3 a^V 
Die Gleichung ?7=0 besfcimmt vier Elemente einer Reihe 
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oder eines Busehels, ein Quadrupel P 1; P 2; P 3? P 4 von den 
Koordinaten x \ x z '] . . x"" \ x^'". Fiir 

x " x "" x ' *\ _. 2) 



ist D t + D 2 + D 3 = 0. Die Quotienten - D 3 : D t , - D s : D s , 
.Dj : D s driicken die drei fundamentalen Doppelverhaltnisse 
des Quadrupels, namlich (P.P^PgP,), (P 2 P S P 1 P 4 ), (P.PjP, P 4 ) 
aus. Die drei Wurzeln 1 , 5 2 , S der Gleichung 

+ A A + A A)^ 



sind die Grofien D^ D^, D 2 J9 S , D 3 D 1; die Koeffi- 
zienten sind aber symmetrische Funktionen der Wurzeln, also 
auch ganze Funktionen der Koeffizienten von U. Mit den 
abktirzenden Bezeichnungen 

(63) 
v 

erhalt (62) die Gestalt 
(64) (9 3 - 36 J 2 - 432^= 0. 

Die GroBen J^ und J B sind, da die Doppelverhaltnisse durch 
lineare Transformationen ihre Werte nieht andem, Invarianten 
der tiquadratischen Form nnd zwar ist J z die qnadratische 
und J B die kubische Invariante. Fur J~ 3 = werden notwendig 
zwei der Grofien D einander gleich, so dafi eines der drei 
fondamentalen Doppelverhaltnisse den Wert 1 hat; die 
Gleichung stellt eine harmonische Gruppe dar. Fiir J^ 
ist notwendig D 3 : JD 2 = D 2 : D x = D^ : D 3 , so daB alle drei 
fundamentalen Doppelverhaltnisse den namlichen Wert haben: 
die Gleichung stellt eine aguiarifiarmonische Gnippe dar (vgl. 
Teil 1, 8. 160). 

Der Gleichheit zweier Werte von 6 endlich entspricht 
nach Nr. 337 die Beziehung 

J, 8 - 27 J 8 2 = 7 d. i. ^rA 2 A 2 A 2 = & 
und das Zusammenf alien zweier Wurzeln" der biquadratischen 
Gleiehung .J7=0; daher ist die zusammengesetzte Invariante 

13* 
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(65) 4-JJ 

die Diskriminante der Form U- Ihr entwickelter Ausdruck ist 

18 of of af 



3 3 ~ 54 a 1 -a^a i 
Man erhalt auch J" 2 3 : J$* = 



und fur 5 als die Surame ernes Paares a f + a^"" 1 der rezipro- 
ken fundamentalen Doppelverlialtiiisse der Gruppe der P.: 

(67) 1087i*(fi - I) 3 - J; 8 (s+ 2)(2- 5) 3 - 0. 

Bei Einfiihrung Ton i - *t*w\t*$ mfit sich diese Glei ~ 
chting auch in der Form schreiben: 

(68) 5 s - 3s+ i*+ 5 - 2k = 0. 

jl/so Jiangen die DoppelverMltnisse der Gruppe nur von dem 
Verhattnis des Ejubus und des Quadrats der beiden Inva/rianten, 
d. i. der absoluten Invariante der liqitadratischen Form ab (vgL 
KTr. 327). Die sechs verschiedenen Doppelreriialtnisse, die nach 
NT. 83 den yier Elementen P 19 P 2; P d , P 4 zugehoren ; sind 
Wurzeln der Grleichung 6. Grades: 

(69) a 6 3 5 + m 4 + (5 - 2*w> 3 + ma 2 Sa + 1 - 0, 
wobei 



Man siekt sofort, rfayS rfie Sumnie der seeks Boypdverhalt- 
nisse gleicfi 3 is**), so lange 4 Jj 3 27 J a 2 + 0. 

Die Grleichung (67) geht tibrigens bei Einfuhrung von 
cc ^ -- an Stelle von s fiber in: 
(69 a) 



*) Diese elementare Tats ache, die man sofort dnrch Addiereu der 
seeks Werte 1, 1 : X t 1 1, 1 : (I i), (1 1} : i, 1 : (X 1) der Doppel- 
verlialtnisse (vgl. Teil I, S. 158} bestatigen kanu, scheint noch kanm 
bemerkt worden zu sein; jedenfalla -wird aie in den Lenrbuchern det 
Geometrie nicht 
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340.. Kovarianten der biquadratisehen Form. In bezug 
auf ein Quadrupel Z7= gibt es eine lineare, eine quadra- 
tische und eine kubisehe Polare, namlich bez. 

( a o2/i 8 + 3a i y 1 2 2/ 2 + 3o s y 1 y 2 2 + 8 J/2 3 )^i 

"* 8 -0, 



0, 



2 Oj Og 3 Oj 2 ) y^yj 2 + 2 (a t a 4 - 



Die Diskriminante der quadratischen Polare ist zugleicli 
die Hessesche Kovariante 



( 70 ) 



der gegebenen biquadratischen Form U. Die Diskriminante 
der kubischen Polare ist gleicli J^E J 3 U. 

Die Jacobische Kovariante T Ton J7 und JT (N"r. 335) 
lautet in entwickelter Form: 

2a 1 s )y 1 e 



(71) 



-f 



0. 



Fur % = a s *= reduzieren sich die Form U und ihre 
Invarianten und Kovarianten auf: 



(72) 



Man findet aus diesen reduzierten Formen die allgemein gOltige 

Bezieliung 

(73) T 2 - J^HU' 2 - J 3 C7 8 -4 J H a . 

Die reduzierten Formen von Z7 und ^ zeigen, daB diese Aus- 
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drueke ia Faktoren von der Gestalt y^ fti/ 2 2 = 0, y^ vy^= 
zerlegbar sind, wahrend zugleich die Kovariante T drei Paare 
Vi Vs ^Q; ^i 2 ^ 2 2==s ? 2/i 2 +^2 2 =0 darsteUt. Dies gibt 
den Satz: Die vier Elemente einer biquadratischen Form und 
ebenso die Hirer Hessesclien Kovariante Itestimmeyi je drei In- 
volittionm, und die drei Paare Hirer Doppelelemente die fur 
bride dieselben, T=Q, sind stehen in solcher geg&iseitiger 
Beziehitng, dafi jedes von ihnen flir die Involution der b&iden 
anderen das Paar der Doppelelemente ist. 

Mit den zwei Invarianten J^, J% und den zwei Kovarianten 
Hj T ist die Invariantentheorie der biquadratischen Fonn itn 
Sinne von Nr. 339 erledigt. tfberhaupt aber ist der Nach- 
weis erbracht worden, 68 ) dafi jede binare Form ein endliches 
Formensystem hat: Alle Invarianten und Kovarianten einer 
Form (oder simultaner Formen). sind als ganze FunUionen 
einer endlichen Ansafil von solchm, mit num&rischen Koeffi- 
rienten, darstellbar. 



Neunzelmtes KapiteL 
InYariantentlieorie der Kegelschmtte. 

341. Invarianten temarer Formen, Die Begriffe und Be- 
nennungen des vorigen Kapitels lassen sich unmittelbar auf 
das Gebiet der ternaren Formen und homogenen Gleichungen 
(ibertragen. Die ternare lineare Substitution x { = Ucc ik x k ', 
deren Modul A nicht Null ist, driickt einerseits die allge- 
meine Koordinatentransformation, andrerseits die kollineare 
Zuordnung ebener Gebilde aus (Nr. 92). Transformieren wir 
eine oder gleichzeitig mehrere gegebene ternare Formen linear, 
so kann eine gleich Null gesetzte Koeffizientenfonktion J(a) 
nur dann eine projektive Eigenschaft des Gebildes oder der 
Oebilde ausdriicken, wenn dieselbe Funktion der transfor- 
mierten Koeffizienten /"(') gleichzeitig verschwindet. Alsdann 
zeigt sicn, dafi dies Invarianten, d. In. wieder Funktionen der 
Koeffizienten einer oder menrerer Formen sind ? die sich bei 
linearer Transformation derselben nur um eine Potenz des 
Substitutionsmoduls als Faktor andern: 
(1) J( a '} - A r - J^a) oder J(a' 9 V, . .) - A r - J(a, 6, . .) 

Soil insbesondere ein gegebenes Formensystem 7 das yon 
Jfe Konstanten abhangt ? in ein anderes System von Formen 
derselben Grade transformiert werden konnen, so muB natur- 
lich die Zanl der zu erfullenden Bedingungen kleiner als die 
der verfiigbaren Konstanten der Substitution sein. Also muB 
entweder k ^ 8 sein, oder falls i Koeffizientenbeziehungen 
stattfinden, muB A i < 8 sein. Demnacli hat das Formen- 
system mindestens h 8 absolute Invarianten, eine Form 

n?** Ordnung also deren n^~ - 8. Unter den ternaren aM- 

gemeinen Formen Jtaben (aufier den linearen) nur die quadra- 
tischen Qc = 5) Jceine absolute, also nicM mehr als eine g&wohn- 
liche Invariante (Nr. 327), 
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Man pflegt den Namen Invarianten vorzugsweise auf die 
allgemeinen linearen Umforrnungen zu beziehen. Jedocli kann 
man offenbar auch relative Invarianten bilden, die nur gegen- 
iiber Substitutionen besonderen Charakters die* Invarianten- 
eigenschaft haben. So gibt es z. B Transformationen, bei 
denen die unendlich feme Gerade in sich selbst tibergefuhrt 
wird uncl im Endlichen gelegene Elemente (Punkte oder 
Geraden) wieder in solcke derselben Art ubergehen. Parallele 
Geraden werden hierbei wieder in Parallelen ubergeiiihrt, nieht 
parallele Geraden bleiben solehe mit Sehnittpunkt im End- 
lichen. Man bezeichnet Transformationen dieser Art als affin. 
Filr zwei auf Cartesiscbe Koordinaten bezogene Geraden 
ax + a^y + a^ und \x + b%y + b*,z ist a^ a^\ 
eine ,,Affinitats- oder Pamllelinvariante". Ebenso ist das durck 
das Vorzeichen von A^^ a^a^ a^ bestimmte Verhalten 
eines Kegelscnnitts f(x, y, 2) = zur unendlich fernen Gera- 
den e eine affine' Eigenschaft (vgl. Teil 1, S. 299). 

Einen besonderen Fall der affinen Substitutionen bilden 
die MinlicKkeitstransfmnationen, also die orfliogonalen Siib- 
stitutionen. Bei ihnen werden Paare rechtwinkliger Geraden 
wieder in solehe iibergefiihrt, irgend welche Figuren in 
'ahnliche Figuren. Auf die entsprechenden metrisclien oder 
Orfhogonalinvarianten wird spater besonders einzugehen sein 
(Nr. 370). 

Aus der allgemeinen Invariantentheorie der ternaren 
Formen heben wir hier nur die Grundziige derjenigen der 
quadratiscJien Formen heraus 

342. Biskriminante. Eine quadratische Form U hat nur 
eine Invariante, namlich ihre Diskriminante A. Diese ist in- 
variant, da ihr Verschwinden eine projektive Bedingung ? das 
Zerfallen in ein Geradenpaar ausdriickt. In der Tat sind alle 
nichtzerfallenden Kegelschnitte untereinander kollinear, d. h. 
ihre Gleichungen konnen durch lineare Transformationen in- 
einander tibergefiihrt werden. 

Den Invariantencharakter der Diskriminante A erkennen 
wir rein analytisch, da 
(2) -A'-A'-J. 
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1st, wenn A dieselbe Determinate der Koefiizienten a ik der 
transformierten Form U f ist, wie die aus den a lk gebildete 
Determinante A. Man hat namlich. zuerst 



A ^ = 



a 



fur o^ u*iH- a a* a i-* + s/As (vgl. Teil I, S. 176/7) und 
sodann 

u #21 si : a n &21 a si i ii si a o'i 

A 2 ^ j irtftrr ' ' ' ' 

' I ' / / / 

13 # 23 # 3S | a is a 23 o ss ! a 13 a. 2S a ss 

ftir a iL ' = i/ ; ci 1 ^+ #2A- a 2i+ ^SA^SZ- Durch die Determinanten- 
niultiplikation erbalt man so 



(3) 

I I TJI I, in 

d. h. genau dasselbe ; wie fur den Koeffizienten x{x k ' in der 
Entwicbelnng 



Diese konnen wir auch. durch Benutzung der symbolisciten 
Mettode ersetzen, wonach U=a,* ist ? falls das Produkt der 
Symbole a t und a k den Koeffizienten a ik nur vertritt. Denn 
die Symbole a % werden, verglichen mit den Verandeiiichen x i9 
invers transformiert; also ist 
(5) <; - (-T H ^)( a mt a n ). 

Offenbar begrilndet derselbe Beweisgang die Invarianteneigenschaft 
der analog gebildeten Discriminants fur quadmtisclie Formen von 
leliebig vielen Veranderlichen. 

Die Bedingung A = wurde in Nr. 137 als diejenige 
erhalten, die ausdruckt ; dafi die Polaren von wiUkurliehen 
Punkten in bezug auf U = clurch einen Punkt gehen. Nun 
ist die Buschelbildung dreier Geraden a x =* 0, ^=0, c x =Q 
eine projektive Eigenschaft; also ist die Koeffizientmdeter- 
minante dreier linearer Formen eine Simiiltaninvariante der- 
selben. Wirklicli ist 
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; V V V i-j n&i + fA + sA-- |-A- &!&,&'' 

: V **' c s' j ! c i + a ai C 2 + *si C 3 i i c i % % \ 

Die Diskriminante andert sich dagegen um das Quadrat des 
Moduls ; well die Determinante der transformierten Koeffi- 
zienten nicht einfacli die Resultante der transformierten Ab- 
leitungen ist ; sondern diejenige der Ableitungen der trans- 
formierten Form; diese sind lineare Aggregrate der ersten, 
und zwar beweist man nach Nr. 330 allgemein: Die Ablei- 
tungen einer Form von beliebig vielen Verdnderlichen werden 
Jiontragredient su diesen transformiert (Nr. 91), 

343. Simultane Invarianten zweier Kegelsclinitte. Aus 
der Diskriminante entspringen aucli die Simultaninvarianten 
2weier und dreier Kegelsclmittej wie in Nr. 328 fur Elementen- 
paare. 

Es seien 
f(x t x) = 

g(x, x} = l u x^ + 2 l^x^ + l)^x<? + 2 l 



die Gleichungen zweier auf dasselbe Koordinatendreieck be- 
zogenen Kurven zweiter Ordnung. Durch sie ist mit Hilfe 
des Parameters /I das Kegelschnittbtischel 

f(x 9 x) kg(x, x) == oder 
2 2 + 



bestimmt, dessen Diskriminante schon in Nr. 251 aufgestellt 
wurde. Sie ist 



(8 } 0(A) = ! a w - A6 21 a 22 - i 6 



22 



oder bei Entwicklung nach Potenzen YOU JL: 

(9) - C(i)-J. 3HA + 30P 

wo -4 und J5 die Diskriminanten von /"(a?, a?) und </(#, a?) be- 

deuten, wahrend H und durch 
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bestimmt sind; hierbei sind die A ik und B. f die Unterdeter- 
minanten der Elemente a ik bez. & a . in den Determinanten .1 
und J5. 

Die Gleichung (7(A) = bestimmt, wie schon in KV.251 
erwahnt wurde, die Parameter 2, lf A 2 , A 3 der drei in dem 
Biiscliel (7) enthaltenen Geradenpaare. 69 ) 

Durch Elimination von A mit Hilfe der Gleiehuug /" - Jl g = 
erhalt man tfie Gh'f.lun^ dieser drei Geradenpaare: 

s) - 2 (#, a?) + 30/*(>r, a;) 



Nun sind aber die drei Wurzeln der kubischen Glei- 
cliungen von Kollineationen des Biischels unabh&ngig, d. h. 
geht durch Transformation f(x, x), g(x } x) in f(x, x) bez. 
g'(x, x) iiber, so sind auch far jeden Wert von I die Kegel- 
sehnitte fA,g = Q, f ty' = kollinear. Wenn also unter 
den Koeffizienten der kubischen Gleichung zwei nur durch 
den vortretenden Faktor A 2 geandert werden, so miissen auch 
die beiden andern dieselbe Anderung erfakren. Somit ist 
H'=* A 2 - H, 0'= A 2 -6 und H, sind zwti Simultaninva- 
rianten der Formen f, g oder Kegelschnitte f(x, x) ; g(x, x) 
(nicht aber Invarianten des Biischels). Die Bedeutung ihres 
Verschwindens wird in BTr. 848 naher erlautert. 

B. Han soil den Ort des Schnittpunktes derjenigen Normalen 
ernes Kegelschnittes finden, die in den Enden einer durch den 
Punkt a 1 13 gehenden Sehne errichtet werden. 

Sei <p(x, y) =~ ^ + |-g 1 = die Gleichung der gegebenen 

Kurve in rechtwinkligen Parallelkoordinaten. Alsdann liegen nach 
Nr. 178 die FuBpunkte der durch einen gegebenen Punkt ;^ 
gehenden UsTormalen in den Schnittpunkten von 9? (a?, #) = mit der 
Hyperbel %(x,y)==z %(c*xy + tfqx a 2 gy) 0. Man bildet dann 
nach dem Texte die Gleichung der sechs Yerbindungsgeraden dieser 
FuBpunkte und drtickt aus, daB diese Gleichung dorch die Koordi- 
naten a \ erfQllt werde. Im gegeuwartigen Falle ist 

A = --" H ^' 3e^-(a 2 ^+Z) 3 ^-^), 
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die Gleichung des Ortes Trird also in laufenden Koordinaten 



- 0, 

und er 1st daher im allgemeinen eine Kurve drifter Ordnung. 

Fur a = 0, d. h. wenn der gegebene Punkt in der #-Achse 
liegt, zerfallt die Kurve in diese Achse und einen Kegelsehnitt; 
analog ist es fur = 0. Wenn der gegebene Punkt unendlich ent- 
ferat ist ; d. h. wenn der Schnittpunkt der Normalen in Punkten zu 
bestimmen ist, die in den Enden paralleler Sehnen liegen, zerfallt 
die Kurve in die unendlich feme Gerade und einen Kegelschnitt. 

344. Da das Biischel nur eine, Ton I abhangige, Invari- 
ante hat, liegt der SchluB nahe ? daB das Kurvenpaar f(x t x) 7 
y(%,x) = keine Invarianten hat ; die sich nicht auf -4,JS,H ; 6 
zuruckftihren liefien. In der Tat wird in der Invarianten- 
theorie bewiesen, daB alle Invarianten des Kegelschnittpaares 
rationale Funktionen von J. ? J9,H ? mit numerischen Koeffi- 
Lenten sind. 

Offenbar sind umgekehrt nur solche rationale Funttionen 
der Tier GroBen ; die sie homogen enthalten, InTarianten. 
Denn nur solche andern sich urn eine Potenz des Moduls, 
da sich A, B, H ; ganz gleichartig 'andern. Ferner mufi jede 
Invariante in dm Koeffizienten jeder eingelnen Grundform Jio- 
iriog&i sein, wahrend J. 7 H ? 3 J5 in denen Ton f(x,%) bez. 
Tom dritten^ zweiten, ersten ? nnllten Grade sind. Diese beiden 
Anforderungen erleichtern die Aufstellung des InTarianten- 
ausdrncks einer projektiTen Beziehung der beidenKegelschnitte ; 
denn eine leichte Uberlegung zeigt ; daB eine ganze Funktion 
von bestimniten Graden in den a ik nnd b ik nur eine endliche 
Anzahl Ton Produkten jener Tier fundamentalen InTarianten 
enthalten kann. 

Diese GradTerhaltnisse in den Koeffizienten werden un- 
JcenntlicJi 3 wenn wir die InTarianten fur Formen mit numeri- 
schen Koeffizienten bilden, bleiben aber stets zu berticksich- 
tigen. Fur besondere Beziehungen der Kegelschnitfce zum 
Koordinatensystem gehen die Tier InTarianten in einfachere 
Ausdrticke liber. Gerade diese erleichtern es oft sehr, ge- 
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gebenenfalls honiogene Beziehungen zwischen den Invarianten, 
d. h. projektive Beziehungen zu erkennen. Eine jede solche 
Beziehung gilt dann, ihrer analytischen Natur gemafi, nicht 
nur fur die besondere Abhangigkeit Tom Koordinatensystem, 
sondern fur jede Koordinatenwahl. 

Zwei Kegelschnitte haben nach Nr.253 ein gemeinsames 
Polardreieck und ihre Gleichungen konnen in den Normai- 
formen angenommen werden (Nr. 301): 

Alsdann sind die yier Invarianten 

A *"* LJ li 

o r\ i i "D 1 

O w s=ss QT -j- Cvftp ~|~ Wu<> . JLJ ==r JL 

einfach die elementarsymmetrischen Funktionen der a tk . Als 
Parameter der drei Geradenpaare folgen also a il7 a 32? a 33 
(Nr. 343). 

B. 1) Wenn p(x, si) = so wie in (13) vorausgesetzt wird, aber 
f(x,x) = die allgemeine Gleichung bedeutet, so ist 

30 = a u + a 22 
2) Fur zwei Kreise, die durch 



dargestellt sind, ist 

^=-^ 2 , 3H = c 2 +^-2 ?1 2 - ?2 2 , 
36 -c^-HP-V- 2^, 5--^ 2 2 . 

Ist daher d +]/a 2 + |5 2 die Entfernung der Mttelpunkte beider 
Kreise voneinander, so stellt <p(#,#) l%{x^y) Geradenpaare dar 
fur diejenigen Werte X, die wir aus 



erhalten. Da nun wie bekannt fp(x^y) %(,y) ^ 0-die Potenz- 
linie zusammen mit der unendlicb. fernen Geraden darstellt, so ist 
1 eine Wurzel dieser Gleicnung, und die Gleichung ist daher durch 
A 1 teilbar ; der Quotient ist ^ (^ + ^ d*)l + & 2 A 2 = . 

3) Wenn 



so ist 
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4) Fur die Parabel q>($,y) y* kmx = und %(x, y) = Q 
als die allgemeine Gleichung des Kreises wie vorher ist 

J= 4m 2 , 3H==- 4m(a-H>0; 30 = /3 2 4mcc 2 , J5 = ^ s . 

5) Berechne die Invarianten fiir zwei Zegelsehnitte, die dem- 
selben Dreieck bez. ein- und umgesclirieben sind. Fur 

f(x,x) = (#i 2 #i 2 ~ 2a 2 a 3 rr 2 # 3 ) + ~ 0, 

~ 2 & 23 & 81 & 12 , 30 = (& 2S a + 6 81 a 2 + & 12 a 3 ) 2 . 

345. Taktinvariante. Wenn von den vier Schnittpunkten 
Ay By C } D der Kegelschnitte zwei, A und B, zusammen- 
fallen, so ist oifenbar das Geradenpaar AC, BD mit dem 
Paar BC, AD identisch, und die kubische Gleichung 
(15) C(i) = A - 3HA + 30P- JBA 3 - 

niuB ein Paar gleiche Wurzeln haben. Man findet die Be- 
dingung dafiir im Verschwinden der Diskriminante der kubi- 
schen Gleichung (Nr. 337), namlich 

, j rt\ i v -*' *" j -~\ - j v" " " / ~ ' ou.er 
(16) 



4BH 8 - 3H 2 2 6^L5H0 = 0. 
Dies ist die invariants Bedingung der Beruhrung zwisctien dm 
beiden Kegelschnitten. 

Man beweist in der Theorie der Gleichungen, daB die 
niit entgegengesetztem Yorzeichen genommene linke Seite von 
(16), die sog. Taldinvariante, zu dem Produkt der Quadrate 
der Differenzen der Wurzeln proportional ist, die die Glei- 
chung (15) hat: ist die linke Seite von (16) negativ, so sind 
diese Wurzeln samtlich reell, ist sie positiv, so sind zwei 
von ihnen komplex. Im letzten Falle schneiden sich (vgl. 
Nr 254) die beiden Kegelschnitte in zwei reellen und zwei 
imaginaren Punkten, im ersten Falle schneiden sie einander 
entweder in vier reellen oder in vier imaginaren Punkten. 
Diese beiden letzten Unterf alle unterscheiden sich nicht durch 
ein einfaches Kennzeichen. 70 ) 
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Wenn die drei Schnittpunkte A, B, G zusammenriicken 
oder die Kegelschnitte einander oskulieren, so sind die Geraden- 
paare AS, CD; BC, AD; CA, BD identisch. Also muB die 
linke Seite der kubischen Gleichung (15) ein vollstandiger 
Kubus sein, und dies erfordert nach Nr. 337, daB die drei 
eingeklammerten GroBen der Taktinvariante gleichzeitig ver- 
schwinden. Die Invarianteribedingungen der Oshdation sind 
daJier 

(17) JL:H-H:9 = 0:I?. 

Die Bedingung der Doppelberiihrung ist anderer Art und 
wird spater erhalten (Nr. 356 und 362, 3). 

B. 1) Man soil nach der Methode des Textes die Bedingung 
finden, unter der sich zwei Kreise beruhren. 

Soil die reduzierte SchluBgleichung von Nr. 344, 2 gleiche 
Wurzeln haben, so muB ^ 2 + ^ 2 2 d s = 2^(> 2 oder d^^^ 
sein, wie es geometrisch. offenbar ist. 

2) Die Beruhrungsbedingungen for zwei Kegelschnitte mit 
dreigliedrigen Gleichungen 

a) aggers + a 31 ^^ + a^x^ - 0, 

b) 1/^% + 1/^ + V^-O, 

c) a^ + a^ + a s a? 3 2 

lauten fur Beruhmng zwischen a) und b), b) und c), c) und a) bez. 

<W + (W+ (*- o, (+ *+ = o, 



( S 3i S /+ (asO*- 0- 
4 Sie k6nnen natiirlicb auch erhalten werden durch Identifikation 
der Gleichungen der Tangenten in einem Punkte (Nr. 299, 302, 
303 und 344, 5). 

3) Man bestimme den Ort des Mittelpunkkes fur einen Ereis 
von "konstantem Radius, der stets einen gegetenen Kegdsefinitt berukrL 
Dazu setzen wir in den gleich Null gesetzten Ausdruck fftr 
die Taktinvariante die Werte von A, J5, H, ein, die in Nr. 344, s) 
und 4) gegeben wurden, und betrachten sodann ct \ ]3 als die laufen- 
den Koordinaten. Der .Ort ist im allgemeinen eine Kurve achter 
Ordnung, im Palle der Pardbel eine Kurve sechsier Ordnung. Die- 
selbe Kurve erhalt man als den Ort der Endpunkte, wenn man auf 
alien Normalen der Kurve von dieser aus eine konstante LSnge ^ 
nach beiden Seiten abtrSgt. Man nennt sie die Parallclkurve des 
Kegelschnittes. Sie hat mit dem Kegelschnitt selbst die n&mliehe 
Evolute (Nr. 245). Hire Gleichung liefert auoh die Bestimmung 
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der normalen Bntfernungen, die von einem beliebigen Punkte aus 
zum Kegelschnitt gemessen werden. In voller Entwickelung 1st sie 
fur die Parabel y*=* 4 -mar. 

? 8w 2 ) s o 4 



2, 2 + (x - m) 8 }- 0; 
and far die Ellipse., + p = 1, wenn man c 2 = a 2 &* setzt: 
Z> 2 ) + (a 2 - 2Z> 2 > 2 



(a 4 



a 2 (6a 4 10a 2 & 2 + 

+ 2& 2 (a 2 - 26V- 2(a 4 - 
2 (3 a 4 - a 2 & 2 + 
+ (5V + aV- ****)*{(* - ^) 2 + 2/ 2 } {(* + c) 2 + 2/ 2 }- 0. 

Hiernacli ist der Ort eines Punktes, ffir den die Summe der 
Quadrate seiner senkrechten Abst&nde von der Parabel bez. Ellipse 
konstant gleich fc a sein soil, ein Kegelschnitt, dargestellt durch 

z 2 + 3y 2 + 8m(x m} = Js? 
bez. (a 2 - 2 & 2 > 2 + (2 a 2 - l*)y* + a 4 & 4 = ^ 2 . 

Auch bei diesem Orte haben die Falle a 2 & 2 , a 2 == 5 2 , 
2& 2 = 2c 2 = a 2 (die besondere Ellipse von Nr. 187, 3) Interesse. 

Wenn wir die Bedingung bilden, unter der die Grleicbung in 
Q* gleieiie Wurzeln hat, so erhalten wir das Prodnkt aus den Qtia- 
draten der linken Seiten der Gleichungen der Achsen und der tin- 
sndlich fernen Geraden in den Kubus der linken Seite der Gleichung 
der Evolute. Fur ^ = finden wir die Kurve selbst doppelt gezahlt, 
und aufierdem 

i/ 2 +(a;-7M) 2 =0 bez. {(a? - c) 2 + y*} {(x + c) 2 + ^/ 2 }- 0, 
also die Verbindungsgeraden der beiden imaginaren Kreispunkte 
mit dem Brennpunkt der Parabel bez. mit den reellen Brennpunkten 
der Ellipse (Yerbindungsgeraden je einer reellen und eines imagi- 
nSren Brennpunktes der Ellipse). Der Voraussetzung a & ent- 
spricht als Parallelkurve des Kreises ein Paar von konzentrischen 
Kreisen ^ + y _ ( a ^ = 



tind (aj s + ^ 3 ) s Q t also doppelt zahlend das imaginSre Asymptoten- 
(vgl. Nr. 103). 



Parallelkurven und Evolute der Kegelschnitte. 209 

Bndlich lehrt die allgemeine Form der Gleichung (16), daB 
die Parallelkurve von den Kurven vierter Ordnung J5H 2 , 
AQ H 2 (a \p laufende Koordinaten) in den Punkten beruhrt 
wird, in denen sie die Kiirve vierter Ordnung H0 ^J5 = 
schneidet (Nr. 258), d. h. in den Punkten, die zu den Punkten der 
Krummungshalbmesser Q gehoren. 71 ) 

4) Bestimmung der Kriimmungskreise Q des Ergelschnltles. 

Setzen wir in die Bedingungen (17) der Oskulation dieselben 
Werte ein wie in 3), so bestimmen zwei derselben die vier Krum- 
mungsmittelpunkte a \ (3 zu dem gegebenen Kriimmungsradius Q. 
Man erhalt sie aus H (A*B)$, (AB*)$ als die Schnitt- 
punkte von 

y? + 2/ 2 a 2 - & 2 - e 2 -- 3 (aloft ^d 

&V + a 2 */ 2 - aW - <> 2 (a 2 + & 2 ) - - s'(a&$)- (vgl. 3). 
Fur die Parabel findet man die zwei Scnnittpunkte von 



5) Gleichung der Evolute der Ellipse. 

Man hat die Bedingung auszudriicken , unter der sicn die 
Kurven q>(x^y) = 0, %(a;, 2/) in Nr. 343, B. berubren. Fur 
H == gebt aber die Bedingung \ 1 6) for ein Paar gleicher Wur- 
zeln von A 3rU + 30JL S ^A s =- iiber in AB 2 + 40 3 = 0, 
d. h. die Gleichung der Evolute 1st (vgl. Nr. 222) 

&V- c 4 ) 3 + 27a a 6V| 8 t/ a = 0. 



6) Gleichung der Evolute der Parabel. 
Weil 



2m), JB 

1st, so wird die Gleichung der Evolute 27 mif = 4( 2m) a . Es 1st 
zu bemerken, daB die Schnittpunkte von <p(x,y) = 0, %(x,y) 
nicht nur die FuBpunkte der drei Normailen liefern, die von einem 
beliebigen Punkte | ij ausgehen (Nr, 205), sondern auch den un- 
endlich fernen Punkt der Achse y = 0. Die sechs Sehnen zwischen 
diesen Schnittpunkten sind also die Seiten des Dreiecks der FuB- 
punkte und die drei Parallelen zur Achse durch diese Punkte. 
Darum ist die in Nr. 343 B. angewendete Methode fur die Losung 
des entsprechenden Problems bei der Parabel nicht die einfachste; 
man erh&lt zwar die Gleichung (Nr. 213, 9, in der naturlich nun 
#, y durch , y und #', y durch or, y zu ersetzen ist), aber multipli- 
ziert mit dem Faktor 



der gleich Null gesetzt jene drei Parallelen darstellt. 

Balmon-Piedler, anal. Gaom d. Kegelschn. H. 7. Aufl. 14 
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346. Kegelsclmitt tmd Geradenpaar. Wenn von den 
beiden Kegelschnitten f(x, x) Q,*g(z, x) der zweite in 
ein Qeradenpaar ausartet, so ist B = 0, und wir dtirfen den 
Kegelschnitt g(x, x) = durch o^^ und das Buschel da- 
her durch f(x, x} 2A# 1 # 2 *= dargestellt ansehen. Die Dis- 
kriminante des Biischels findet man, indem man in A den 
Koeffizienten a 12 durch a 12 /I ersetzt, in der Form 

A - 2A(a 13 % 3 -- a 12 a 83 ) a 33 A 2 . 
Es ist also 

3H - 2(a 13 a 23 - a 12 a 33 ) - 2^ 127 30 a ss , 

d. h. verschwindet zngleich mit a 33 und H fur 13 a 23 a 12 a 8$ 
oder -4 12 0; jenes bedingt, dafi der Punkt x l = # 2 = in 
der Kurve /"(rj?, a?) = liegt, dieses, daB die beiden Greraden 
^ 1=S5 0, # 2 =0 in bezug auf f(x,%) = konjugiert sind 
(Nr. 137 B.) 

Nun gilt aber diese Invariantenbeziehung ancb bei all- 
gemeiner Koordinatenwahl. Also ergibt sich: Wenn g(x,x) = 
ein Geradenpaar darstellt (B = 0), so ist *= die Bedingung, 
unter der der Schnittpurikt der beiden Geradcn in der Kurve 
f($, x) = liegt; H = aber die Bedingung, unter der diese 
teiden Geraden in besug auf f(x, x) *=* Jiarmonische Pola- 
ren sind. 

Die Diskriminante 9H 2 12-40 der Gleichung A 3HA 
4.30^^0 gib! durch ihr Verschwinden nach Nr. 345 die 
Bedingung dafur, <$a eine der Geraden des Geradenpaares 
g(x, x) = Q den Kegelschnitt f(x, x) beiiihrt. In dem 
obenTgewahlten Beispiel bestatigt man dies leicht, da dann 

9H*- 12^0 - IdA^ + Aa^ - 4^ n ^ 22 ist. 

Sind <p(u, u) == ccuUi 2 + 2^2^^ -\ \- cc^^ 2 ^ und 

#(M, ti) = ^ n u^ + 2/S^t^u, + h /3 S 3% 2 die Gleichuugen 

zweier Kegelschnitte in Linienkoordinaten nnd artet ^(ti ? u) = 
in ein Punktepaar aus (B = 0), so ist analog zum vorher- 

gehenden a n B n + 2c^ 2 B 12 H h (^ 3 B 33 = die Bedingung, 

unter der die Verbindungslinie des Punktepaares ein^e Taugente 
von <p(u, u) - isi^ und ft t ^ + 2ft 2 A 12 + - - + /J M A,, 
druckt aus, dafi die beiden Punkte ^(w ; w) harmonzsehe* 
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le in bezug auf <p(u, w) =* sind. Die A u tmd B iJt sind 
rbei die Unterdeterminanten von a lk und /?. t in den Deter- 
aanten A bez. B von <p(u,u) und ^(w, tt). 

347. 1st insbesondere g(x,x) ein vollstandiges Quadrat, 
kann man das Buschel transformieren zu f(%, x) A^ 2 ^ 0. 
e Diskriminante desselben wird A A^ n , also ist 3H= JL U =0 
s BedingUBg der Beriihrung des Kegelschnittes /"(a:, a?) -* 
t der Geraden g($, x) = 0. Dies weist auf einen Zusammen- 
og der Invariante H mit der Tangentialform von f(x, x) hin. 

Wir konnen leiclit die Gleichnng der Targenten des Kegel- 
inittes f(x, x) = in seinen Scbnittpunkten mit der Geraden 
bestimmen. Diese Tangenten bilden unter den den Kegel- 
initt f(x, $) in diesen Punkten doppelt beruhrenden 
^gelsctnitten f(oc, x) ku^*** denjenigen, der in ein 
radenpaar ausartet. Man hat in diesem Falle wegen #(#,#;=*/ 
iht nur 5=0, sondern es verschvrinden auch alle Unter- 
berminanten von B, also ist nach Nr. 343 auch = 0. Man 
det so fur die kubische Gleiehung A 3 HA =* 0; d. k 
Ber der doppelt zu zahlenden Wurzel A = oo, die der Geraden 
selbst entspricht, liefert sie nur einen Wert von A, 
r eben die gesuchten Tangenten bestimmen muB. Nun hat 
ji aber sss uu also 3H 



h. 3 H is^ mi^ dem Ausdruck F(u, i), der ^ 

^ de Tangentialgleichung des Kegelschnittes f(x, x) 
fcrf, identisch (Nr. 309). Aus ^-3HA0 ergibt sich 
ber die Gleiehung des Tangentenpaares: 
3) FfaiQfati-AvS-O. 

Wenn *, den Kegelschnitt f(x, x) beruhrt, faUt 
s Tangentenpaar mit dieser Geraden selbst zusammen, 
d die Bedingung hierfur ist eben 3H oder F(*,ti) 0. 
ad insbesondere die w f die Koordinaten der nnendlich fer- 
a Geraden fa -ft, TgL Nr. 317 und 318), so ist (18) die 
eichung des Asymptotenpaares des Kegelschnittes f(x, x) == 
[ projektiven Koordinaten. Vgl. hierzu die andere Ableitung 
sser Gleiehung am Ende von Nr. 318. t 

14* 
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B. 1) Fur fM(x, x) = 0, fW(x, a?) 0, . . . als Gleicbungen 
von funf festen Kegelscbmtten ist es immer auf unendlicli viele 
Arten moglicb, funf Konstanten & 1: & 2 , . . . so zu bestimmen, dafi 
die Summe 

\fW(x, x) + *fc/W(, *) + + V (5) (S, *) - 
entweder ein vollstandiges Quadrat X s , oder das Produkt von zwei 
linearen Faktoren MN ist. Man soil zeigen, daft die Gerade L = 
einen festen KegelscliniU h(x, x) = umliullt, und daft die Geraden 
M =* 0, N = in lezug auf diesen einander 'komjuglcrt sind. 

Wir k5nnen h(x, x) = so bestimmen, dafi die fiir 7^(a;, ic) 
und jeden der funf Kegelscbnitte gebiideten Invarianten H ver- 
scbwinden, weil dies fur A ij als die Koeffizienten der zu h(x,x) 
gebSrigen Gleichung in Linienkoordinaten durcb funf Gleicbungen 
yon der Form bedingt wird 

Al%l ( + ^2^2 2 (Z) + -4s8flS W + 2^ 23 ^ 3 ( + 2-4.! V + 2 ^12lg (2) - 0, 

(-1,9,8,4,5)-, 

die zur Bestimmung der Yerbaltnisse der secbs A i ^ der Koffizienten 
der Tangentialgleicbung von h(x^x), binreichen. 

Aus der Erfullung dieser Gleicbungen folgt aber zugleicb 



d. b. H verschwindet fur ^(o?, a;) = und einen beliebigen Kegel- 
scbnitt des Systems 2kff(x, x) = 0, womit der Satz bewiesen ist. 
Wenn die Gerade M = gegeben ist, so gebt N = durcb einen 
festen Punkt, nSmlicb durch den Pol von M = in bezug auf 
h(z, x) 0. 

2) Wenn secbs Geraden x^ = 0, . . ., # 6 = Tangenten des- 
selben Kegelscbnittes sind, so sind die Quadrate der linken Seiten 
ibre^r Gleicbungen durcb eine lineare Beziebung 

\x* + -k^x* + \x* + \x* + Jc^ + # 6 a 6 2 -. 
verbunden. 72 ) Dies ist ein Socderfall des vorigen, ergibt sicb aber 
direkt, wie folgt: 

Man scbreibt nacb (9) in Nr. 309 die secbs Bedingungen fur 
die Bervibrung der secbs Geraden mit dem Kegelschnitt und elimi- 
niert die unbekannten Koeffizienten A ik seiner Gleicbung; die Be- 
dingung des Satzes ist das Verscbwinden der Determinante aus den 
secbs Zeilen (i = 1 ,...., 6) 

i (02 % (i)5J , ^ 3 (i)2 , ^^0, <u z uf\ u^u^, 

und dies ist aucb die Bedingung, unter der die secbs Quadrate der 
t^dSj + ttj^afc + t^^o-j durcb eine lineare Beziebung verbun- 
den sind. 

3) Sind nur vier Kegelscbnitte f$(x, x) 0, . ., /" (4) (a;, x) -* 
gegeben und soil der Kegelscbnitt h(x, x) ~ so bestimmt werden, 
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daB die Beziehung H = fvir ihn und jeden der vier erfallt wird, 
so bleibt einer der Koeffizienten A ik unbestimmt, aber alle andern 
ko'nnen durcb ihn ausgedriickt werden. Also ist die zu /2(ar,^) = 
geborige Gleicbnng in Linienkoordinaten von der Form q>(u,u) 
l<fy(u, u) = 0, d. n. der Kegelschnitt beriihrt vier fe&te Geraden. 
Wir zeigen spater direkt (Nr. 368, SehluB), daB Konstanten 17 7%, 
1%, \ auf vier Arten so bestimmt werden konnen, daB \fi l \x, x) 
+ 3 / (2) (X/) -f Jc z f^(x,x) + lzfW(x,x) ein vollstandiges Quadrat 
ist. Ladem wir Jf = als die unendlicb feme Gerade auffassen, 
erkennen wir ferner, daB die Aufgabe eine bestimmte und eine 
lineare ist, fiir eine gegebene Gerade M == die Konstanten so zu 
bestimmen, dafi \f^(x^ x) + + I'J^'ix, x) von der Form MN 
wird. Nacb l) ist N*= der Ort des Pols von M in bezug auf 
(p(u, <u)lil>(u, u) 0. (Vgl. Nr. 304, 1.) 

348. Bedeutung der Bezielmngen H = und 6 = 0. 
Auch im Falle der allgemeinen KegelschDitte f(x, x) = ? 
g(x 9 x) == liegt es nun nahe, das Verschwinden einer ihrer 
Simultaninvarianten auf binare harmonisclie Bezie'hungen zu- 
ruckzufuhren. Den Weg dazu bietefc die Betrachtnng der 
Tangentenpaare aus einem Punkte oder der Schnittpunktpaare 
in einer Geraden. 

Nehmen wir irgend einen Punkt A B von g(x> x} = als Ecke 
x t = x% = des Koordinatendreiecks und seine Polare in bezug 
auf f(x, x)=**Q als # 3 = 0, so bedingt dies & S3 O f a 13 = % 8 - 

und -4 n :=a 22 a 8 3, ^ = ^ a ^> A w ^si ? ^is"" ^ss^ir 
Also ist dann der Wert der Invariante 

3H - 2?-4 it 6, 4 - M (fln*M+ ^lAi - 2a i*&i 2 )> 
und dieser wird ; solange der gewahlte Fundamentalpunkt A$ 
keiner der Schnittpunkte der Kurven ist (a ss ^ 0), nur dann 
Null, wenn die tinare Invariante a^b^+ a ^n'" ^ a i%^ ver " 
sehwindet. Daher besteht und zwar offenbar aueh noch fur die 
Schnittpunkte giiltig mit Rucksicht auf Nr. 328 der Satz: 
Wenn H ist, so schneidet die Polare ernes jeden Puriktes von 
g(x, x) = in lewg auf f(x, x} beide Kegelschnitte har- 
monisch. Bei gilt dasselbe fiir die Polaren der Punkte 
von f(x, x) beziiglicli g(x } x) 0. 

Sind A und A% die Schnittpunkte der Polare von A$ 
mit g(x, x) = 0, so ist A^A 2 A B ein Polardreieck in bezug auf 
f(x 9 x] 0, falls H ist. Zu jedem Punkt von g(x, x) 
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gibt es ein solches Polardreieck, d. h. es gibt unendlich viele 
seiche, wenn eines vorhanden ist. Umgekehrt hat die Invari- 
ante H den Wert Null, wenn ein Polardreieck von f(x, x) =* 
in g(x, x) = eingeschrieben ist. Denn die beiden Gleichungen 
haben dann die Formen 



nnd bei a^ = a 31 = a 12 = O y 6 U = 6 22 =- 6 S3 
yerschwindet H. 

Das Verschwinden der Simultaninvariante H ist notwen- 
dig und Mnreichend, damit unendlich viele PolardreiecJce von 
f(x, x) = in g(Xj x) == eingeschrieben werden Jconnen. 

Der dual entsprechende Satz lautet: Das Verschwinden 
der Simultaninvariante is^ notwendig und hinreichend, damit 
unendlich vide PolardreiecJce von f(%, x) tim ^(a, a?) 
umgeschrieben, werden ftonnen. In der Tafc kann man die ganze 
Entwickelung dual deuten, wenn man statt x if a ik , b ik setzt 
u if A i]by B ik . Alsdann gehen aber die fruheren A ik , B ik tiber 
in Aa it9 Bb ikf also 2A ik b ik in Aa ik B ik , d. h. H in J. 
und ebenso in J? H ; ein wohl zu beachtender Wechsel. 
In der Tat bestatigfc man sofort, daB H = ist, wenn A n = A& 
. Jlgg und & 2S & 81 - 6 J2 = ist. 

Wir konnen daher die Bedeutnng der Bedingungen H = 
bez. = folgendermaBen zusammenfassen: 

iS/nrf ^(a?, a?) = Za ik x t x k ^ wwe? ^(o; ; a?) == Sb^x^^ 
rfie Gleichungen tsweier Kegdschnitte in PunMkoordinaten, 
F(u J u) = 2A ik u i u k =0 lez. G(u, u) = SB^u^^ i&re 
Gleichungen in Linienkoordinaten, so sagt die Sedingung 
3H = ^n&n + + 2^ 23 6 28 + . - = au$j daft unendlich viele 
Poldreiecke von f(x, x) ^?er JTurve g(x, x) = einge- 
schrieten und unendlich viele Poldreiseite von g(x 9 x)^0 
der Kurve f(x,x) = Q umgeschrielen werden Ttonnen. Die 
Bedingvng 30 = B n a n H ---- h 2 J5 23 a 23 + - = 5a^ aws, rfayS 
unendlich viele Poldreiecke von g(x, x) dter JEfure f(ir, a;) = 
eingeschrieben und tinendlich viele Poldreiseite von f(x,x) =0 
<?r Zterve ^(a;, ic) = umgeschrielen werden Jconnen. 

Man sagt aucb im FaJle H 0: der Kegelselmitt ist der 
Kurve g harmonisch eingeschrieben oder g ist der Kurve f 
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3) Zwei Tripel harmonischer Pole in bezug auf einen Kegel- 
schnitt g(x, x) liegen auf einem Kegelscbnitt, der der Kurve 
g(x^x) = barmonisch umgescbrieben ist (Nr. 299, 2). Zwei Tripel 
hannoniscber Polaren beriibren einen anderen. 

Das eine Tripel harmonischer Pole werde durcb die Ecken d^s 
Koordinatendreiecks gebildet; g(x,x) = kann alsdann in der Form 
#i 2 + 2s 2 + #3 2s= angenommen werden (Nr. 344, l). Durcb das 
zweite Tripel und die Ecken A , A% des Koordinatendreiecks legen 
wir einen Kegelscbnitt f(x, x) = a 33 # 3 2 + 2<3f 23 o: 2 ir 3 + 2flr sl <r 3 ie l -f 
^^2^^2=0; da dieser durcb die Ecken eines Poldreiecks von 
#(#, x) == gebt, ist 30 = 0. Mit Rucksicbt auf a n = a 22 = 
(weii A und A% auf f(x, x) = liegen) wird nun 30 = a 33 , da- 
ber folgt fl 3 3== 0, d. b. die Kurve f gebt aucb durcb das zweite 
Tripel barmoniscber Pole, Ebenso beweist man den zweiten Teil 
des Satzes. 

349. KonjTigierte Kegelsciinitte. Das Verschwiuden einer 
der beiden Invarianten H und kann als eine lineare Be- 
dingung ftir den einen Kegelscbnitt als Ort eines Punktes 
oder fur den anderen als Hullkurve einer Geraden angeseben 
werden, je nach der Reihe von Koeffizienten, die man als 
gegeben ansiebt. Offenbar kann man so jede lineare Beziehung 
zwiscben den seeks Koeffizienten einer Gleichung in Punkt- oder 
Linienkoordinaten sowohl mit H als mit identifizieren, in- 
dem man die sechs gegebenen Koeffizienten als diejenigen einer 
gegebenen Hullkurve von Geraden oder Ortskurve von Punkten 
auffafit. 

Die allgemdne lineare Bedingung fur einen KegelscJmitt 
tedmtet geometrisch, da/3 er zu einem gegebenm Kegelschniti 
Jconjugiert M 73 ) Dieser durcb. die numerischen Koeffizienten 
der Bedingung gegebene Kegelschnitt kann naturlich von ganz 
besonderer Art sein, also z. B. ein Punktepaar (auch Doppel- 
punkt) oder ein Geradenpaar (auch Doppelgerade). In diesen 
Besonderheiten sind die in Nr. 324 gedeuteten linearen Be- 
stimmungen entbalten. Bilden wir namlich die Bedingung y 
da6 zwei gegebene Punkte y if % in bezug auf g(x, x) = 
konjugierte Pole seien, so besteht fiir sie die Gleichung von 
Nr. 307, also folgt die nach H = konjugierte Hullkurve 
F(u, ) s 2?^ u ik aus 

-^i- A?. A** 
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und dies sind dieselben Bedingungen, die ausdriicken, daB 
F(u, u) = mit u y u s = identisch ist. Also ist dann 
g(x, x) = dem aus den beiden Polen gebildeten Kegelschnitt 
jF(, ) = hannonisch umgeschrieben, wie auch geometrisch 
klar ist. Das Punktepaar y i9 # t kann insbesondere in einen 
doppelt zahlenden Punkt iibergehen, dureh den der Kegel- 
schnitt einfaeh hindurchgeht. 

Sind die Koeffizienten der Gleiehung q>(u, u) = einer 
Kurve zweiter Klasse r + 1 linearen Bedingungen unterworfen 
(r + 1 < 5) ? so sind alle Kurven zweiter Klasse, deren Koeffi- 
zienten diesen Bedingungen geniigen, r + 1 gegebenen Kegel- 
scbnitten f$, f, . . /*( r+1 ) barmoniscb eingeschrieben. Dieselbe 
Eigenscbaft bat ein solcber Kegelscbnitt 93 (u, w) in bezug 
anf alle Kurven des linearen Gebildes r ter Stufe 

(19) ^(x, ) + Ws, ) + .-+ A r+i r r+1) (*, *) - 
(JSTr. 271). Umgekehrt bilden alle jene Kurven zweiter Klasse 
ein lineares System (4 r) ter Stufe, und wenn g? (1 )(w ? w), 
cp^(u, M) ? . . g3^ 5 "*^(w, u) die Polynome der Gleicbungen linear 
unabbangiger Kurven des Systems sind, lautet seine Gleiehung: 

(20) ft9(u, tt) + ^ 2 g? (2) (w, ) + + ft. r 9 (6 -^(w, w) - 0. 
Alsdann sind die Kurven ft l \fW f ..fr +l ) den Kurven 
<pV\ <p$\ . . g>( 5 " r ) barmoniscb umgescbrieben. 5owz^ 5id dUe 
Kegelschnitte des Systems r fer Stufe (19) aZfen Kegelsdmitten 
des Systems s ter Stufe (20) Jiarmonisch uwgesthrieben, wobei 
r j^ $ = 4 ? ' 5 ^ Die letztgenannten sind samtlicb den ersten 
barmoniscb eingescbrieben. Solche Systeme werden wir spate* 
Jcontravariante lineare Gebilde nennen (Nr. 353); sie beiBen 
aueb. IxMJugierte lineare Kegelscbnittsysteme. 

So bilden also alle Kegelschnitte, die Polardreiecken eines 
gegebenenKegelschnittes ein- bez.umgeschrieben werden konnen, 
ein System vierter Stufe von Kurven zweiter Klasse bez. zweiter 
Ordnung. Die konjugierten Pole bez. Polaren der gegebenen 
Kuirve bilden die ausgearteten Kurven dieser Systeme. Die 
zu einem Buschel konjugierten Kurven bilden ein Gewebe 
(System zweiter Stufe von Kurven zweiter Klasse), die zu 
einer Schar konjugierten Kurven bilden einNetz (System zweiter 
Stufe von Kurven zweiter Ordnung), und umgekehrt. 
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B. 1) In einem Buscbel /"(#, x) lg(x, x) gibt es immer 
einen und nur einen Kegelschnitt, der durch die Bckea eines Pol- 
dreiecks eines beliebigen Kegelschnittes /&(#, x) s ^c^x^*** 
hindurchgeht. 
Setzt man 

30,- OuOu + 2 12 12 + + <iB84s> 
30 2 = &U0U + 2& 12 <7 12 + + & 33 <7 3S , 

wo die C ils die Unterdeterminanten der aus den c ik gebildeten Deter- 
minante dritten Grades bedeuten, so mu8 t A0 2 verschwinden; 
die Gleichung des gesuchten Kegelscbnittes wird daher 



2) Wenn zwei Kegelschnitte f(x, x) = 0, g(x, x) = durch 
die Ecken je eines Poldreiecks von h(x, x) = hindurchgehen, so 
liegen auf jedem Kegelscbnitt des Bascbels f(x^x) kg(x,x) = 
solebe Tripel barmoniseber Pole von h(x, x) = 0. Denn aus dem 
Verscbwinden der for f nnd 7i, andererseits fur g und # gebildeten 
Invarianten ZC ik a ik und 2G ifc b^ folgt das Yerscbwinden der far 
/"(#, x) X^r(a;, a;) und h(x, x) = gebildeten Invariante 
36' - C u (a u - UJ + 2 fl^o,, - 16,,) + - + S8 (cr - 1Z, SS ). 
(Vgl. Nr. 348, i, 3.) Eeziprok: Wenn zwei Kegelscbnitte die Seiten 
je eines Poldreiseits eines festen Kegelscbnittes beriibren, so gilt 
entsprecbendes fur alle Kegelscbnitte ibrer Scbar. 

3) Man soil einen Kegelscbnitt bestimmen, der drei gegebene 
Punkte A, JB, C und je ein Tripel barmoniseber Pole des Kegel- 
schnittes ^ und des Kegelscbnittes A" 2 entbalt. 

Sind -4 t .SjCj, A 2 B 2 C 2 die polaren Dreiecke (im Sinne von 
Nr. 113) zu ABO in bezug auf die Kegelscbnitte \ und fcg, so 
sind die polaren Zentra (Nr. 348, l) des Dreiecks AB C, also der 
gemeinsame Schnittpunkt der drei Geraden AA, -BJ^, GG und 
der Scbnittpunkt der drei Geraden A A%, -B-B 2 , C0 2 , zwei Punkte des 
gesucbten Kegelscbnittes, der somit durch fiinf Punkte bestimmt ist. 

Infolgedessen bilden die Kegelscbnitte, die der Bedingung ge- 
nugen, je ein Tripel barmoniseber Pole fur zwei gegebene Kegel- 
schnitte zu entbalten, ein Gebilde dritter Stufe von Kegelschnitten. 

4) Man konstruiere den Kegelschnitt, der zwei gegebene Punkte 
A, J? und je ein Tripel harmoniseher Pole fur drei feste Kegel- 
schnitte \> & 2 , & s enthalt. 

Wenn C^ (7 2 , <7 3 die Pole der Geraden AB in bezug auf 
&!, & 8 , Jc$ sind und eine Gerade aus A von den Polen P t , P^ P s 
in P den gesuchten Kegelsehnitt zum zweitenmal trifft, so liegen 
nach Nr. 348, 1 die drei Punkte PC^ BP^ PO^ BP^ P<7 3 , JBP a 
mit A, B und P auf dem gesuchten Kegelschnitt, die Buschel 
und (B - AP{P%P B ) sind also projektiv. Da hier- 
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nach P auf dem dureh A, O t , 2 , <7 3 gehenden Kegelschnitt liegt, 
far den das Doppelverhaltnis dieser vier Punkte gleich dem YOU 
(B J.P 1 P 2 P 8 ) 1st, so 1st P linear bestimmt nnd man hat seeks 
Punkte des gesuchten Kegelschnittes. 

5 ) Man bestimme den Kegelschnitt durch einen Punkt A und 
durch je ein Tripel harmonischer Pole in bezug auf vier gegebene 
Kegelschnitte ft 1? & 2 , fc s , 7; 4 . Wir ziehen dazu durch A zwei Geraden, 
die in bezug auf keinen der vier Kegelschnitte 7^ konjugiert sind, 
nnd denken P, Q als die Punkte, wo sie den gesuchten Kegelschnitt & 
zum zweitenmal schneiden; seien P n P 2 , P 3 , P 4 und bez. $ 1? . . Q 
die Pole dieser Geraden AP, AQ in bezug auf die & 1? . . 7; 4 , so 
liefert das Dreieck APQ als Iz eingeschrieben die Doppelverhaltnis- 
gleichheit (P- AQ^Q^) (Q ^P^Pj, nach der man P 
und Q durch folgendes Verfahren bestimmen kann. Man wahle in 
AP einen Punkt X als eine Lage von P und bestimme in AQ die 
entsprechende Lage Y von Q durch die Gleichungen (Y^AP^P^P^) 
- (X ^Ci& s ), (Z 4 - ^Pa-PJ = (X ^,ft 4 ). Wird nun 
die Lage von X auf AP geandert, so beschreiben die zwei so er- 
haltenen Lagen von Y projektive Reihen 3 und 4 und von ihren 
Doppelpunkten ist der eine der Schnitt von AQ und P^; der 
andere Doppelpunkt, die wahre Lage von $, kann daher linear be- 
stimmt werden die entsprechende Lage von X ist der Punkt P. 
Damit sind sieben Punkte von k gefunden, namlich aufier A, P, Q 
noch die vier Schnittpunkte je eines der vier Geradenpaare PQ i 
und QP., (i 1, 2, 3, 4). Diese linearen Konstruktionen ersetzen 
die Auf I6*sung der fiinf linearen Gleichungen, deren eine der reelle 
Punkt A liefert, wahrend die anderen vier die f . = sind. 

6) Die Bestimmung des Kegelschnittes 7c, der Tripel harmo- 
nischer Pole in bezug auf fiinf gegebene Kegelschnitte \, . . . \ 
enthalt, veranlaBt zu folgenden Uberlegungen: Da kein reelles 
Element der Peripherie von ~k bekannt ist, konnen auf beliebigen 
Geraden gelegene Punktepaare dieser Peripherie nur durch die zu- 
gehorigen Polinvolutionen bestimmt und durch Konstruktionen 
zweiten Grades erhalten werden, also auch nicht mit der Sicher- 
heit der Realitat. Die zu & in einer Geraden g gehorige Polinvolution 
kann aber nach 2) linear bestimmt werden aus den Schnitten von 
g mit je zweien der Kegelschnitte, die dem Quadrupel 2 , & 8 , fc 4 , T% 
und bez. dem Quadrupel ^,^3,^,^5 harmonisch umgeschrieben 
sind, weil diese je ein Buschel bilden, so daB durch jeden Punkt 
A von g einer von ihnen geht. Das gemeinsame Paar dieser beiden 
Polinvolutionen gibt die Doppelpunkte der Polinvolution von k 
und damit wird die Lb'sung quadratisch. (Vgl. die Theorie des 
Polarsystems in Hr. 391 f.) 

7) Weil Punktepaare und Geradenpaare ausgeartete Kegel- 
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schnitte sind nach der Polaritat von Nr. 310, so treten zu den 
vorigen als besondere Falle die Aufgaben, deren allgemeinste lautet: 
Man konstniiere den Kegelscbnitt, der funf gegebene Strecken oder 
ffinf gegebene Winkel durch seine ihren Geraden angehorigen Punkte 
bez. durcb seine aus den Scneiteln dieser Winkel gezogenen Tan- 
genten harmonisch teilt. (Vgl. den Text.) Die Aufgabe 6) umfaBt 
die vorhergehenden als Sonderfalle. 

350. Hannoniselie Kreise zu einem Kegelsehnitte sind 
besonders interessant. Bezogen auf rechtwinklige Koordinaten. 
x, y sei 

(21) f(x, y) ss a n tf + Sojotfy + &tif + 20 13 # + Za^y + a BB = 
die Gleichung des gegebenen Kegelschnittes Tt. Die Taugen- 
tialgleichung des Kreises vom Mittelpunkt a\ft und vom 
Radius Q ist alsdann nach Nr. 105: 

(22) G(u, v) = (ecu + PV + I) 2 - e 2 (w 2 + v~) - 0. 
Also ist fur diese beiden Kurven die Invariante 30 gleiea 



(23) oder 3 - f(a, ft - (a n + 
Daner ist 

(24) /^fl-faii + a^'-O 

die Bedingung dafur, daft der Kreis (22) der Kurve (21) har- 
monisck eingeschrieben sei, also die Seiten von unendlich viden 
Poldreiseiten der Kurve (21) leruhre. 

Somit gibt es zu jedem PunTd als Mittelpunkt einen ein- 
zigen dem Kegelschnitt harmonisch eingeschrielenen Kreis; sein 
Radius folgt aus (24). Die samtlichen Kreise dieser Art bilden 
also ein Netz (Nr. 122). Das Ergebnis der Substitution eines 
Koordinatenpaares x cc, y = fi in ein Polynom f(x, y) ist 
daher proportional mm Hadiusquadrat de$ zum Mittelpunkt 
cc \ ft geliorigen, f(x, y) = harmonisch eingeschriebenen Kreises* 
(Vgl. NT. 178, Teil 1, S. 351 unten.) 

Das Verschwinden der fur die Kurve zweiter Klasse 

(25) F(u J ^ 
und den Kreis 

(26) g(x,y):== 
gebildeten Invariante 
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(27) 3H - A n + AM + ASS* 



liefert die Bedingung dafiir, daft der Kreis (26) der Kurve (25 ) 
harmonisch umgeschrieben set, also durcJi die Ecken unendlich 
mder Poldreiecke der Kurve (25) hindurchgeJie. 

Die Bedingung H = zeigt, da6 die Kreise (26) eben- 
falls ein Netz bilden und zwar mit dem Orfchogonalkreise 
(28) A(& + </ 2 ) - 2A 13 x - 2 A 2B y + A n + ^ - 0. 
Dies ist nacli Nr. 313 ; 2 die Gleichung des Hauptkreises 
des Kegelschnittes F(u, tf) = 0. Also sind alle JKreise } die 
Poldreiecken eines Kegelschnittes umgtschrie'ben sind, orthogonal 
3U dessen Hauptkreis; die von dem Mittelpunkt des Kegel- 
schnittes an einen harmonisch umgeschriebenen Kjreis ge- 
isogenen Tangenten sind daher gleich dem Radius des dem 
Kegelschnitt zugehorigen Hauptkreises. 74 ) 

Aus (27) und (28) folgt ferner, daB die Mittelpunkte 
der der Kurve F(u, v) == harmonisch umgeschriebenen Kreise 
bei gegebenem Radius auf einem mit dem Hauptkreis dieser 
Kurve konzentrischen Kreise liegen, der im Falle einer Para- 
bel (J. 3S = 0) in die Leitlinie der Parabel iibergeht. (Ygl. 
auch Nr. 213, i.) 

Diesen Satzen gibt man einen scheinbar verschiedenen 
Ausdruck, indem man bedenkt, daB nun die Kreise des ersten 
bez. zweiten Netzes auch Polardreiecke haben ; denen der ge- 
gebene Kegelschnitt um- bez. eingeschrieben ist. Der Kreis- 
mittelpunkt ist aber (vgl. Teil 1, S. 225) stets Hdhenschnitt- 
punkt in diesen Dreieckeru Die Gleichung (24) zeigt, daB 
die Mittelpunkte der einem gegebenen Kegelschnitt i harmo- 
nisch eingeschriebenen Kreise bei gegebenem Radius auf einem 
mit i koachsialen und ahnlichen Kegelschnitt i t liegen, der 
insbesondere mit Jc zusamnienfallt ? wenn Jc eine gleichseitige 
Hyperbel (<% + a 22 = 0) ist. Vgl. auch Nr. 165, 2 und Nr. 
344,3 fur 6 2 =-V. 

B. 1) Wenn das Bechteck aus den Abschnitten der H8hen des 
einem Kegelschnitte JP(w, v) ~ a 2 2 + 5 V 1=0 umgeschrie- 
benen Dreiecks konstant und gleich' 3 ist, so ist der Ort des Hohen- 
schnittpunktes der Kreis v? + y* a 2 + & 2 + $* 

Wenn n'amlich das Produkt aus den Abschnitten der Hohen 
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konstant und gleicli Q* ist, so folgt aus Teil 1, S. 219, dafi Q der 
Radius des Kreises ist, der das gegebene Dreieck zum Poldreieck 
hat, und zwischen den Koeffizienten der Gleichung des Kreises 
(x a) 2 + (y jS) 2 Q 2 = und denen der Gleichung F(u, v)=*Q 
hesteht nun die Beziehung 3 H a 2 + fc 2 (a 2 + |S 2 Q*) 0, fur 
die Koordinaten a = x, /3 = # des Kreismittelpunktes ist daher 
3-8+ /= fl + Z> 2 -f p 2 - (Vgl. Nr. 344, 3.) Im Falle ^ == erMlt 
man den Hauptkreis des Kegelschnittes. 

2) Wenn das Kechteck unter den Ahschnitten der Hohen fur 
ein in den Kegelsebnitt /"(a?, y) = - s + -^ 1 eingesehriebe- 

nes Dreieck konstant und gleich p 2 ist ; so ist der Ort des H5hen- 
schnittpunktes der mit f(x, y) = koachsiale und ahnliche Kegel- 



Folgt ahnlich wie die LSsung von B. l unter Eucksicht auf 
(23) und (24). 

3) Man soil den Ort des Hohenschnittpunktes fur ein Dreieck 
finden, das einem Kegelschnitt eingeschrieben und zugleich einem 
anderen Kegelschnitt umgeschrieben ist. 76 ) 

Wenn man den Mittelpunkt des letzten Kegelschnittes (Halb- 
achsen a, 5) zum Koordinatenanfang wahlt und die Werte von Q* 
einander gleich setzt, die sich aus 2) und 3) ergeben, so ist fur 

^3= 



als Gleichung des Kegelschnittes, in den das Dreieck eingeschrieben 
ist, die Gleichung des gesuchten Ortes 



Der Ort ist daher ein Kegelschnitt, dessen Achsen denen vo 
f(x, y) = parallel sind, und der mit /"'(#, y) = zugleich ein 
Kreis wird. 

4) Der Hohenschnitt eines Dreiecks, das einer Parabel umge- 
schrieben ist, liegt in der Leitlinie. 

Folgt leicht aus den beiden letzten Abschnitten des Textes. 
Ygl. auch Nr. 213, 1. 

5) Bei dem eingeschriebenen Kreis eines Polardreiecks der 
Parabel ist die vom FuBpunkt seiner Mittelpunktsordinate in der 
Achse an ihn zu legende Tangente der zugehorigen Parabelordinate 
gleich. 

Der Beweis liegt in der Beziehung = in Nr. 344 r 4. 

6) Wenn der Eadius des einem Polardreieck einer Parabel ein- 
geschriebenen Kreises gegeben ist, so ist der Ort seines Mittelpunktes- 
eine Parabel von gleichem Parameter mit der gegebenen. 
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7) Der Ort der Mittelpunkte 1 1 r t der den Kegelsebnitten eines 
scbels hannoniscb eiiagescbriebenen Kreise 1st die gleicbseitige 
perbel des Biiscbels. 

Denn sind /"(a?, y) = 0, f'\x, y) zwei Kegelscbnitte, so 
d nacb (23) die Gleicbungen ffa if) (a' n + ' 22 )e 2 = und 
', 7?) (a" n + a" 22 )0 2 =^ die Bedingungen dafur, dafi ein 
eis vom Mittelpunkt 1 1 ^ und vom Radius 9 den Kegelschnitten 
, y) = und /"(^, #), somit alien Kegelscbnitten des Buscbels 
x, y) lf"(X) y) barmoniscb eingescbrieben seL Durch 
3iebsetzen der Werte von ^* 2 erbalt man als Ort des Mittelpunk- 
||i7 dieEurve (a\, +a" n )f &*i) -(<>' + a^fC^ = 0, 
i in dem Buscbel entbaltene gleicbseitige Hyperbel. 

8) Die den Kegelscbnitten einer Scbar barmoniscb umgescbrie- 
nen Kreise bilden ein Buscbel, dessen Potenzlinie die Leitlinie 
* Parabel der Scbar ist. 

DieHauptkreise der Kegelscbnitte bilden daber das konjugierte 
scbel (Teil 1, S. 243/4). 

9) Zwei gleicbe Kreise, deren Scbnittsebne so groB wie ibr 
idius ist, bilden zwei Kegelsebnitte, fur die die Invarianten H 
d verscbwinden. 77 ) 

Die Gleicbungen solcher Kreise sind 2. B. # 2 + y* HF 2 ax -j- . 
;1. Nr. 395, 8. 

351. Es ist im allgemdnen niclit moglich, dem einen von 
lei leliebigen Eegelscliniiten ein Dreieck emtiusclireiben, das 
gleich dem anderen umgeschrieben ist. Wenn aber zwisehen 
iden Kegelscbuitten eine gewisse Beziehxmg stattfindet, kon- 
n unendlich viele solche Dreiecke gefanden werden. 

Ist namlicb. ein solcbes Dreieck moglieh und ist es zum 
mdamentaldreieck gewahlt, so lassen sich die Gleichungen 
ider Kegelschnitte in die einfachen Forraen 
f(x, x) = x^ + V + tf s 2 - 2x^x s - 2^^ 2x^2 0, 

g(x, x) = 2aj,flr a a? 8 + 2a 31 5f s a; 1 + 2a 12 ^ir 2 = 
jerfiihren (vgl. Nr. 344, 5), und wir erhalten fiir ibre Inva- 
mten die Werte 
A -- 4, B 2a 28 a 31 a 12? 3H - 4(a 23 + a sl + a 12 ), 



jrischen diesen besteht aber die Beziehung 78 ) 

9) 



224 SIX. Invariantentheorie der Kegelschnitte, 351. 

erne Gleiehung solcher Art, daB sie, wie in Nr. 344 gezeigt 
wurde, dureh eine Veranderung der Koordinatenbeziehung 
ungestorfc bleibt. Also muB dieselbe Beziehung unter den 
Koeffizienten der Gleichungen beider Kegelschnitte immer 
stattfinden, wenn es iiberhaupt moglich sein soil, sie in die 
vorher angenommenen einfachen Formen iiberzufiihren. Die 
Gleichung (29) ist so die analytische Bedingung der geforderten 
geometrischen Beziehung. 

In der jTat gehort umgekehrt, unter Yoraussetznng der 
Beziehung (29) auch die dritte Ecke eines dem Kegelschnitt 
f(x, x) = umgeschriebenen Dreiecks dem Kegelschnitt 
g(x, x) an, wenn seine zwei ersten Ecken auf ihm liegen. 
Denn erganzen wir den Ausdruck g(x, x) zu g(x, x) + a 3S # 3 2 , 
so geht 30 liber in 30 #12^335 a ber die friihere Beziehung 
ist mit der jetzt erforderlichen 3H 2 = 4 A(Q a 12 a ss ) nur ver- 
ti % aglich, wenn a 33 = ist (im Falle a ls = wiirde g(x,x) = 
ein Geradenpaar darstellen). 

Man kann auch Beziehungen zwischen Invarianten be- 
nutzen, um die Gleichungen der Kegelschnitte auf einfachere 
Formen zu bringen. So folgt z. B. ; daB Kegelschnitte von 
der dureh 9H6 = AS ausgedriickten Beziehung allgemein auf 

-!?,+ ^ + flr, 3 -0, xS-xf+cxf-0 
reduzierfc werden konnen. 

Damit tiberhaupt ein Kurvenpaar f(x, x) = 0, g(x, x) = 
in ein anderes f(x, x) = ; g'(x, x) = ubergefuhrt werden 
konne, mussen nach unserer Abz'ahlung zwei absolute Inva- 
rianten Ie0. glelcli sein. Die einfachsten sind die Quotienten 

H 2 :-40-H'*:^'0; 2 : BH - 0' 2 : B'W. 
N"ur yon ihren Werten mussen also Doppelverhaltniswerte 
abhangen, wie z. B. die der Schnittpunktpaare in den Seiten 
des gerneinsamen Polardreiecks, von denen wirklich nur zwei 
unabhangig sind. 

B. 1) Man besiimme die Bedingung fur diejenige Lage von 
zwei Kreisen, bei der dem einen ein Dreieck eingeschrieben werden 
kann, das zugleich dem anderen umgescbrieben ist. 

Setzt man in Nr. 344, 2 das Quadrat der Zentraldistanz der 
beiden Kreise a 2 -)- jS* gleich d* und d 2 Qi* & 2 = e 2 , so wird 
nach (29) und Nr. 344, 2 die gesuchte Bediigung 
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fc*) - oder 



ei o 2 den Radius des dem Dreieck nmgeschriebenen Kreises be- 
anet Es 1st dies der bekannte Ausdruck, den bereits Eider fur 
Entfernung zwischen den Mittelpunkt en des einem Dreieck um- 
ihriebenen und eines ibm eingeschriebenen Kreises gegeben hat; 
esondere bei konzentrischer Lage 1st 2 = 2^. 

Der Ort der Eohenschnittpunkte aller solcher Dreiecke 1st ein 
is, der den tJberschuB des Radius Tom uragescbriebenen Kreis 
r den Durchmesser des eingeschriebenen zum Radius hat. 

2) Fur einen Mittelpunktskegelschnitt steht der urn einen 
unpunkt noit der Hauptachse als Radius beschriebene Kreis zu 

gegebenen Kegelschnitt in der Beziehung (29) des Textes 
afi den Gleichungen 



nach den Werten in Nr. 344, 3. 

3) Man soil den Ort des Mittelpunktes fur einen Kreis von 
ebenem Halbmesser finden, der einem dem Kegelschnitt 
( x) = umgeschriebenen Dreieck umgeschrieben oder einem 

eingeschriebenen Dreieck eingeschrieben 1st. 

Die fraglichen Orte sind Knrven vierter Ordnung, ausgenom- 
L den Fall vom Mittelpunkt des umgeschriebenen Kreises for 
Dreieck der Parabeltangenten; dieser Ort ist ein Kreis, der den 
nnpunkt zum Mittelpunkt hat, wie auch sonsf geschlossen wer- 
kann. 

4) Unter welcher Bedingung kann in den Kegelschnitt 
? x) = ein Dreieck eingeschrieben werden, dessen Seiten der 
be nach die Kegelschnitte /J 1: fe 2 , 7c B eines Btischels f(x^ x) + 
x, x) beruhren? 

Setzen wir g(x, x) ^ Za^x$ + 2a 81 ^ 8 ^ 1 + 2^0^^ =- 0, 
, a) = a? x 2 + V + % 2 2(1 + \a ZB )x z x s 2(1 + l^a^x^ 
i(l + fcja^Xzg 0, so wird f(x, x) + \g(x, x) durch 
= beriihrt nnd die Invarianten von /*(#, x) und g(x,x) sind 

A -- (2 + \O 
3H - 2(a 2S + 

3 9 * -- 



. sie erfullen die verlangte Bedingung 
{3H - 
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352. Kovarianten, Kontravarianten, Zwisdienformen. 
Die Definition der Kovarianten in Nr. 330 ist auch auf ternare 
Formen anwendbar. Bildet man aus der allgemeinen Gleichung 
einer Kurve oder den Gleichungen der Kutven eines Systems 
die Gleichung C eines Ortes, der mr Kurve oder zu dem 
System eine durch lineare Transformation (Verwandtschaft) un- 
zerstorbare gesetemafiige Beziehung hat, so ist C eine fa>- 
variante Kurve zu der oder den Gegebenen. Die Gleichung der 
bei einer gegebenen Kollineation einer Kurve C = ent- 
sprechenden Kurve C'=0 wird erhalten, indem man die 
Gleichung C = selbst transformiert, oder auch dadurch, daB 
man die gegebene Gleichung oder das gegebene Gleichungs- 
system transformiert und nun dieselbe Funktion C mit den 
transformierten Koeffizienten bildet. Die beiden so entstehen- 
den Ausdrucke sind alsdann nur um eine Potenz des Trans- 
fonnationsmoduls als Faktor verschieden, denn es ist 

(30) C(a> / ) = =A r -C(a ; a;). 

Eine quadratische Form f(x, x) hat Jceine von c f(x, x) 
verschiedene Kovariante, dagegen haben zwei oder mehr 
quadratische Formen simultane Kovarianten. 

Im ternaren Gebiet gehoren zu den drei Veranderlichen x % 
drei kontragrediente Veranderliche u t . Wenn eine gegebene kolli- 
neare Punktverwandtschaft durch die Substitution #,. = Zcc ik x k f 
bestimmt ist, so wird die Strahlenverwandtschaft gleichzeitig 
durch A^= -SA^w/ ausgedrtickt. Bei gleichzeitiger Anwen- 
dung beider Substitutionen besteht dann die Identitat 

(31) u& + u^ + w s rr 3 = u^x^ + + w/^'. 
Demnach kann man Invarianten eines aus Kufven und Ge- 
raden u., v if . . bestehenden Systems als homogene Funktionen 
der kontragredienten Veranderlichen auffassen. Wenn wir eine 
solche Invariante K(a ; &, u) aus den Koeffizienten des trans- 
formierten Formensystems bilden K(a', &', w'); so ^ s * auc k 

(32) K (a, 6, u) = A r - K (a', V, if). 

Man nennt solche Formen kontragredienter Verander- 
licher, die die Invarianteneigenschaft haben, tsugehorige Formen 
oder Konfravarianten} der gegebenen Formen oder des ge- 
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men Systems. Eine eu Oriskurven Jcontravariante Kurve 
sine HiillJcurve oder Enveloppe, deren Gleichtmg tine pro- 
ve Beziehung einer beweglichen Geraden su dem System 
Irucht. Denn dieselbe Funktion der transformierten Koef- 
nten des Systems wird bis auf einen konstanten Faktor 
i erhalten, wenn man in der ursprunglichen Kontravariante 
Veranderlichen selbst invert transfonniert. Sie gleicht 
n einer Kovariante, nur sind nicht die ursprunglichen, 
iern die transformierten Substitutionen auf ihre Verander- 
en anzuwenden.*) 

Ihrer geometrisclien Bedeutung nach sind die Resiprokalr 
ten Kontravarmnten der ursprunglichcn Formen, also Orts- 
ehung und Tangentialgleichung sind kontravariant. Die 
igen Kontravarianten stehen znr Tangentialgleiclmng in 
.selben Verhaltnis, wie die Kovarianten znr Ortsgleichung. 
e einzelne quadratische GleicLung f(x, x) = hat Tseine 
3re Kontravariante als die Tangentialgleichting F(u,u) 
ZAftUtUi = ; wo bei linearer Transformation die Identitat 
,eht F(u, ) = A 2 JP(u, ) . 

Endlich konnen for ein aus Kurven und Geraden be- 
endes System wiederum Kovarianten gebildet werden, die 
it auBer den laufenden Koordinaten x i nidbt nur die Ko- 
ienten der Gleichungen jener Kurven, sondern auch die 
>rdinaten der Geraden u t entbalten. Solche Funktionen von 
'erlei Verdnderlichen nennt man Zwisclienforwen, wenn sie 
wianteneig&nschaft Mben, d. h. ikren Wert nicht oder nur 
di Hinzutritt eines konstanten Faktors andern, wenn man 
eine Reihe der Veranderlichen durch die ursprtogliclie, die 
ere Reihe aber durcb. die transponierte Substitution trans- 
oiert. Also sind z. B. alle Produkte von Kovarianten und 
itravarianten Zwischenformen. 

Die entsprecbende Form u x oder x u dieser Definition 
Jt die identische Zwischenform. Eine quadratische Form 



*) Man kann dalier die Yeranderlichen u t auch dutch die Ablei- 
;en nach den gleich benannten x t ersetzen, urn aus der Kontra- 
mte eine neue Kovariante entstehen zu lassen (Nr. 342). 

15* 
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f(x, x) hat nur solche Zwischenformen, die sich al$ ganze Furik- 
tionen von f(x, #), F(u, w), A und u x darstellen lassen. Diese 
vier invarianten Formen bilden also das vollstandige System 
der quadratischen Form im friiheren Sinne. 

353. KontravarianterKegelschnittfi 2u sawei gegebenen. 
Nach deui vorstehenden kniipft die Bildung der simultan- 
invarianten Formen zu zwei gegebenen an die Tangentialform 
an. Diese wird nach Nr. 149 von irgend einein Kegelschnitt 
des Buschels f(x, x) &g(x, x) = gebildet, indem man in 



(33) - F(u, u) = | ai 22 ** U (Nr. 309) 

j 0*1 <* 32 S3 Oj j 
M x % % ; 

die Koeffizienten a it durch a ik Ab ik ersefczt. Die so entstenende 
Determinante lafit sich nach der binomischen ZusammeBsetzung 
von drei Reihen ihrer Elemente in sieben andere Determinanten 
als Summanden zerlegen, von denen die erste keine der Spalten b 
enthalt nnd daher mit F(u y u} identisch ist, drei weitere 
je eine Spalte der 6 tmd damit den Faktor h enthalten, die 
drei letzten je zwei Spalten der 6 und damit den Faktor A 2 . 
Die Summe dieser letzten erweist sich als die mit F(u, u) 
ganz gleich gebildete Determinante der & und soil durcb 
(?(te, tt) bezeichnet werden. Daher ist das Ergebnis ? d. h. 
die Tangentialgleiehung des Kegelschnittes f(x, ri) kg(x, x\ 
von der Form 

(34) JF(n, u) - 2lH(u, u) + tfG(u, u} - 0, 

wenn wir durch 2H(u, u) die negative Summe der drei Par- 
tialdeterminanten mit dem Faktor A bezeichnen. So ist 



(35) -2Hz= 

oder 
(86) 
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(37,) 



Nun besteht die Invarianteneigenschaft dieser Tangential- 
form fiJr jeden beliebigen Parameter Z, also haben die drei 
Koeffizienten F 9 H, G diese Eigenscbaft. Somit ist H eine 
simultane Kontravariante des Formenpaares f(x,x), g(%,%) 
imd jff(w, u) = cm liontramrianter Kegelsclmitt. 

354, Kovarianter Kegelsclmitt ft (^ re) zn zwei gegebenen. 
Genau dual verfahrend gebt man von der Gleiehnng der 
Kegelschnitte einer Schar F(u, if) AG(w, it) = zu ilirer 
Gleichung in Punktkoordinaten tiber (Nr. 311). Diese lautet 



(38) - 



-^32 



-"23 







mit ganz derselben Entwickelung wie vorhin, nur daB statt 
der a fl , i) ilt , u t die A ilt , B^, x. stehen. Daber ist das von K 
freie Glied nunmebr Af(x, x) statt F(u, u) wie in (34), der 
Faktor von A 2 wird By(x,x) statt Gr(u,u), und der Koeffi- 
zient 2h(x, x) von A ist 

(39) \+2(A B~ + L A S B + - 

AnB-, 

31^32"" 

Weil nun die linke Seite der Gleichung 

(40) Af(x, x) 2 Aft(a?, x} + tfBgfa x) = 
unabhangig von A die Invarianteneigenschaft hat ? so ist Jc 
simuiiane Kovariante des Formenpaares f, g und k = ein 
kovarianter Kegelscbnitt. Die projektiven Beziebungen der 
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beiden Kegelschnitte H(u, w) und k(x, x) werden 
vollig dual sein. 

1st das Kegelschnittpaar auf das gemeinsame Polardreieck 
bezogen: 



so ist, wegen 



die Grleichung des kovarianten Kegelschnitfces 

2k 
(42) 



und die Gleichung des kontravarianten Kegelsclmittes 



Diese leiden KegelschnUte "haben daher mit den gegebenen dasr 
selbe gemeinsame Polardreieck. 

B. Znr Verbindung mit Nr. 349 zeige man die Richtigkeit 
der Satze: 

1) Der geometrische Ort der in bezug auf g(x, x) genom- 
menen Pole der Tangenten von /"(#, x) = (retiproke Polar e von /" 
in bezug auf g) 1st ein Kegelschnitt mit der Gleichung 3H^(a;, a?) 



Denn die gewtoschte Kurve 1st zugleicb Ort aller Pnnkte a?,, 
deren in bezug auf g genommenen Polaren die Kurve f berubren; 
sie hat also die Gleicbung JP(^ 3 , g^ g s ) 0, wobei zur Abkurzung 
g t an Stelle von 4V (0 f ) gesetzt ist. Sind /" und ^ durcb (41) gegeben, 



mit Hilfe von H, ^(a?, re) und *(, a?) findet man aber 
= 3H0(o?, re) 2A(ar, re). 

2) Ebenso folgt: Der geometriscbe Ort der in bezug auf 
f(x, x) genommenen Pole der Tangenten von g(x, re) = 
(reziproke Polare von 0r in bezug auf f) ist der Kegelsehnitt 
^W. /. /s) - 0, wobei <?(/i, fi, /J) = 30^, *) - *(, *). 

3) Wenn der Kegelschnitt f dem Kegelscbnitt g harmonisch 
eingeschrieben ist (H 0), so liegen die Ecken der der Kurve f 
umgeschriebenen Poldreiseite von 'g samtlich auf dem Keffelschnitt 
Jcfax)~0. 

Denn nach 1) ist nunmehr F(y^ g^ gj) = 27c(x, a?). 
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4) Wenn f der Kurve g harmonisch umgeschrieben 1st (0 = 0), 
so beruhren die Seiten der der Kurve f eingeschriebenen Poldrei- 
eeke von g samtlich den Kegelscnnitt H(u, u) = 0. 

Ersetzt man n'amlich in .F^, # 2 , </ 3 ) =5 3 H#(a, x) 27c(;c, x) 
die a tjfc , A ik , & a ., B a , x t der Beihe nach durcn A tk , Aa ik , B ik , Bb i1t , ,-, 
so erhalt man Af(G^ 2 , ff 9 ) == SAQG-(u,u) 2ABH(u, u) nnd 
nach Wegbeben von A folgt A^ff^ff,) = 30 ff (,) - 2#0,tt). 
Hier ist ff 4 = #'W- Irn Fal1 = ist die Kurve if(w, w) 
dieselbe wie f(e t , (? 2 , 3 ) 0. 

5) Man zeige, daB aufier den in B. l, 2 und 4 benutzten Be- 
ziehnngen nocn die folgenden stattfinden: 

3f(x, x) s 3000, *) - 



w, w) s= 

M) s 30^i.F(M, w) - 

355. Geometrisclie Bedeutung der Kontravariante IT. 
Die zu /*(a?, x) >t^(o;, a?) geh5rige Grleickung in Linien- 
koordinaten (34) ist in >L vom zweiten Grade, es gibt daher 
im Bilschd zwei Kegelschnitte, die eine gegebene G-erade v x =*Q 
beriihren, und es fragt sich nun, wie man die 'Beruhmngs- 
punkte bestimmt. Bei Beantwortung dieser Frage beachte 
man, daB nach (Ha) in Nr. 309 die mit den tt, und v f ge- 
randerte Determinante der a ft A6 fjfe; gleich Null gesetzt, die 
Oleichung des Schnittpunktepaares einer beliebigen Geraden 
t^ mit dem Kegelschnitt f(x, x) lg(x, x} = Q des Bu- 
schels darstellt. Diese Gleichung ist in A vom ersten, in den 
u. vom zweiten Grade, sie ist von der Form P A$0. 
Tragt man in sie die Wurzeln ^ und ^ von 

(44) F(v, if) - 2lH(v, v*) + tfG(v, v) - 

ein, so geht das Schnittpunktepaar uber in den doppelt zu 
zahlenden Beruhrungspunkt, man kann daher setzen 

(45) P - W - F, 2 , P - ^Q - 7 2 2 , 

wo nun V l = und F a = die gesuchten Beruhrungspunkte 
darstellen. Mit Hilfe dieser beiden Ausdrucke lafit sich. die 
Gleictung P I Q = unter der Voraussetzung, daB ^ und 
^ von einander verschieden sind, in die Form bringen 
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< 46 > ^, 



Aus der Gestalt dieser Gleichung ergibt sich sofort der 
Satz: Hine belieUge Gerade trifft die Kegelschnitte eines Buschels 
in PunJetepaaren einer Involution; die Doppelpunkte dieser In- 
volution sind die Beruhnmgspmikte derjenlgen $wei Kurven des 
Bilschels, die die gegebene Gerade Mr Tangente haben. m ) 

Da die Parameterwerte >L =* und A = oo den Kurren 
f= bez. g = des Btischels f Ig = zugehoren, erhalt 
man aus (46 a) fiir I =* bez. Jl oo die Punktepaare, in 
denen die Kurven f = bez. # = die Gerade v x = treffen. 
Das Doppelverhaltnis a dieser beiden Punktepaare wird (vgL 
Nr. 85): _ 



(47) 



und hieraus folgt (a 1) : (a + 1) = - 2]/V^ : (^i + ^) 
hebt man diesen Ausdruck ins Quadrat und fiihrt man fur 
das Produkt und die Summe der Wurzeln 2. 1} I a der quadra- 
tischen Gleichung (44) die Koeffizienten ein ? so ergibt sich 
die Beziehung 
(48) (a - l)*H*(v, )-( + l) 2 F(v, v) G(v, v) - 0. 

Ersetzt man in dieser Gleichung die v i durch laufende 
Koordinaten u t und denkt man sieh die Zahl a gegeben, so 
stellt diese Gleichung die Bedingung dar, der die Koordinaten 
u t einer Geraden genugen mussen 7 wenn die Paare der Schnitt- 
punkte dieser Geraden mit den zwei Kegelschnitten f == 
und g ein gegebenes Doppelyerhaltnis a bilden sollen. Wie 
man sieht, umhullt die Gerade eine Kurve vierter Klasse. 

Im Falle eines harmonischen Verh'altnisses (a = 1) 
geht (48) uber in H 2 (u, u) = oder H(u, u) - 7 die Gerade 
umhullt den kontravarianten Kegelschnitt H: Alle Geraden, 
die zwti Kegelschnitte f '= und g = in harmonischen Punkte* 
paaren ire/fen, umhullen einen dritten Kegelschnitt Jff^ 0, den 
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wir die harmonische Kurve zsweiter Klasse oder nach dem ersten 
Entdecker der eben erwahntqn Eigenschaft die Staudtsche Kurve 
zweiter Klasse nennen wollen. Bl> ) 

Trifft die Gerade u x =Q den Kegelschnitt f in P x und P 2 , 
g in P 3 und P 4? so hat das Doppelverhaltnis a der beiden 

Schnittpunktepaare bekanntlich den Wert p^'p'p 4 . Wenn 

-ta^s-^1^4 

dieses Doppelverhaltnis Null oder unendlich grofi ist, muB eine 
der Strecken P^g, P 2 P 4 , P 2 P 3 , P t P 4 zu NuU werden, d. h. 
die Gerade muB die Kegelschnitte so treffen, dafi ein auf f ge- 
legener ScLnittpunkt mit einem-auf g gelegenen zusammenfallt, 
die Gerade muB also durcli einen der vier Grundpunkte des 
Buschels /" \g = geten. Und umgekelirt, so oft die Gerade 
u x = durcli einen der vier Grundpunkte geht, wird a gleich 
Null oder unendlich groB. Fur diese Werte yon a geht aber 

(48) fiber in 

(49) H* (, u) - F(u, u) G (, ii) = 0, 

und diese Gleichung wird daher durch die Koordinaten w f 
einer jeden Geraden erfullt, die durcli einen der vier Grund- 
purikte geht, d. h. die Gleichung (49) stellt diese vier Punltie dar. 

Da ferner die Koordinaten u t einer jeden Geraden, die 
in einem der vier Grundpunkte entweder den Kegelschnitt f 
oder den Kegelschnitt g l}eruhrt } nicht nur der Gleichung (49) 
sondern auch der Gleichung F(u, u) bez. G(u 9 u} = 
genugen, so erfullen diese Koordinaten auch die Gleichung 
H(u, u) ='0 ? d. h.: Die Kurve H wird auch von dwjenigen 
acht Geraden leriiJirt, die in den vier Schnittpuw'kten wn f 
und g als Tangenten an f oder an g gezogen werdcn Iconnen. 

356. Geometrische Bedeutung der Kovariante h Dual 
zu dem Satze, der in Nr. 355 die Beziehung der Kurve 
R(u, u) zu deu Kurven /"und g geometrisch deutete, folgt: 
Alle Punkte, von denen man an die Kegelsehnitte F(u } it) = 
und G(u,u) = Q harmonische Tangentcwpaare #iehen kann, 
liegen auf dem durch (39) definierten Kegelschnitt Jc(x, x) = ? 
den wir die Jiarmonische Kwrve swelter Ordnung oder nach 
dem ersten Entdecker der eben erwahnten Eigenschaft die 
Staudtsche Kurve #weiter Ordnung nennen wollen. sr ) Es sei 
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daran erinnert, da8 die in den Koeffizienten von (39) ent- 
haltenen GroBen A ik und J9 a . die Unterdeterminanten der zu 
f(x } x) und g(x, x) gehorigen Determinanten A und 2? 
bedeuten. 

Man kann nun fragen, welche Gleichung dual zu (49) 
die vier gemeinsamen Tangenten von f und g darstellt. 
Um sie zu erhalten, muB man in (49) die a ik und & a durch 
A ik bez. B ik ersetzen, ferner A ilt9 B ik durch Aa ik bez. Sb ikf 
die it; durch die x^ An Stelle von H(u, u), F(u } u), G(u, u) 
treten alsdann (vgL Nr. 311) der Reihe nach die Ausdrttcke 
k(x,x), Af(x,x), Bg(x,x)> und es folgfc: D^e Gleichung 
(50) *(&, a?) - AS fix, x)g(x, x) = 

sfeB* die t?ier d<5 Kegelschnitten f und g gemeinsamen Tan- 
genten dar. 

Perner folgt: Die Eurve h geJit durch die acht Beruh- 
rungspunkie der den Kegelschnitten f und g gemeinsamen 



Wenn sich die Kegelschnitte f und g in P beriihren, 
werden sie in P auch von & beriihrfc. Dies folgfc soforfc aus 
dem eben erwahnten Satze und aufierdem ergibt sich: Die 0u 
zwei in doppelter Beruhrung stefienden Kegelschnitten gehorige 
harmonische Kurve zweiter Ordnung k = beriihrt die leiden 
Kegelschnitte in iliren Beruhrungspurikten, gehort also ihrem 
Buschel an. Tatsachlich erhalfc man bei 



fur 2h (x, x) einen Ausdruck von der Form 
Entsprechendes gilt fur &(u, u) 0. 

Es gibt daher im Falle der Doppelberfthrung von f und g 
einen Parameter A = x von der Beschaffenheifc, daB die Kurve 
fxg = Q des Buschels flg^Q mit Jc(x, x) = zusam- 
menSHt. Bezeichnen wir die Koeffizienten von 2k(x,x) mit 
Tsf und 2k lt9 so verschwinden also nunmehr alle Determinanten 
der Matrix 
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1st ferner A = ^ derjenige Parameterwert, fiir den /" A# = 
die Doppelberuhrungssehne darstellt, so mu8 die zu /* A t # 
gehorige Gleichung in Linienkoordinaten F(u,u) 2^ 1 H(u f u) 
+ l^G(u, u) = identisch versehwinden (S. 124). Aufierdem 
muB A t eine Doppelwurzel der Gleichung 

(51) 0(1) 33 4 - 3HA + 30A 2 - BA S - 

sein (Nr. 251 und 252), sowie der beiden Grleicliungen 

(52) H-20A + J5J1 2 -0, ^L-2HZ-f 0A 2 -0, 

die sicli aus (51) ergeben^ wenn man C(X) durch Einfuhrung 
von A : ^ an Stelle von A homogen macht (jlfi 8 3H>lft 2 
+ 30 A 2 ft BA 3 0), die partiellen Ableitungen dieses Ausdrueks 
nach. A und ^ gleich Null setzt und dann wieder ^ dnreh 1 
ersetzt (Nr. 326). Durch Elimination von A x aus den eben 
erwahnten, durcL. I = ^ erfullten Gleichungen erhalt man 

-F JI (? 

(53) A H 

H S 

Da die G-esamtheit oiler sich in densdben, Purikten doppdt 
beruhrenden Kegelschnitte sowdhl als Bilschd wie als Schar 
aufgefa/tt werden hann, wird auch die 0u (53) duale Gleichung 
erfuttt. Sie ergibt sich ; indem man in (53) die a ik , b ik9 A ik , 
J3 ik , u f der Reihe nach durch die A ik , B ik , -Aa it , Bb ik , a? f 
ersetzt; nach Abscheidung des Paktors AS folgt auf solche 
Weise aus (53) die Gleichung 

\f * 9 

(54) \A AQ H =0. 
I BH B 

AuBerdem wird naturlicli die sehon ia Nr. 345 abgeleitete 
Bedingung (16) der einfacben Berohrong erfullt. 

B. 1) Wie lautet die Gleichung der gemeinsamen Tangenten 
zweier auf dasselbe Poldreieck bezogenen Kegelscbnitte? 
Hit Hilfe von (42) folgt aus (50) 



= 0. 
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In lineare Faktoren zerlegt liefert diese Gleicbung die Tangenten 
durcb alle Zeiebenkombinationen in 



nfe^ss"- ^33^22) #2 Vssfejs&ii %i & 33) = 0. 

2) Man bestimme die gemeinschaftlicben Tangenten zweier 
demselben Dreieck umgescbriebenen Kegelscbnitte. 

Der Kegelscbnitt &, der ibre acbt Berubrungspunkte enthalt, 
1st in diesem Falle ausgedruekt durcb 2&(#, x) = 

fos^*- fl i&s)V+-- + (M^ 

3) Die Bedingungen der vierpunktigen Berubrung (Beriibrung 
dritter Ordnung) von f und g = ergeben sicb daraus, daft 
die Gleicbung (51) nun die dreifacbe Wurzel 

'A I=S JL:H-=H:e = 6:5 

bat (vgl. (17) in Nr. 345), xind zwar muB fur diese der Ausdruck 
F 2^+ Ji^G identiscb verscbwinden (vgl. HIb in Nr. 252), 
d. b. es mussen die Identitaten besteben : 

0J f -2HBr+^^ = 0, F- 20JE + H<? = 0. 

4) Die Tangentenpaare, die man von einem beliebigen Punkte 
an die Kegelscbnitte einer Scbar legen kann, bilden eine Involution; 
die Doppelstrablen dieser Involution sind die Tangenten derjenigen 
zwei Kurven der Scbar, die durcb den gegebenen Punkt geben. 

Folgt dual zu dem entsprecbenden Satze in Nr. 355. 
Ebenso folgt: 

5) Der Ort aller Punkte, von denen an die Kegelscbnitte f 
und g Tangentenpaare von gegebenem Doppelverbaltnis gezogen 
werden k5nnen, ist die Kurve vierter Ordnung 83 ) 

(a - l) 2 * 2 ^, *)-( + ^ Z ABf(x, fl) - g(x, X) = 0. ' 

6) Ist g(x^x) = ein Geradenpaar, so ist &(#, a?) == die 
Gleicbung des von seinem Scbnittpunkt an denKegelscbnitt/"(a;,rc) = 
gelegten TaBgentecpaares. 

In der Gleicbung (33) von Nr. 313 bat man die Produkte y? 
und y t y k durcb die B if und B a zu ersetzen. 

357. Weitere Kegelschnitte in invarianter Bezielmng 
zu zwei gegebenen. Alle Kegelscbnitte, deren Gleictungen 
lineare Aggregate von f, ff, k bez. voii F, &, sind, stehen 
in invarianter BeziehuDg zu f und g. Aber anch die TJmkeh- 
rung gilt: Die Gleicliung in Punkfkoordinaten eines jeden zu 
f und g Jcovarianten Kegelschnittes ist eine lineare Function 
von f, g und Jc. Die Gleichung in Linienkoordinaten eines jeden 
zu F und G- kontravarianten Kegelschnittes i$t eine lineare 
Funktion von F, G- und JET. 
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Dabei bilden kovariante und kontravariante Kegelsclinitte 
nicht verschiedene Systeme, sondern jeder nicht-serfdllende in- 
variante Kegelschnitt ist als Tangentengebilde Icontravariant, 
d. h. die Tangentialform jedes in f, g, I' linearen Ausdruckes 
ist in F, G, H linear, und umgekehrt. So ist z. B. H = 0, 
als Ort betraehtet. ein zu /*=(), # = kovarianter Kegel- 
schnitt. Nun entspringt aus der entwickelten Form 2H 
(Nr. 353) unter Bezug auf das gemeinsame Polardreieck die 
Gleichung in Punktkoordinaten: 

OaS&ll + 0<11&3S)(>U & 22 + a S 2 & llK 2 + ' 0. 

Diese kann man in der Tat umformen in 

(%& 22 & 33 -f )(!! #1 2 + + (&11 ^33 + ' 0( 6 11*1 3 + ' 

- { ^ii&iiKAs + *&si)*i a + H o, 

so daB die linke Seite der zu 2H(u, M) gehorigen Gleiehung 
in Punktkoordinaten 2^(8, x) = mit /" ? tjr und ~k verbunden 
ist durch die Beziehung 
(55) 2\(x, x) = 30/*0, x) + 9Hg(x, x) - 2k(x, x). 

Aus inr folgt sofort, daft die Gleichungen H(u, w) = 
(# ; a?) tm Falle H wwd = 0wew -wwd 5en- 
Kegelschnitt darstellen. 

B. Die Beispiele zeigen zahlreiche Anwendtmgen desselben 
Prinzipes, weitere folgen in Kapitel XXI. 

1) Man zeige, daB fur die linke Seite 2J(u,u) der zu 2Jc(x f x)=Q 
gehorigen Gleiehung in Linienkoordinaten die Beziehtfng stafctfindet 

2K(u, u) = 3J5H F(u, u) + 3.A0(w, u) 2ABH(u : u). 

2) Die Bedingung, unter der der Kegelschnitt fc(ic, x) in 
ein Geradenpaar zerfallt, ist, wenn wieder f und g auf ihr gemein- 
sames Poldreieck bezogen sind: 

<hi a & a SBbiAA*( a A+a^^ 

oder allgemein AB(9 H J.jBj 0. 

Eb&nso ist 9H0 A3 *= Q die Bedingung, unter der die 
Kwve H(u, u) == zerfallt, d. h. unter der alle Geraden, die von 
den beiden Kegelschnitten harmonisch geteilt werden, durch einen 
oder den anderen von zwei festen Punkten gehen. Diese Bedingung 
wird z. B. erfullt ftir zwei Kreise, die sieh reehtwinklig schneiden, 
and in der Tat wird in diesem Falle jeder Durchmesser des einen 
Kreises durch den anderen harmonisch geteilt; der Ort der Punkte, 
von denen an die Kreise harmonische Tangentenpaare gelegt werden 
k5nnen, besteht aus einem Geradenpaar. Auch wenn d 2 
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1st (^ , 2 Eadien der beiden Kreise, d Abstand ihrer Mittelpunkte), 
zerfallen die Kurven H und k. 

3) Die Gleichiing der vier an den Kegelschnitt /"= in seinen 
Schnittpunkten mit g = gezogenen Tangenten 1st 



Man erhalt die Gleichung durch Substitution von .= 
an Stelle von u i in die Gleichung (49) der vier Grundpunkte des 
Btischels, also in H* F G = 0; alsdann sind die Ausdrucke fur 
E(f^ /* 2 , /g) und G(/i, ft, f,) in Nr. 354, B. 5 und 2 einzufuhren. 

4) Ein Dreieck ist einem gegebenen Kegelscbnitt umgeschrie- 
ben, und zwei seiner Eeken bewegen sich in festen Geraden ^ = 0, 
^=0; gesucht wird der Ort der dritten Ecke. 

In Nr. 295, 1 wurde gefunden, daB, falls ^^3 ff 2 2 = 0, 
ax i ~~ ^3 **" ^? ^ x i ^3=0 gegeben sind, 
(a + &)^ 1 ir s =4a5ar 2 2 oder (a + 6) 2 (^ 2 2 - ar,^ - (a 6)*^* 

die Gleicbung des Ortes ist. Die rechte Seite dieser Gleicbung ist 
aber das Quadrat der Polare p x des Scbnittpunktes der beiden 
Geraden in bezug auf den Eegelscnnitt, und zwar ist im Falle all- 
gemeiner Gleichungen 



23 2 Z "" 2l- 

Ferner ist a + b = die Bedingung, unter der die Geraden ^, w i 
in bezug auf den Kegelschnitt konjugiert sind; sie ist im allge- 
meinen Falle durcb F(u, to) zu ersetzen, wenn 



w l + ?!,) + ^(^tfa + 

Die besondere Gleicbung des Ortes ist also zu ersetzen durcb 
die allgemeine JF 2 (0, iff)f(x, x) + Ap**= 0. 

5) Man bestirame die Hfillkurve der Grundlinie eines Dreiecks, 
das dem Kegelscbnitt fQ eingescbrieben ist, wSbrend seine bei- 
den anderen Seiten den Kegelscbnitt g = beriibren. 

Wird das Dreieck in einer seiner Lagen als JFundainentaldrei- 
eck genommen, sind daber die Gleicbungen der Kegelschnitte 

/"(*? *) = 2(a 23 ar 2 a: s + a^x^ + a^x^ = 0, 
g(x, x) s !*+ V + V - 2a> 2^ S^s^i ~ 2 C 1 + ^wXi T 
wo ^=0, ^2=0 die durch g * beriibrten Seiten bezeicbnen, 
so wird der Kegelsclinitt A/* + g durch die Seite # 3 be- 
rfihrt (vgl. Nr. 351, 4). Nach den Werten der Invarianten erkennt 
man dies als die Gleichung eines festen Kegelschnittes. Denn wegen 
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A 2a 28 a 31 a 12 , 3H (a 23 4- a 31 + a 12 ) 2 
30 - 2(a 23 + * 81 + 12 )(2 + Aa 12 ), JB - - (2 

ist 90 2 12H.B = 4A.4J?, und die Gleiebung lf+g = Q gebt 
daber fiber in (90* laHJB)/ 1 ^, ar) + 4 JJ?0(>, or) - 0, die Glei- 
cbung eines festen Kegelscbnittes, den die dritte Seite des Dreiecks 
beruhrt. Fur 90 2 12HJ? = bertihrt diese Seite denselben 
Kegelscbnitt g, der auch von den beiden ersten beruhrt wird. 88 ) 

6) Man soil den Ort fur die Spitze eines Dreiecks finden, 
dessen drei Seiten einen Kegelscbnitt f beruhren, wahrend zwei 
seiner Ecken einem andern Kegelscbnitt g = angeboren. 

Una die Aufgabe zu losen, bilden wir die Gleicbung des Tan- 
gentenpaares von /" = aus dem Punkte y^ sodann die Gleicbung 
der Geraden, die die Scbnitipunkte der Tangenten und der Kurve 
g = verbinden, endlicb die Bedingung, daB eine dieser Geraden, 
die die Basis des fraglicben Dreiecks sein naufi, den Kegelscbnitt 
g = berubre. 

Die Gleicbung des Tangentenpaares lautet /'(/, y) f(rc, x) 
f(y, *) = , und die Bedingung, unter der f(y, y)f(x, x) f (y, x) 
lg(x, x) =* ein Geradenpaar daistellt, liefert zur Bestimmung der 
Scbnittsebnen dieses Tangentenpaares und des Kegelschnittes die 
quadratiscbe Gleicbung far A: 

Stf- 2%, y)l + Af(y, y)g(y, y) - 0. 

Andrerseits bestebt die Bedingung, unter der eine solcbe Schnitt- 
sehne den Kegelscbnitt f(x, x) = berubrt, in dem Verscbwinden 
der fur f(y, y)f(x, x) - f*(y, x) - \g(x, x) - und f(x, x) - 
gebildeten Taktinvariante (Nr. 345). Man erbalt bierdurcb die 
Gleicbung 

1(1249 - 9H 2 ) - 44"flffy, y) - 0, 

und nacb Einfubrung des bieraus folgenden Wertes A in die M.- 
bere quadratiscbe Gleicbung ergibt sicb als Ort des Punktes y i 
der Kegelscbnitt 84 ) 

, y) - 8(12^0 - 



7) Man soil den Ort der Spitze eines Dreiecks bestimmen, 
von dessen Seiten zwei den Kegelscbnitt f= beruhren, wahrend 
die dritte einen andern Kegelscbnitt af + ~bg berubrt, und die 
beiden Basisecken sicb auf g = bewegen. 

Man findet nach der Metbode des letzten Beispiels, daB der 
Ort der eine oder andere derjenigen Kegelscbnitte ist, die die vier 
gemeinscbaftlicben Tangenten von f - 0, ^ = berubren. Die 
Kegelscbnitte sind durcb die Gleicbung 
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, y) + 2ip&(y, y} + r*f(y, y) - 
dargestellt, wenn I : ft aus der Gleichung bestimmt wird: 



8) Man soil den Ort der freien Ecke eines Yielecks bestimmen, 
dessen samtliche Seiten den Kegelscbnitt f = beriihren, wahrend 
seine Ecken bis auf jene eine auf deni Kegelscbnitt # = liegen. 

Diese Aufgabe wird auf die vorhergehende zurftckgefuhrt, denn 
die Verbindungslinie zweier Ecken des Vielecks, die der freien 
Ecke benachbart sind, beriihrt einen Kegelscbnitt Yon der Gleichung 
a f+1)g= o. Sind l', /; A", ft"; A'", p"' die den Vielecken von 
(n 1), n und (n + 1) Seiten entsprecbenden Werte, so ist 

!"_ py^ p'"^ jjn r/ {4-4J?^'- (9H 2 - 
Im Falle des Dreiecks ist 



im Falle des Vierecks wird 

1"- (9H 2 - 12^0) 2 , ^- 8^.^{8J. 2 + 3H(9H 2 - 

und aus diesen Formeln ergeben sich Schritt fur Scbritt die Werte 
fur jedes andere Yieleck. 86 ) 

9) Piir zwei Kegelscbnitte /*=0, ^ = ist der Ort des 
Punktes. wo eine Tangente des ersten die Polare ibres Beriibrungs- 
punktes in bezug auf den zweiten scbneidet, die Kurve von der 
Gleicbung 

SH/ 1 ^, ic)ff(x, x) 2f(x, a?)*(a?, x) Ag~(x, x) =- 0. 
Sie gebt durcli die Scbnittpunkte von g mit f und ft. 87 ) 

10) Die drei Paare Verbindungslinien der Ecken eines Drei- 
eeks mit den auf den Gegenseiten durch einen Kegelscbnitt ausge- 
sebnittenen Punkten bilden zwei Gruppen von drei Geraden durch 
je einen Punkt, wenn man hat 

a n 22S3 ( A - 4 a n a ^ w) 

358. Bestimmting der Kegelschnitte des Biischels, for 
die die Grntndpunkte ein gegebenes Doppelverhaltnis haben. 
Zieht man von irgend einem Punkte y i einer bestimmten Kurve 
xfAg = Q des durch die Kegelschnitte f and g erzeugten 
Bflsehels nach den vier Grundpunkten Strahlen, so hestimmen 
diese Strahlen ein gewisses Doppelverhaltnis, das sogenannte 
Doppelverhaltnis der vier Grundpunkte fur den Kegelschnitt 
xf kg = 0. Dieses hat nach Nr. 280 konstanten Wert, wo 
auch der Punkt y i auf xf &g = angenommen werden 
moge. Welcher Gleichung muB nun der Parameterquotient 
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v, : A geniigen, damit das Doppelverhaltnis einer gegebenen 
Zahl & gleich werde? 88 ) 

LaBt man den auf der Kurve %f Kg = gewahlten 
Punkt y i mit einem der vier Grundpunkte zusammenfallen, 
so bestehen die vier zu betrachtenden Strahlen aus der Tan- 
gente %f(y, x) 2,g(y, x) in diesem Grundpunkte und 
aus den drei durch ihn gehenden Geraden %/(y, x) 2L.g(y, x) 0, 
(i = 1, 2, 3), des Kegelschnittbuschels, wobei ^ : l f eine 
Wurzel der kubischen Gleichung 

1st. Wir konnen auch sagen: Die Zahl a stimmt iiberein mit 
dem Doppelverhaltnis der vier Wurzeln der in Q : 6 biquadra- 
tischen Gleichung 

(57) ($ B A 30 2 ffH + 30<? 2 <? 3 jB)( A^ + xe) 

oder 0(p, 6) ( kg + %6) = 0. Da das Doppelverhaltnis 
durch lineare Transformationen nicht geandert wird (Teil 1, 
S. 185/6), kann man an Stelle von ^> und 6 neue Yerander- 
liche /t, i/ einfuhren, und zwar geschehe dies durch die Sub- 
stitutionen 

(58) \ 

Man erhalt alsdann eine Gleichung vierten Grades fur ft : v, 
in der nur die schon in Nr. 338 definierten Invarianten 
H(x, A) und T(x, JL) der kubischen Form 0(, A) als Koeffi- 
zienten auftreten. Vermoge der angegebenen Substitutionen 
findet namlich die Beziehung statt 89 ) 

(59) { = 
und hier ist 



, , 




Bedeutet ferner ^ o>v = g? einen linearen Faktor von 
/t s + 3jBT(^, A)ftv 2 + T(x, >l) v s und sind qp ^ v, g> o> 2 i/ 
die beiden anderen Faktoren ; so hat man 

Salmon-Tiedler, auxaL Geom. d. Kegeleohn. II. 7. Aufl. 16 
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(61) Cp(cp Oi^XfP 



und es mussen nun die absoluten Invarianten der beiden bi- 
quadratischen Formen, die die linke und rechte Seite der 
letzten Gleichung bilden, einander gleich sein. Man erhalt 
alsdann mit Benutzung von (69 a) in Nr. 339 fiir das Doppel- 
verhaltnis a = o) 1 : co 2 die Beziehung 
(*-+!) 

(a + 1)(2- !)'(-)- 

P V ^, A) . (a + 1)(2 - 1 



denn man findet fur die in (69 a) vorkommenden Invarianten 
J 2? J 3 die Werte J" 2 = - -ijsr(ac, A), e7 3 -- ^T(%, A). Die 
Gleichung (63) ist der Ausdruck der Abhangigkeit zwischen 
a und dem Parameterverhaltnis x : A. Es gibt also sec^ Kegelr 
schnitte im Buschcl, in denen seine vier Grundpurikte ein ge- 
gebenes Doppeluerhaltnis a lidben; dual entsprechend ebensa 
in einer Sckar von Kegelschnitten. 

B. Welches ist der geometrische Ort der Punkte, von denen 
an die Ellipse &V+ a 2 ^ 8 a s & 2 = vier Normalen von gegebe- 
nem Doppelverhaltnis geben? 

Man erhalt die Gleielmng des Ortes, indem man das Doppel- 
verhaltnis der biquadratischen Form 

-4)1 3rU 2 +30;i 8 Btf 

bildet, in der J., 3H , . . dieselbe Bedeutung haben wie inNr. 343 B. 
Man hat hierbei das Verfahren einzuschlagen, das von Gleichung 
(57) zu (63) fuhrte. 90 ) Insbesondere ergibt sieh 



fur den Ort der Punkte, von denen vier Normalen von gleichen. 
fundamentalen Boppelverhaltnissen ausgehen (vgl. Nr. 339). 

359. Die aqnianliajnncmisclien Kegelschnitte nnd eine 
Kombinante des Biiscliels. Den Wurzeln K : I der quadrati- 
schen Gleichung H(x, A) entsprechen diejenigen Eurven 
des Buschels, fur die das Doppelverhaltnis der vier Grund- 
punkte eine komplexe Kubikwurzel aus der negativen Ein- 
heit, also aquianharmonisck ist (Teil 1, S. 160). Mit Hilfe 
des fftr C(x ; A) nach (60), S. 241 berechneten Ausdruckes 
f(, A) ergibt sich, daB 
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<(AQ - HV(. x) + (HG - 4JB)0(a, *)/(*, *) 



V ; 

das Produkt der Gleichungen dieser beiden Kurven, der so- 

genannten agiiiariharmonischen Kegelsclmitte des Biischels dar- 

steUt. 

Sind die Gleichungen der Kurven f und g auf ein ge- 
meinsarues Poldreieck bezogen, so da8 
(65) f^a n x^+a^+a SB cc 3 
und setzt man zur Abktirzung 
(66) 
ferner 
(67) 

so gent die Gleiehtmg (64) nach Multiplikation mit 9 
fiber in 



(68) i s , 

I m^m^x^x^ *= 0. 

Die linke Seite dieser Gleichung laBt sich in zwei Fak- 
toren zerlegen, und jedem von ihnen entspricht, gleich Null 
gesetzt, einer der beiden aquian h arm onischen Kegelscknitte. 
Bedeuten s und s 2 die komplexen Wurzeln aus der positiven 
Einheit, so lauten die Gleichungen dieser Kurven 

f- s 2 Wo3*q 2=s = und 



und man erkennt leicht, daB ihre simultanen Invarianten H 
und verschwinden, denn diese werden gleichbedeutend mit 
1 + B + 6 2= Q ( V gL Nr. 348, 2 und Nr. 350, 9.) 

Die fiir die Kegelschnitte (69) gebildeten Kovarianten 
H(u, u) und k(x, x) stellen daher, gleich Null gesetzt, nach 
der Bemerkung zu (55), S. 237 einen und denselben Kegel- 
schnitt dar, der in Punktkoordinaten die Gleichung hat 
(70) m(x, x) = m^ + m^ + m z x z * 0. 

Diese Kurve wird also von alien Geraden eingehuUt, die 
die leiden aquiariharmonischen Kegelschnitte in Twrmonischen 
Punktepaaren schneiden und ist zugleich der Ort aller Punkte, 
von denen sich an diese fieiden Kegdschnitie Jiarmonische Tan* 
gentenpaare legen lassen. 

16* 
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Die fur f(x, x) und die Kurve (70) gebildete In- 
variante 

3 Am = % m^ + a 22 w s % + a ss w 1 w 2 - qc 2 c 3 (a^ + a n 6, + a^) 
verschwindet identisch, und gleiches gilt, wenn man diese 
Invariante fur g(x > a) und (70) bildet. 

Der Kegelschnitt (70) ist ddher den Kurven f und g, so- 
mit alien Kurven des BuscMs f Ig 0, harmonisch einge- 
schrieben und ist offenbar fur die Geometric des Kegelschnitt- 
buschels von Bedeutung. Wir wollen aucli allgemein die linke 
Seite der Gleiehung dieser Eurve durch m(x, x) bezeichnen. 

Sind die Gleicnungen der Kurven f und g nicht auf das- 
selbe Poldreieck bezogen, sondern beliebig gegeben, so laBt 
sich die entsprechende Gleiehung m(x, x) = leicht ableiten. 
Diese ist in den a ik und b ik je vom zweiten Grad und wird 
sich daher aps den mit gewissen Zahlenkoeffizienten a, /3, y 
versehenen Ausdrucken 0f(ij;,^) 7 ttg(x, x) und Jc(x, x) addi- 
tiv zusammensetzen, so dafi etwa 

a - 3Qf(x, x) + fi 3Hg(x, x) + <y 2Jc(x, x) = m(x, x). 
Da die Koeffizienten cc, |3, y yon der Form der Gleichungen 
/*= und g = unabhangig sind, kann man bei ihrer Be- 
stimmung wieder die Gleichungen (65) und (70) zugrunde 
legen. Durch Koeffizientenvergleichung findet man a = ft == 1 7 
y = 3 und gelangt daher zu der Beziehung 
(71) m(x, x) = 21c(x> x) - 6^, x) - ttg(x, x) . 

Diese Kovariante ist auch eine sogenannte Kombinante 
des BUschels. Man versteht hierunter Invarianten J von fol- 
gender Beschaffenheit. Statt J fur f und g zu bilden, bilde 
man diese Invariante fur ^f-\- ^g und ^f+ ^g] sie werde 
alsdann durch J bezeichnet. Ist nun J^^ (^>1 2 fljA,)*- J, 
ist also Ji von J nur um einen Paktor verschieden ; der eine 
Potenz von H^ ^^ darstellt, so heiBt J^ eine Kombinante 
der Formen f und p. 

Bildet man nun die Kovariante (70) far ^f+^g und 
*2/+ *t9 (&&statt fur f und ^f), so sind zunachst die durch 
(66) definierten Ausdrucke c t durch (^Ag ^li)^ zu ersetzen, 
woraus mit Etieksicht auf (67) sofort folgt, daB an die Stelle 
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der m i nunmelir die Ausdrucke (^ ^ fc 2 >ti) 2 ^ treten. Hier- 
mit ist aber die Kombinanteneigenschaft der Form (70) er- 
wiesen. 91 ) * 

360, Weitere Eigenschaften der Kombinante; die har- 
monischen Kegelschnitte des Btiscliels. Aus Gleichung (71) 
folgt mit Hilfe von (55) sofort 
(72) m(x, x] 55 4J(a?, x) - 2\(x, x), 

und die geometrische Deutung dieser einfachen Beziehung 
liefert sofort mit Riieksieht auf die Kombinanteneigenschaft 
von m den Satz: Die Kombinante m ist der Ort der Schniti- 
punkte der zu zwei leliebigen Kurven des Biischels f kg 
gehorigen Staudtsehen Kegelsclmitie Jc und &. 92 ) 

Die Gleichung m^x^+ m^x^-\- #e 3 # s 2 = 0, die die Kom- 
binante m in dem Falle darstellt, wo die Gleichungen von 
f und g auf ein gemeinsames Poldreieek bezogen sind, zeigt^ 
daB die Kurve m das Geradenpaar 0w 1 rc l 2 + w 2 a? 2 s *= oder 
(mit Rucksicht auf (G7)) c 2 o; 1 2 + c^x^^ in seinen Schnitt- 
punkten mit der Geraden # s = doppelt beriihrt. Durch die 
Ecke x^ x% = des Poldreiecks geht nun aueh. ein dem 
Kegelscnnittbuseliel angehSriges Geradenpaar hindurch. Denn 
die kubische Gleichung (56), die die Parameter I. der in dem 
Biiscliel f 'Lg == enthaltenen Geradenpaare liefert, hat nun- 
mekr die Wurzeln >L { = a ti : l ii} (i=l,2, 3), und insbeson- 
dere ergibt sich fiir ^3= Og S : 6 33 das Geradenpaar c%x^ c^x^^ 0, 
das zu dem vorhin erwahnten Paare c z x^ + ^x^^ harmo- 
nisch liegt. Da ferner auch die Seiten % = und # g 
des Poldreiecks zu c 2 # 1 s + c^x^= harmonised liegen, folgt 
der Satz: Durch jede Ecke dieses Drdecks gehen zwei seiner 
Seiten und ein Geradenpaar des JBiischds. Diese swei Strahlen- 
paare lestimmen eine Involution, deren Doppelstrahlen den 
KegelschniU m(x,x) = Q in seinen SchnMpurikten mit der 
dritten Seite des Poldreiecks leruhren. 

AuBer der schon auf Seite 243 erwahnten Beziehung der 
Kombinante m zu den zwei aquianharmonischen Kegelschnitten 
(69) des Btischels gibt es noch eine Beziehung, bei der diese 
drei Kegelschnitte in vollig gleicher Weise auftreten. Denkt 
man sich namlich zu jedem Punkte irgend einer der drei 
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Kwrven die Polare in begug auf eine zweite dies&r Kurven 
bonstruiert, so umMllen diese Polaren die dritte Kitrve. 93 ) In 
der Tat hat z. B. die Polare eines auf dem Kegelschnitt 
tWj #!*-[- em%x 2 *+ 2 w 8 # 3 2 = gelegenen Punktes y in bezug 
auf m(x, #) die Gleichung m^y^ + w 2 j/ 2 # 2 + m ^s x 3 s " > 
wobei w? 1 y 1 3 + m s y^+ ^m^y^^ ist. Als Htillkurve dieser 
Polare findet man leicht m l x^+ m^x^ + m$sx^= 0. 

Den Wurzeln % : 'k der kubischen Gleicliung T(%, fy -* 
entsprechen, wie (63) zeigt, diejenigen Kurren des Biisehels 
xfkg^Q, fiir die das Doppelverhaltnis der vier Grrund- 
pnnkte harwonisch ist (Teil 1, S. 160). Um die Gleichungen 
dieser drei harmonischen Kegelschnitte abzuleiten, beachte man 
znnachst, daB nach Nr. 338 die drei Wurzeln der Gleicliung 
T(x, A) = erbalten werden, indem man zu je einem Wurzel- 
paare von C(x, Jl) = und zu der iibrigbleibenden dritten 
Wurzel der Gleichung C(x, A) = je die vierte harmonische 
GroBe bestimmt. Sind A 17 A 2; A 8 die Wurzeln 2, : x von 
C(x, A) = und fafit man A SJ ^ 3 als ein Paar zusammen, so 
muB die vierte harmonische GroBe A : x zu Aj in bezug auf 
das Paar Z 2; 3, s die Gleichung erfiiEen 



(73) (2^- A 2 - A 3 )^ + (2;,*,- V,- Vs)* - 0. 

Die linke Seite dieser Gleichung ist ein Faktor von 
T(% y fy, die beiden anderen erhalt man duxch zyMische Ver- 
tauschung der Aj, Ag, 1^. Zu (73) geh6rt die harmonische 
Kurve 

(74) (2^ - A, - i,y(af,a?) + (2^ - ^A, - ^}g(x,x) - 
des Biisehels; entsprechende Gleichungen haben die beiden 
anderen hannonischen JSegelschnitte. 

Wird wieder das gemeinsame Poldreieck von f und g 
als Koordinatendreieck zugrunde gelegt, so ist ^ i =a ii :l) ii9 
(i=* 1,2,3), und als Gleichungen der drei harmonischen 
Kegelschnitte findet man: 



0. 
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B. 1) Die Doppelstrahlen der Involution, die durch zwei Seiten 
des gemeinsamen Poldreiecks von fund g und das durch den Schnitt- 
punkt dieser Seiten gehende Geradenpaar des Buschels f lg = 
bestimmt wird, beriihren einen der drei harmonischen Kegelschnitte 
in seinen Schnittpunkten mit der dritten Seite des Poldreiecks. 

so benihren z. B. die durch die Ecke x i = x% = des gemeinsamen 
Poldreiecks gehenden Doppelstrahlen der genannten Involution den 
harmonischen Kegelsehnitt w 1 uf 1 2 + w 2 a; 2 2 27W 3 a? 3 2 = in seinen 
Schnittpunkten mit X B = . 

2) Jeder der drei harmonischen Kegelschnitte beruhrt den 
Kombinantenkegelschnitt m doppelt, und zwar sind die Beruhrungs- 
sehnen die Seiten des gemeinsamen Poldreiecks des Buschels. 

3) Jeder der drei harmonischen Kegelschnitte ist dem Kom- 
binantenkegelschnitt m harmonisch umgeschrieben. 

4) Die in bezug auf die zwei aquianharmonisehen Kegelschnitte 
des Buschels und in bezug auf die Kombinante m genommenen Pole 
einer beliebigen Geraden v bilden ein Dreieck D, das sich zu dem 
gemeinsamen Poldreieck des Buschels in seeks fach perspektiver Lage 
Ifcrfbidet. YoraussetzuBg ist nor, cfaB die Gerade v nicht durch eine 
Ecke des Poldreiecks gehe. 9 *) 

5) Das Dreieck D liegt auch sechsfach perspektiv zu dem 
Dreieck D x , dessen Ecken die Pole der Geraden v in bezug auf die 
drei harmonischen Kegelschnitte des Buschels sind. 

6) Das Dreieck D x und das gemeinsame Poldreieck des Bu- 
schels befmden sich in vierfach perspektiver Lage. 

7) Vierzehnpurikte-EegelsdinlU des Vierecks. Die Doppelpunkte 
der drei Involutionen aa, BG; &&', CA; cc',AB in den Diagonalen 
a a', &&', cc eines Yierecks aba f l> (Fig. 37) und die vier Paare von 
Punkten, die in den Seiten mit den ihnen angehSrigen Gruppen 
a&c, a'fcc', a'6'c, a&V Systeme von gleichen fundamentalen Doppel- 
verhaltnissen bilden, liegen auf demselben Kegelsehnitt. 

Werden drei Seiten 

des Yierecks als Seiten ats' /'/ 

.des Koordinatendreiecks ffig. ST. s'/'f\(''' / 

gewahlt, und hat die vierte 

die Gleichung a x =- 0, so -^7/^'>$ 

daB 




die Gleichungen der drei Diagonalen sind, so sind durch 
^2 #s 0*2 #2 + a & x s) *** ^ e ^ re ^ Punkte einer Yierecksseite x t 
und durch die Hessesche Determinante (Nr. 335) 
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3 2 a? 3 2 = 

dieser kubiseben Form nacb Nr. 338 die beiden Punkte bestimmt r 
die mit den drei Punkten der Form gleicbe fundamentale Doppel- 
verbaltnisse bestimmen. Dieses Punktepaar liegt mit den beiden 
analogen Paaren 

%V+ s<Wi + Oi* x *= 0, asx* + a^a^x^+a^x^ 
auf dem Kegelscbnitt 

a^x^+a^x^ + <VV + a 2 %Vs + ^iVi + o^a^ 
oder #i 2 +# 2 2 + #3 2s=s 

for die drei Diagonalen als Fundamentallinien. Auch die vierte 
Seite sclineidet ibn in zwei Punkten der bezeicbneten Art. Die 
Diagonale a^ + a 2 # s = gibt als Gleicbung ihrer Scbnittpunkte 
mit ihm a^x^ -f a 5 2 # 3 2 =0, d. b. die Doppelpunkte der auf ihr 
bestimmten Involution. (Vgl. Nr. 331.) Wie man siebt, lassen sich 
sofort 4-2 + 3-2 = 14 Punkte des Kegelscbnittes angeben. Fiir 
ein reelles Yiereck ist der Kegelscnnitt imaginary es ist ubrigens 
derselbe, der in Nr. 304, 10 betracbtet wurde. 95 ) 

8) Man drticke die Gleicbtmg des yorigen Kegelschnittes als 
Kovariante des Systems von zwei Kegelscbnitten aus. Sind die 
beiden Kegelscbnitte anf das gemeinsame Poldreieck als Koordinaten- 
dreieck bezogen nnd ist d^ + d%x% + d$x s = eine ibrer gemein- 
samen Tangenten, so sind d 1 x 1 d 2 x 2 ^3^3= die vier Tan- 
genten, und der fraglicbe Kegelscbnitt hat die Gleicbung 

/72 /r 2? / 72 /y ,2j_,7S /y ,2 _ A 
1 #1 T^ 2 ^2 ~T % X B U * 

Fur die d aber gelten nacb Nr. 356, 1 die Bedingungen 

^ss^+'-^O, 5 2 ^ 38 ^ 2 + .. = 0, 
d.b. d* : df 2 : d<* 



Haben dann f=0,^ = 0, ^ = dieselben Bedeutungen wie 
im Text, so sei lf+ pg+ 2i>h =* die Gleicbung unseres Kegel- 
scbnittes; dann ergeben sicb durch Koeffizientenvergleicbnng die 
Beziebungen 



mit zwei zykliscb gleicbgebildeten. Multipliziert man diese Bezie- 
bungen bez. mit 22 a 33 , #33%!, anO^ und addiert die Produkte, so 
erhalt man 



wo alle Glieder Invarianten sind. Also gilt allgemein die Beziebung 
Al+ H^ + 2^0v = 0, und analog erhalt man 0A + By. 
+ 2J5Hv 0. Durcb Elimination von >L, |, v aus diesen beiden 



Yierzehnpunkte-Kegelschnitt. 
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Gleichungen und aus If + pg + 2 vk = erhalt man die Gleichung 
des Vierzehnpunkte-Kegelschnittes in der Form 96 ) 
\Bf(x,si) Ag(x,x) *(,) j 

A H |-0. 

B H i 

9) Das dem vorigen dual entsprechende Problem liefert den 
im Text behandelten kovarianten Kegelschnitt w(#, x) = 0. 

10) Man drficke die zu m(x, x) = gehorige Gleichung in 
Linienkoordinaten M(u,ii) = durch die Kontravarianten F^G-^H 
der beiden Kegelscbnitte f und g aus. 

Hier muB M (u, w) von der Form sein 
in Snnlicher Weise wie bei B. 8 findet man 97 ) 

F(u,u) ff(t,t) H(u, 

jf (, M ) 18 J. H 

H B 

11) Die Gleichung in Linienkoordinaten des zur Kombinante 
m(x, x) dual en Vierzehnpunktekegelschnittes lautet 97 ) 

BHF(u, u) 2ABH(u, w) + AQG(u, u) - 0. 
Dieser Ausdmck steht zu JP 7 ^, w) A(r(^, u) in derselben Bezie- 
liung wie w(#, a?) zu /"(a;, re) lg(x, x). 

361. Beriilirangsbedin^angen. -Die projektive VeraUge- 
meinerung der Beziefiungen zwischen, Kreisen findet sich. in 
dem Zusamm enhaDg der Kegelschnitte, die mit einem festen 
Kegelschnitt in doppelter Beriihrung stehen, Der analytischen 
Behandlung dieser Probleme in Beispielen liegen gewisse Ko- 
variantenbeziehuDgen zugmnde. 

Man soil die Bedingung aufstellen, unter der die Gerade 
U; den Kegelschnitt f(x, x) + (v^ + v z x% + t? 8 ic 3 ) 2 - leruhrt. 
Die zugeordnete Form liefert diese Bedingung dnrch die Sub- 
stitution von a ilt + VjV k an Stelle von a ik als 

j* a 12 + V& ! 



Dieser Ausdruek ist gleich einer Summe von einzelnen Deter- 
minanten, deren erste F(u, w)-selbsi.ist5.drei andere, die je 
zwei Reihen der v t v k enthtalten, verschwinden identisch, well 
zwei proportionale Spalten in ihnen auffcreten, und die drei, 
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in denen nur eine Reihe v t v k vorkommt, geben durch Ent- 
wickelung eine Gliedergruppe, die sich von f (x, x) nur da- 
dureh unterscheidet, dafi an Sfcelle der x i die Differenzen 
V,iV k u t v. stehen. Daher lautet die gesuchte Bedingung, also 
die GleichuBg in Linienkoordinaten: 



(76) ' 
{ } \ 



Diese kann in anderer Form gescnrieben werden, wenn man 
die zu 



duale Gleichung benutzt (vgl. (32) (34) in Nr. 313) und 
dabei von F(u, if) und G(u, u) ausgeht. Alsdarm folgt 

(c, v)F(u, u) - F\v, u) ^ 
^ 



Hier 1st F(v, u) =- die Bedingung dafiir, da8 die beiden 
Geraden u t und v. in bezug auf den Kegelschnitt /* har- 
monische Polaren sind. Daher kann die Gleichung (76) im 
Falle A ^ nach Multiplikation mit ^L in der Form ge- 
schrieben werden: 
(78) (A + F(v, v))F(u, u) - F\v, ) - . 

Aus (78) kann noch eine andere, fiir gewisse Anwen- 
dungen bequeme Form fur die Bedingung der Beriihrung des 
Kegelschnittes f(x, x) + v und der Geraden u x ***Q ab- 
geleitet werden. Man faBt u x =Q als Polare eines Punktes | 
in bezug auf den Kegelsehnitt f = auf, so dafi 

- Kii + ^12^2 + % Is) : 



wird, und v x = faBt man als Polare eines Punktes x f in 
bezug auf ^=0 auf ; setzt also ^^ ^x^ + a i9 x z f + a iB x^ 9 
1,2, 3. In (78) treten alsdann an Stelle von F(v,v) 9 
F(u, u), F(v, u} der Reihe nach die Ausdrticke Af(af, x*), 
-4/XS, 8)*), -4/"(', I), wodureh (78) nach Absonderung des 
Faktors A? ubergeht in 
(79) ( 



*) Wir bemerken, dafi man hierdurch fur die allgemeine homo- 



(80) { 
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Man katm schlieBlich zur Bildung der Bedingung weiter- 
gehen, unter der sick die leiden Kegelschnitte 

f(x, x) + (t^ar, + v 2 x 2 + t? 3 ;r 3 ) 2 = 0, 
f(x, x) + (W& + w^ + W B z s ) 2 = 
'beruhren. Denn diese Beruhrung findet statt, wenn eine der 
gemeinschaftlichen Sehnen v x w x ***Q einen der Kegelschnitte 
berfihrt; man erhalt daher die gesuclite Bedingimg, indem 
man in der Bedingnng (78) an Stelle der u t die t -t0 ein- 
setzt. So folgt: 

F(v, t)(F(i>, ) 2F(v, w} + F(w, w}} 



oder in mehr symmetrisclier Form: 

(82) (A + F(v, v}} (A + F(w, w)} -(A F(v, tv^ - . 

In ahnlicher Weise wie aus (78) die Gleichung (79) ab- 
geleitet wurde, ISBt sich auct die Bedingung (82) fiir die 
Beruhrung der beiden Kegelschnitte f(x 9 x) + fl a 8 und 
f(x, x) + w* = in eine andere Form bringen, wenn man 
v x und w x = als Polaren zweier Punkte x und x" in 
bezug auf f*=*Q auffaBt, also v i = ^/"(^iO? w i^kf^ x i} setzt, 
wo il,2, 3. Naeh Absonderung des Faktors A? erhalt 
man die Bedingung der Beruhrung in der Form 

(83) (1 + ftf, aO)(l + ftf, aO) - (1 ftf, <O) f - 0. 



B. 1) Man soil einen /"(re, x) = doppelt beruhrenden Kegel- 
schnitt /"(a?, a?) + ^ 2 = so bestimmen, dafi er zugleich die Kegel- 
schnitte 



f(x, x) 

beruhrt, die selbst mit /"(#, a?) = in doppelter Beruhrung sind. 98 ) 
1st ^ der Pol der zu f und f + t* geh5rigen Be- 
riihrungssehne, also ^ ^(Si), 1,2,3, so bestehen nach (83) 
die Beziehungen 

gene Grleiehung des Kegelschnittes in doppelter Weise die Form einer 
Determinante gewonnen hat. Man kann Af(x,x) sowohl dadurch 
rhalten, daB man die aus den a ik gebildete Determinante 3. Grades 
mit tffa), V(i) ir() randert, als auch dadnrch, daB man die 
ans den Af k gebildete Determinante 3. Grades mit a^, x, x t rEndert. 



252 TLS.. Invariantentheorie der Kegelscbnitte. 361. 

(i + m B)(i + /v, *')) = (i + ftf, I)) 2 , 



in denen f(x, x"), f(x", re"), f(x", x'"} bekannte Konstanten sind. 
Zur Abkfirzung werde gesetzt 

i + /-(I, I) - **, i + /X*', *0 = 7 <' 2 ' i + /'(*"> *") - ft" 2 , 

1 + f(x"\ x'"} = fc'" 2 ; 
alsdann ist 

^-1+^,6), 7;r=l+f(^,|), M W -1+/X^,0. 
Dabei ist zu bemerken, daB eigentlich f(x\ |), f(oc\ $), /"(#'", ) je 
mit doppeltem Zeichen zn schreiben waren, und daB infolge der 
Quadratwurzelziehung auch die &', H\ ti" doppelte Zeichen erhalten; 
daher zeigen diese Yerscbiedenheiten der Yorzeichen zweiunddreiBig 
Auflosnngen des Problems an. 

Die letztgesahriebenen Gleichungen geben 



und somit durcb Elimiaatioii von Jc: 

r(x', i)(r- n + ^", i)(*r- jQ + f(^'", i)(^'- *") - o, 

in laufenden Koordinaten ^ die Gleicbung einer Geraden, die durch 
den in bezng auf f = genommenen Pol der Beruhrtmgssebne des 
gesnchten Kegelschnittes geben muB. Dnrcb die aus f($' 9 g) = /"(#", |) 
= /(re" 7 , |) folgenden Koordinatenwerte Tvird die Gleicbung erftillt, 
d. b. der durcb diese Gleicbungen gegebene Punkt, der in Tiber- 
tragung einer bei Kreisen benutzten Redeweise (Teil 1, Nr. 116) 
als einer der ,,Potenzmittelpnnkte" der Kegelscbnitte 

f(x, x) + f*(x', x) - 0, f(x, x) + f(x", x) - 0, 

f(*,ar)+/ 1 (* w ,*)-0 

bezeicbnet werden kann, liegt auf der Geraden. Scbon in Nr. 26T 
kam dieser Punkt vor. Anch die aus den Beziebungen 



folgenden Koordinatenwerte erfiillen die Gleichung und baben fol- 
gende geometriscbe Bedeutung: Die Gleicbungen von 

f( X , x} + f(x', *) - 0, /(*, ) + f(x", *) - 
in Linienkoordinaten sind bez. 



M) - A U ^ - 0, 
und durch 

' + ***< 
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werden daher Schnittpunkte der gemeinsehaftlichen Tangenten 
von f(x, x) + f(x, x) = 0, f(x, x) +f(*", a?) = dargestellt. 

Die Koordinaten dieser Punkte sind -4 -v^, und ihre Polaren 

in bezug auf f haben die Gleichungen f -^^ f -^~^ . 

Daraus folgt, da6 die aus f(x, ) : &' = f(x", Q : k" f (a?'", |) : *'" 
folgenden Koordinaten werte den in bezug auf /*= genommenen Pol 
einer Achse der JLhnlichkeit der drei gegebenen Kegelschnitte be- 
zeichDen. Man hat also den Satz: Der Pol der gesuchten Bertihrungs- 
sehne liegt in einer der G-eraden, die einen der vier tf Potenzmittelpwnkte ee 
mit dem in bezwg auf f= genommenen Pol einer der vier Ahn- 
Uchkeitsachsen verbinden. Vgl. hierzu Teil 1, Nr. 123. 

Znr Vervollstandigung der Auflosung suchen wir aucb. die 
Koordinaten des Punktes zn bestimmen, in dem sicb f(x, x) + t x z = 
und /"(a;, x) + f 2 (x f , x) = berubren. Da dieser Punkt ein Ahn- 
licbkeitszentrum der beiden Kegelscknitte ist, so sind seine Koordi- 

naten IL + "v" un< ^ w " > m ^issen |^+ -^x^ fiir g in die Gleicbungen 



IL 
TcJc'^ 1 + f(x\ |), usw. einsetzen, wodnrcb wir erbalten 

Vtt- " " 



Alsdann ist 

) + (^', *> - f(x", *') 



/(*', 6) - f<X", I) + (/V, aO - A*' 

und durcb Elimination von 7s erbalten wir in der Form 




die Gleicbung einer Geraden, die den gesuclj.ten Berubrungspunld; 
entbalt. Dieselbe verbindet einen ,,Potenzmittelpunkt u mit dem- 
jenigen Punkte, in dem f(V, 6), f(x", ), f(of", ) bez. zu 




Oder zu 1 , *' AT - f(x", /), *' V - /(^ x') 

proportional sind. Wenn wir aber die Gleichungen der Polaren der 
drei Ahnlichkeitszentra einer Ahnlichkeitsachse in bezug auf den 
Kegelsehnitt f(x, x) + f*(x', x) bilden, wie zuvor, so erhalten wir 
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H/^ 

usw. Also verbindet die Gerade, die wir zu konstruieren wunsehen, 
einen der vier Potenzmittelpnnkte mit dem Pole, der einer der vier 
JLhnlichkeitsachsen in bezug auf denKegelsclmitt /"(#, a?) +/* (&',)=() 
entspricht. Die seehzebn Geraden, die man so erhalt, sehneiden den 
Kegelschnitt f(x } x) + f 2 ($'-)%) ~ in den zweiunddreiBig Punkten, 
in den ihn die verschiedenen , den Bedingungen des Problems ge- 
nfigenden Kegelsehnitte beriihren. 

2) Zu einer zweiten Losung des Problems frthrt die Entwicke- 
lung einer identischen Beziehung, die die Invariant en Ton vier 
Kegelsehnitten verbindet, wenn alle vier elnen Kegelscbnitt f doppelt 
beriihren nnd zngleich alle von einem ebenfalls doppelt bertihrenden 
Kegelschnitt K beruhrt werden. 

Es sei f(x, ) = x^ + x^ + x^ =* und 

pWs a^ '+ ajn*i + a^x^ p& = a^x^ + 
ferner werde zur Abkurzung gesetzt 



Alsdann lautet nach (82) die Bedingung, outer der sich die 
Kegelsehnitte -_(i ) 2 = 



beriihren: (l - /) (l - /) - (1 - f < 12 >) 2 . 

Wir wenden ntm auf die beiden Grnppen von Elementen mit sechs 

Zeilen and nor ffinf Spalten 





die Eegel fur die Mtdtiplikation zweier Matrizes an und erhalten 
dann nach Teil 1, S. 179 ein verschwindendes Prodnkt. Setzt man 
znr korzen Darstellung desselben 




entiscJ 
1 



(12) 
(13) 
(14) 
(15) 


r<2) _ (i _ f 

e Beziekung 
1 1 
(12) (13) 
(23) 
(23) 
(24) (34) 
(25) (35) 


^ I3 vj ass 

1 
(14) 
(24) 
(34) 

(45) 


(12), 

1 
(15) 
(25) 
(35) 
(45) 



usw., 
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die die Invarianten von filnf Kegelschnitten verlindet, falls diese 
s&mtlich mit einem und demselben Kegdscltnitt f = in doppelter 
Berilhrung sind. 

Wenn aber der Kegelscbnitt (5) die vier ubrigen Kegelschnitte 
beriibrt, so verscbwinden die (15\..(45) s&mtlicb, und wir finden, 
daft die Invarianten von vicr Kegelsclmitien, die den namlichen 
Kegdschnitt doppelt beruhrcn und selbst alle von eincm und dem- 
selben funften, jenen aucli doppelt beriihrcnden Kcgelschnitt K beriihrt 
werden, die Bcdingung erfilllen 

I (12) (13) (14) 



(14) (24) (34) 



oder X(12) (34) V(13) (24) ]/(14) (23) - . 

3) Mit Hilfe der Beziebung in 2) ergibt sicb eine LSsung des 
Problems von der Bestimmung des Kegelscbnittes, der drei ge- 
gebene Kegelscbnitte berubrt, und, so wie jeder von diesen, selbst 
einen festen Kegelscbnitt doppelt berubrt. Diese Losung entspricbt 
vollstandig der zweiten Auflosung des Problems vom Berubrungs- 
kreis zu drei Kreisen, die wir in Teil 1, S. 263/4 gegeben haben. 

Wenn die Diskriminante eines Kegelscbnittes f j>W 2 = o 
Terscbwindet, ist f&=s* 1, und die Bedingung seiner Beriihrung mit 
einem der andern Kegelscbnitte reduziert sicb auf f^ = 1 . . 

Eur g t als Koordinaten eines Punktes von f jp 2 oder von 

V + V + # s 2 (a^ + a^ + a 3 rc 3 ) 2 =- 
bezeicbnet offenbar 



einen Kegelscbnitt von verscbwindender Diskriminante, der /* jp 2 = ss O 
berubrt. Wenn daber drei Kegelscbnitte 

f ^pCD'-O, f-pW*=~Q, f-yfti-0 
gegeben sind, und z i einen Punkt bezeicbnet, der dem berubrenden 
Kegelscbnitt angehort, und wenn der Kegelscbnitt von der vorber 
gescbriebenen Gleicbung als vierter Kegelscbnitt genomznen wird, 
so sind die Funktionen (14), (24), (34) bez. 

-pCD ^) gW 

Yf' Vf* VT 

und die Koordinaten der Punkte des Berftbrungskegelscbnittes der 
drei gegebenen genugen daber nacb 2) der Gleicbung") 



-p<*> 
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4) Die vier Kegelsehnitte, die mit einem gegebenen Kegel- 
schnitt f = eine doppelte Beruhrung haben und durch drei ge- 
gebene Pankte gehen, werden samtlich von vier andern Kegel- 
schnitten berfihrt, die selbst mit /*=() eine doppelte Beruhrung 
haben. Vgl. auch Nr. 321, 3. 100 ) 

1st der Kegelschnitt f gegeben durch die Gleichung 

X l* + *S*+ V 2 *8 a* COS 9l 2X ^1 COS 9>2 2x l%'2 COS 93= i 

so sind die vier gedachten Kegelschnitte durch /* (^ s ^ s ) 2 = 
dargestellt, und diese werden alle durch 

f { x 1 cos (<p 2 g? 3 ) + # 2 cos (9)3 <pj + % B cos (tp t g? 2 ) } 2 
und die drei anderen Kegelschnitte beriihrt, die man hieraus durch 
die bez. Zeichenwechsel von <pj, g? 2 , ^ 3 erhalt. 

o) Die vier von den Pundamentallinien x : = 0, a; 2 = 0, o? s = 
beruhrten Kegelschnitte, die den Kegelschnitt f doppelt beruh- 
ren, werden durch vier andere Kegelschnitte bertihrt, die gleichfalls 
f = doppelt beruhren. Jene sind fur 



f { x l sin (^ 9i) + o; 2 sin (if; <p 2 ) + o; 3 sin (ip g> s ) } 2 = 
und die drei anderen Gleichungen dargestellt, die durch die Zeichen- 
wechsel bei 9?!, g? 2 , <p s bez. aus dieser entstehen; einer der beruh- 
renden Kegelschnitte ist daher 

l^sinlqpgsip^-qps ar a sin |g s sin ^y t a? s sin j-y, sin ^-y s l *^ 
7 I 8in^9 1 ^ sin-J-qpj ' sin-^9 s J 

und man erhalt die tibrigen durch Veranderung des Yorzeichens 
bei x l und gleichzeitigen tlbergang vom Sinus zum Kosinus bei 
g) 2 und 9? 3 , usw. 

6) Die Bedingung, unter der drei Kegelschnitte /W=:0, 
^=0, ^( 3 )= mit demselben vierten Kegelschnitt eine doppelte 
Beruhrung haben, wird gebildet, indem man ^ JA, v zwischen den 
drei Gleichungen eliminiert, die ausdrucken, daB 



in Geradenpaare zerfallen, d. h. zwischen 

-AWiL 8 - 3H( 12 >AV + 30( 12 )Z^- J?( 3 )^ 8 - 
und d.en gleichgebildeten ubrigen. Die Bezeichnungsweise A^ l \ 
bedarf wohl keiner ErlSuterung. 

362. Transformation an Normal- Gleichungen. Von 
grundlegender Bedeutung ist die Anwendung der Invarianten- 
theorie auf die Bestimmung des gemeinsamen Polardreiecks 
zweier Kegelschnitte. Denn weil die Beziehung dieses Drei- 
ecks zn den Kurven kovariant ist, mu/i die Koordinatenfrans- 
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formation x e *= ct ik x k ', die zwei Kegelschnitte auf ihr gemein- 
sames PolardreiecJc bezieht oder zwei quadratische Formen gleichr 
zeitig auf die Normalform reduzi&rt, mit Hilfe der Invarianten 
des Paares ausfuhrbar sein. m ) 

Wir setzen die Grleichungen der Kegelschnitte f(x,x) = Q, 
g(x,x) = Q in den allgemeinen Formen voraus und denken 
sie durcn die linearen Substitutionen in die jener Beziehung 
entsprechende Form 

ubergefiihrt, wobei wir gewisse Konstanten implizite in den 
x? voraussetzen. Die Aufgabe der Ermittelung der Werte der 
Substitutionskoeffizienten a ik und der A ist vollig bestimmt, 
denn den zwolf TJnbekannten entspreeben naen den. Identitaten 
der transformierten und der ursprimglichen Formen zwolf 
Bedingungsgleicnungen. 

Die Untersuchung der Diskriminante <7(A) und der Tan- 
gentialform F(u, w) des Systems f(x, x) Ag(x, x) = fiihrt 
zur Bestimmung samtlicner Unbekannten; jene ist 



(85) 



die Diskriminante des transformierten Systems ist notwendig 

A X -A 

/Qg\ A 2 4 pf I \ Q 1 1 Q .___ f 5 1 \ /I ^\ /"jl \ 

! A 8 -Ai 
wobei A die Determinante der Substitutionen bedeutet. 

Also liefert die kubiscte Gleichung C(A) = 0, wie auch 
aus dem SchluB von Nr. 343 hervorgeht ; die Werte von A, 
die die Koeffizienten in der transformierten Form sind. 
Die TangentiaJform (Nr. 353) 

F(u, u) 2JiH(u, w) + H*G-(u, u} 



(87) 

3 o 

Salmon-Fiedler, anal. Oeom. d. Kegelschn. n. 7. Anfl. 17 
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geht durch die transformierte Substitution in die Tangential- 
form des transformierten Systems uber: 

: A! - A < 

: A 2 A < 

(88) A9(A)--! Q Q ^_ A ^ 

/ w' Wa' 



Denken wir dann die Werte A,, A 2 , A s? die sich mit Hilfe 
von C(fy ergeben haben, in die Gleichung (88) nach- 
einander substituiert, so erhalten wir das System 



(89) 



Nun zeigt die Vergleichung der beiden Ausdrticke (85) und (86) 
von C(A), daB der Koeffizient von >l s in dem einen B, im andern 
- 1 : A 2 ist; somit ist J?A S = 1, d. h. die Bestimmung von 
A 2 gegeben. Alsdann bestimmen die drei Gleichungen (89) 
die Werte der w/. 

Die Substitutionen x t = a it x k ' 9 u! = cc ki u k machen die 
vorigen Gleichungen zu 

(90) pft) - Bft- Ai) ft- AO { ^1^+ c^ 21 u, + cc,,u 3 } 2 ; usw. 
Denkt man qpft) durch B und das Produkt der Differenzen 
der >L f dividiert und den Quotienten nach Potenzen der u f ge- 
ordnet, so liefert die Vergleichung der Koeffizienten ent- 
sprechender Potenzen von u auf beiden Seiten die zur Be- 
stimmung der cc sk hinreichende Anzahl von Gleichungen. Das 
Produkt der Differenzen der A, mit dem (90) zu dividieren war, 
ist aber wegen 



derselbe Ausdruck, den man erhalt, wenn man A a (7(>l) erst 
nach A differenziert und dann fur A den Wert A t einsetzt ? 
also A s O'ft) oder O'ft) : B, usw. bildet, es ist C'ft) : B 
ft ^i)(^3 Aj). Die vorigen Bestimmungsgleichungen 
fur die a werden demnach: 
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.-rH (a M ' + 

oder in vollstandig entwickelter Gestalt in den Tangential- 
formen ausgedriickt: 

Die Substitutionskoeffizienten selbst erhalt man endlich aus 
den Beziehungen F(u / 9 u / )^ J f^F(u f u) f H(u',u') = A 2 .#(*,), 
G(u',u) A 2 (?(w,w); sie liefern die u? als Funktionen der 
u if also etwa w/e= ^ (M t , w 2 , e* s ) und somit 



Durcli die einander folgenden Substitutionen 

MJ 1,^=0,^80; ! 0,11, 1,30; ^0^0,^ 

ergeben sich die Werte 

n- *-(!, 0, 0); <- **(0, 1, 0); m,- *,(0, 0, 1), 
nnd dalier mit EUcksicltt auf 92: 



(93) 



ff (i. o, o) 



1/1^(0, i, Q) - 2X,.g(Q, i, Q) + V 
r O'cw 



0, 1, 0) 



, 0. 1) - 



; 0, 1) + V g(0. 0, 1) 



Die Bestimmung des Polardreiecks wird vereinfacht, wenn 
eine seiner Ecken ? also auch die Lage der Gegenseite, yon 
vornberein scbon bekannt ist. Die beiden anderen Seiten des 
Dreiecks sind zu ermitteln als das einzige Paar Jconjiigierfer 
Polaren, das die leiden KegdsehniUe an jenem Pol gemeinsam 
Jiaben. 

Ein Hauptbeispiel fur dieses Problem bieten konzentrische 
Kegelschnitte, deren gemeinsames Paar konjngierter Dureh- 
messer gesucht wird. Ist dann insbesondere einer der Kegel- 



*) Diese Entwickelungen lassen sich ohne Verandenrng auf qua- 
diatische Formen von n Veranderliclien ansdehnen. 

17* 
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schnitte ein Kreis, so ist das geforderte Durchmesserpaar 

reehtwinklig, d. h. man kommt auf die Aclisenbestimmung der 

Kegelschnitte mit einem im Endlichen gelegenen Mittelpunkte 1 **) 

zuriick und erkennt a n + a 22? a n a^ a 12 s als Kegelschnitts- 

Invarianten der BezieJiung auf rechtwinJdige Systeme mit dem 

MittelpunU als Koordinatenanfang (Teil 1, NT. 140 142 und 

152 154). Die Ausfiihmng dieses Gedankens in B. 5) zeigt 

die bloB binare Gestaltung der Theorie des Textes. 

B. l) Normalformen der Gleichungen 

f== 9^* 3# 2 2 4# 3 2 8a; 2 aJ 3 ~ lOo^ 6^0^ 0, 

g =s 5% 2 + 3^ 2 2 + 2oc<* + 4^ 2 ^ 3 - 2*^ + 2a^ 0. 

Man erhSlt fur die Koeffizienten A n , A& , . . . der Tangential- 
gleichungen der Kegelschnitte die Werte 



J? u - 2, J5S2- 9, J? 53 = 14; 3 23 = - 11, J3 tl - 5, J5 12 = - 4; 
for die'Invarianten ^1== 45, JB-=1, 3H= 49, 30 A = 3; 
also fur die kubische Gleichung: 

0(1) = A 3 3^ 2 +49A 45 =-0 

nnd fur ihre Wurzeln A x 5, A 2 = 1, A 8 = 9; daher lauten die 
reduzierten Gleichungen: 

6xS*+ x^- 9V 1 - 0, a/* + V* 4- < 2 ^ 0. 
Es eriibrigt die Bestimmung der Substitutionskoeffizienten. 
Man erhalt 0'(^) 56, O'(^) 40, <7'(;i 3 ) 140; 
56^ 1 2 +224w 2 2 +224w 8 2 --448w2W 3 + 224^ 3 w 1 224 1 1 , 
= 40 V 



also sbd jene negativen Quotienten von 9>(A ) und <7'( 



so daB die Bestimmungsgleichungen der Koeffizienten werden 

2; 

0; 



nnd diese selbst a n = 1, a 12 - 0, a ls 1; 
2, or 22 -: 1, a 2s = 2; a sl 2, 82 
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Die Determinate A der Substitution ist dann == 1 ; statt a 22 =* 1 , 
32 * 1 konnte aucb a 22 * 1 , c 8S = 1 genommen werden, 
dann ware A = 1 , in beiden Fallen in Ubereinstimmnng mit 
A 3 = 1, da B 1. Ygl. auch Nr. 364, 3. 

2) Man kann die Transformation auch in allgemeinster Form 
an die Kovariante ankntipfen, die man als zugeordnete Form 
2^(0;, x] von 2H(u, u) erhalt, wahrend die zugeordneten Formen 
von F(u, u) und G(u, u} wieder f(x, x) nnd g(x, x) sind. In der 
transformierten Form ist 



+ (J, + ij)^'' 
und die entspreeliende zugeliSrige Form 



Man hat also wegen A*7( 1 (a;, a:) = A 1 (', *') die Gleichungen 



also durcb Auflosung derselben 



Nach den Entwickelungen des Textes ist 

A*.B 1, A 2 + A 3 3 A 2 ^, usw., 
daber (^ Ay) (^ 

/- 

Durcb eine abnlicbe ScbluBweise wie auf S. 259 erbalt man 
die Koeffizienten, die in den zti x t = Ha ilt x^ inversen Substitutionen 
auftreten, mit ffilfe der Formeln 



A ^ [ 



. 1,0)) 



wo vor den Quadratwurzeln entweder jedesmal das Plus- oder jedes- 
mal da^ Minuszeichen zu setzen ist. 108 ) 
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3) Bedingwng der doppelten Bertihrung von zwti Kegelschnitte 
Im Falle der Beriihrung der beiden Kegelschnitte hat die Gleichur 
C(*) = eine Doppelwurzel (vgl. Nr. 345 und 252), sie heifie A 
and der fiir sie gebildete Ausdruck <pQ^) : 0\^ in (91) wird nr 
unendlich groB, d. h. es giht kein Dreieck der gemeinsamen ha 
monischen Pole. Fiir eine doppelte Beruhrung wird das Polardreie( 
unbestimmt, weil <p (A) fiir die Doppelwurzel den Wert Null habe 
muB. Dies heiBt geometrisch: die Sehne der Beruhrung und i] 
Pol sind Seite und Gegenecke fiir alle Dreiecke jener Art, und d 
beiden andern Ecken liegen in der Sehne als irgend ein Paar vc 
konjugierten Punkten; und es heiBt analytisch, daB auBer der Dete 
minante C(A) auch deren samtliche Unterdeterminanten verschwi 
'den (vgl. Nr. 252, S. 78). Also ist fiir I ^ nicht nur 



sondern auch (a 22 - 

- ^n) - (OBI ~ *&3i) 2 i 



also (^ - ift u ) : (a 12 - *& lf ) : (a l3 - A 18 ) 

(a 21 1& M ) : (a 22 - A6 22 ) : (a 23 ~ ^& 23 ) . 

Die Elena ente der Determinante verbal ten sich somit wie die Quadra 
und Produkte dreier GrSBen a t , a 2 , a 3 , oder man hat 

a n ~ *&u = waj 2 , a 22 A5 22 = ma 2 2 , a 38 ^& 33 ma s 2 , 
12 A& 12 ma t a 2 , a 23 A& 23 ma 2 a 8 , a 31 1& 31 = ma s a 
Die Einfuhrung dieser Werte in die Gleichung f liefert ab 



und fuhrt auf die Gleichungsform von Nr. 258 zurflck. 

Der Beruhrung zweiter Ordnung (Oskulation) entsprechen dr 
gleiche Wurzeln von 0(1) =- und damit die Bedingungen vc 
Nr. 345, S. 207. 

Beriihrung dritter Ordnung verlangt die Beruhrung der Sehi 
der doppelten Berfihrung mit den Kegelschnitten, also das Ve 
schwinden der Tangentialform jedes der Kegelschnitte, wenn rm 
in ihr die Linienkoordinaten u, gleich a, setzt, i = 1 , 2 , 3 . (Nr. 356 
und Nr. 252, S. 9.) 

4) Man soil die Gleichungen der gemeinsamen Punkte fi 
die durch die allgemeinen Gleichungen bestimmten Kegelschnit 
f(a?, x) = 0, g($, a?) =* in endgiiltiger Form angeben. 103 ) 

Wir ermitteln die lineare Funktion der Wurzeln , o?, i 
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mit Hilfe der Identitat 

(Gleichung (31) in Nr. 352). Aus den transformierten Formen 



folgt nun fur die Koordinaten der Schnittpunkte 

<: <: afc'-T/V^ ' V^ 17 ^ ' VV 3 ^, 
mit Eucksicht auf (92) ergibt sich daher fur die Schnittpunkte von 
/*(#, a?) =- und #(#, a?) 0: 



Entsprechend den verscHedenen Kombinationen der Plus- und 
Minuszeichen vor den Quadratwurzeln erhalt man fur die vier 
Schnittpunkte vier Gleichungen; in ihnen kann noch C'(l.^ durch 
(l. tytyi l*k)B ersetzt werden. Die Punktion u x liefert die 
Werte von x l : # 2 : X B durch die einander folgenden Substitution en 
Wl =- I,u 2 =0, w s =0; ! 0, w 2 = 1, W 3 = 0; tt x 0, w 2 0, 
^ s = l unter den Wurzelzeichen. 

5) Transformation zweier auf den Mittelpunkt als Koordinaten- 
anfang begogener Gleichungen (Teil 1, Nr. 154) 

+ 2a 12 %a; 2 -f- ^a?, 8 1, & U V+ 2Z> 12 a? 1 a; 2 + & S9 V B x 
gememscliaftliche 1'aar Jtonjugierter Durchmesser, d. h. in 



wo x, # 2 scMef- odcr rechtwiriklige ParallelJcoordinaten bedeuten. 
(An wen dung der im Text entwickelten Theorie bei nur zwei Yer- 
tnderlichen.) 

Bei dieser Transformation hat man die Wurzeln Ij, A 3 der 
Gleichung 



_ lfe _ j 6 
n la 12 12 



oder 



2 - a 12 2 ) - 
zu bestimmen. Man hat ferner 



wofrir ~^(JT 2XJ&) gesetzt werden soil. Sind dann die zu be- 
nutzenden Substitutionen x**= a 11 # 1 '+ cf^or/, a? 2 = a 21 a? 1 / 
also die transponierten % 1I t* JL + 21 ^ 2 ? V a i2 w i + 
so bilden wir 
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dq-t ~"~~~ A. vq* "^29 """"' 29 2 

% % o 

und erhalten die nach % identischen Gleichungen 

Sie liefern unter Einfiihrung der Wurzeln ^ , ^ fur die Substitutions- 
koeffizienten die Werte 

- _afL= 



si "" JET 

und zur Bestimmung der Vorzeichen 



= ., _ 

1121 -- ^-21,' ^22 -- JT^ 



Der Yoraussetzung C'() === entspricht ein Ausnahmefall; 
C(X) = hat dann gleiche Wnrzeln, d. h. es ist 



Da die Koordinaten der Schnittpunkte beider Knrven, im allge- 
meinen Falle, in den Koeffizienten der Transformation durch 



i-: 

gegeben sind, so fallen fiir ^ = A 2 die Schnittpunkte in unendliche 
Entfernung; die J)eidm Ewrven sind IconzentriscJie Hyperbelw, die 
eine Asymptote gemeinsam hdben. ' 

Werden C'(fy = und q>(fy gleichzeitig erffillt oder 
yerschwinden die Unterdeterminanten von C(l\ so ist 



d. h. dJie Kegelschnitte sind ahnlich (Nr. 224). 

Fur den Fall, daB & u ^ 1 2 + = 1 ein Kreis ist, d. i. fur die 
Bestimmung der Adhsen des Eegelschnittes 



hat man bei rechtwinkligen Parallelkoordinaten 

d. h. 

eine Gleichung, die stets reelle Wurzeln hat, weil ihre Diskriminante 
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(a u a 22 ) 2 + 4a 12 2 positiv 1st; ferner wird 



! t/ 2 ()! 



also 



wo im Nenner auch ^ A 2 oder A 2 A x gesetzt werden kann, je 
nachdem i 1 oder ^ == 2 1st. 

Den Annahmen a lt = a 22 , a 12 = entspricht die Unbestimmt- 
heit des Problems; dann sind beide Kwrven Kreise. 

6) Die Schnittpunkte von zwei konzentrischen Kegelschnitten 
liegen in zwei Durchmessern, die mit dem Paar der gemeinsamen 
konjugierten Durchmesser ein hannonisches Buschel bilden, und 
die gemeinschaffclichen Tangenten bilden eine Parallelograms, dessen 
Ecken auf diesen Durchmessern liegeu. 

Fur die gemeinsamen Elemente im Falle der allgemeinen Lage 
gilt der Satz: Jedes der Dreiseite aus gemeinsamen Tangenten ist 
in perspektiver Lage zu jedem Dreieck aus gemeinsamen Punkten. 

Auf welcher Geraden liegen die Schnittpunkte entsprechender 
Seiten der beiden Dreiecke (Achse der Perspektivitat) und in wel- 
chem Punkte scbueiden sicn die Verbindungslinien entsprechender 
Ecken (Mittelpunkt der Perspektivitat)? 

363. Jacobische Determinante. Die Invariantentheorie 
der Kegelsclmittpaare findet ihren AbsehluB nicht ohne die 
Beriicksichtigung des Systems von drei gleichzeitigen quadra- 
tischen Formen. Die eigentliche Untersuctmng derselben greift 
iiberall in die Theorie der ternaren kubischen Formen hin- 
tiber, die wir hier ausschlieBen miissen. Wir werden uns 
destalb wesentlich auf die an das Friihere ansctlieBenden 
Entwickelungen beschranken, die ohne Kenntnis der Lekre 
yon den Kurven dritter Ordnuug bez. Klasse erledigt werden 
konnen. 

Ftir drei ternare quadratische Formen f (%,%), $(%,%) , 
Ji(x, x) kann eine Kovariante auf demselben Wege gebildet 
werden, wie in NT. 335 fiir zwei bin'are Formen. Es ist dies 
die Jacobische Determinate der partiellen ersten AUeitungen 
der drei Formen (FunMonaldeterminante), also 
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(94) 



Ihre Invarianteneigenschaft erhellt daraus, daB bei der Trai 
formation die Ableitungen f(x^ 9 #'(#;), h'(%i) &* ^rai 
ponierten Substitutionen von denen der Veranderlichen x i < 
leiden (Nr. 342). 

Da die Ableitungen die Veranderlichen linear enthaltt 
stellt J = eine kovariante Kurve dritter Ordnung ; die J 
cobiscke oder Hessesche Kurve der drei Kegelschnitte, dar. 1 
Diese ist der Ort der Punkte, deren Polaren in lezug auf di 
gegebene Kegelsclmitte f, g, h sick in einem Punltte schneide 
sie ist mgleieh der Ort der SchniUpunkte dieser Polaren. De: 
J = entsteht durch die Elimination der laufenden Koorc 
naten |, aus den Gleichungen der Polaren 

/'(*t)6i+rOr*)ti + f (*)!,- 0, usw. 
Dnrch denselben Punkt geht dann aber auck die Polare v< 
x i in bezug auf irgend einen Kegelschnitt 

(95) VO, ) + ^9(x> ) + Wz, *) - (Nr. 27: 

Also hat J = genau dieselbe geometrische Bedeutung f 
irgend drei Kegelschnitte des durch f, g, h bestimmten Keg< 
schnittnetzes. In der Tat, bilden wir fiir die Kegelschnil 
von den Parametern A t , ^ 27 ^ 3 ; i', ^ y ^ s '; 1^", 2 2 ", ^ 8 " c 
Determinante der Ableitungen 9 so ist diese gleich dem Pr 
dukt aus J und der Determinante der neun Parameter. D 
Jacobische Determinante ist daher eine Kombinante d 
Netzes (95) (vgL Nr. 359). 

Fassen wir die drei Kegelschnitte als Hullkurven ihr 
Tangenten auf ; so bestimmen sie ein Kegelschnittgewebe 

ft9(u, w) + ^ 2 %(w, u) + Ps*(t*, w) - (Nr. 271 
Die Jacobische Determinante dreier Kurven dieses Syster 
bestimmt durch ihr Verschwinden eine Kurve dritter Klas 



(96) 



p'K) aTW *'() 



o, 
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die Jacobische Kurve der drei Hullkurven oder des Gewebes. 
Sie ist dual zu der Hiillhirve der Gtraden, deren Pole in lezug 
auf die Kegelschnitte des Gewebes in einer Geraden liegen. 

364. Kubische Kovariante des Kegelschnittpaares. Die 
Einfuhrung der Jacobischen Determinante ist schon in der 
Theorie von zwei Kegelsclinitten erforderlich. Denn ein Kegel- 
sehnittpaar f(x, x), g(x,x) bestimmt mit seiner quadratischen 
Kovariante 2k(x, x) ein Kegelschnittnetz, wenn auch beson- 
derer Art; dieses hat eine kubische Kovariante, die eine neue 
simultane Kovariante von f, g ist. Die drei Kegelscbnitte 
/, g } & haben aber, wie (41) und (42) zeigt, ein gemeinsames 
Polardreieck ; das schon als kovariant zu charakterisieren war 
(Nr. 362). 

Die Jacobische Kurve eines Netzes mit gemeinsamem Polar- 
drtieck lesteht aus den drei Seiten desselben. Denn sind f ; g f ~k 
Summen von je drei Quadraten, so sind ihre partiellen Ab- 
leitungen f(%?), 9'(%i)> ^( x i) proportional zu sc i9 also deren 
Determinante proportional zu x 1 x 2 -x B} namlich 
(97) J c^a; a a? 8 , 

wo c ein nur von den Koeffizienten der Formen f, g, h ab- 
hangiger Faktor ist. Demnach bestimmt man analytisch das 
2iu zwei Kegelschnitten /*= 0, g = gemeinsame Polardreieck 
auch als die Jacobische Kurve J = des besonderen Netzes, 
das die Kovariante 2& mit den Kegelschnitten bildet. 

Wenn sich insbesondere die beiden Kegelschnitte doppelt 
beriihren, so verschwindet die Jacobische Kovariante von /", g, 2k 
identisch (Nr. 356), wie auch fur drei Kegelschnitte f } g, Ji 
eines und desselben Buschels. 

Nun konnen wir aber die Gleichungen der Dreiecksseiten 

direkt berechnen. Denn nach Nr. 344 und 362 konnen wir 

mit a 1; a 2; a s als den Wurzeln von A 3HA + 30A 2 -BA 8 -0 

die gegebenen Kurvengleichungen auf die Formen bringen: 

f(x, x) - a A < 2 + a 2 < 2 + a 3 < 2 - 0, 

g(x 9 x) - x^ + x^ + x^ = 0, wo nun 

2*(0, x) :B^a 1 (as + a s ) < 2 + a s (a s + a^ 

Femer ist 

. J (04 - oj (a $ - aj (a t - a 2 ) x^x^x^. 
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Aus den drei ersten Grleidmcgen konnen sofort #/ 2 ; # 2 ' 2 3 # 3 ' 2 
als Punktionen von /, g, 2k berechnet werden, namlich. 
(a, - a,) 0*- aX 2 - 2*(a, a?) : B - a/0, a?) - a/w^, a?) . 
Das Produkt dieser drei GleicKheiten ergibt links das Quadrat 
der Jacobischen Determinante, rechts eine Funktion der drei 
Symbole /*, g, Jc, deren Koeffizienten in den 1; # 2? a 3 sym- 
metrisch, also durch die Invarianten A 9 H, 0, B (Nr. 344) 
rational darstellbar sind. Man erhalt so eine zwischen dm 
Kovarimten bestehende Identitdt. 



- 3H 2 )/*+ 3^1(2JBH - 
Aus den Kontravarianten 

F - fljO^V + O^ V + ^1^2% 2 ; ^ = Wj 2 + % 2 + V, 



geht der zur Determinante der Ableitungen proportionate 

Ausdruck hervor 

(99) I fo a 2 ) (a 2 a 3 ) (a 3 aj ^ w 2 u 3 . 

Die Jacobische Kurve eines Geweles mit gemeinsamem Polar- 

dreiecJc besteht ddher aus den drei Ecken des Dreiecks. Zwischen 

diesen vier Kontravarianten besteht eine zur vorigen analoge 

Identitai 

B. l) Drei Kreise haben einen Jacobischen Kegelschnitt, der 
selbst eiE Kreis und zwar der Orthogonalkreis der drei Kreise ist 
(Nr. 122). Die Gleicfomg des Orthogonalkreises gibt den Satz: 
FUr jed&n Purikt des Orihogonalkreises ist die algebraische Summe 
der Produkte Null, die die Quadrate der L&ngen der von ihm aus- 
gelienden Tangenten der drei Kreise mit den Flachen der Dreiecke 
ftestimmen, die den Purikt 0ur Spitze und die Zentrattwie der beidcn 
anderen Kreise bee. zur G-egenseite habcn. 

2) Die im Text gegebene Methode, die x i zu berechnen, kanpi 
von neuem zur Transformation zweier Kegelscbnitte auf ihr ge- 
meinsames Polardreieck dienen (Nr. 362). So findet man die gleich- 
zeitigen ISTormalformen der Gleichungen. Mit Benutzung der Ko- 
variante m in Nr. 359, Gl. (70) erhalt man die einfache Identitat 



(VgL fiir die Bezeichnung Nr. 358.) 



Netz mit gemeinsamem Polardreieck. 9Q9 

3) Transformation auf die Normalformen fur 

f = 5# 2 -~ Uxy + 82/ 2 Sx 2 0, 



Man beginnt zweckmafiig mit der Berechnung der Koeffizienten 
der Tangentialgleichungen A n , A^ usw.; sie sind 16, 19, 
9; 21, 24, 14 fur die erste und 4, 1, 18; 3, 3, 2 
fur die zweite Gleichung. Dann ergeben sicli fur die Invarianten 
die Werte A = 54, 3H = 99, 30 54, B =* 9, und 
die Wurzeln der kubischen Gleichung C(>1) = liefern ^ 1 , 
a% = 2, a s = 3. Man berechnet sodann 

2& ~ 9(23a; 2 50z*/ + 44y 8 18a? + I2y 4) 
und schreibt endlich 



diese Gleichungen aber liefern durch die Yerbindungen 



bez. die Substitutionen 



365. Das vollstandige Invariantensystem des Kegel- 
schnittpaares besteht nun aus den vier Inyarianten A, B, H, 
(Nr. 344), den vier Kovarianten f, g, "k, J (Nr. 354 und 363) 
und den vier Kontravarianten F, G, H, I (Nr. 353 und 363) 
in dem Sinne, daB sicb jede Invariante, Kovariante und Kon- 
travariante des Paares als eine ganze Funktion dieser zwolf 
Formen mit numerischen Koeffizienten ausdrticken laBt. 

Zu ihnen treten acht gemischte oder Zwischenformen 
(JSTr. 352), die beide Reihen der Koordinaten enthalten und 
als Kovarianten des Systems der beiden Kegelschnitte f, g 
und der Geraden u x = angesehen werden konnen. So ist 
die Jacobische Determinante dieses Systems 



(100) tf- 



f, f, 



i ^ 9 s 

die linke Seite der Gleichung fur den Ort der Punkte, deren 
Polaren in beiden Kegelschnitten sich auf der Geraden scnneiden. 
Fur die Formen 
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(101) f= %*, + a M %* + OHX,', g 
ist 



Die Gleichung N gestattet aber noch eine andere Deu- 
tung. Um sie zu gewinnen, beweisen wir zunachst, da/3 sick die 
in lezug aufdie Kegelschnitte eines Btischels f(x, x) kg(x, x) 
genommenen Polaren eines leliebig aber fest gewahlten Punktes y 
in einem zweiten festen Punkte schneiden. Die Polare von y 
in bezug auf irgend einen Buschelkegelschnitt hat namlicli die 
Gleichung fa + f 3 y s + f B y B - 1(9^ + g& + fty,) - 0, die 
bei festen Werten y i nnd fiir beliebige Werte des Para- 
meters A Geraden darstellt, die sich in einem und demselben 
Punkte schneiden. Man erkennt, daB anch umgekehrt die in 
bezug auf alle Buschelkegelschnitte genommenen Polaren 
dieses Punktes x durch den Punkt y gehen; x und y nennt 
man Jconjugiert in bezug auf die Kurven des Buschels. 
Man kann nun nach dem geometrischen Ort fragen, den die 
zu y konjugierten Punkte x beschreiben, falls y eine Gerade u 
durchlauft. Nach dem eben bewiesenen Satze kann man bei 
Beantwortung dieser Frage von zwei beliebigen Kurven des 
Buschels, etwa von f und g, ausgehen; es mussen dann die 
drei Gleichungen u^ + u^ + w 3 2/ 3 = 0, f^ + j/ 2 + jT 3 y 8 0, 
#i2/i + ^22/2 + #32/3 = nebeneinander bestehen, aus denen 
durch Elimination von j/ 1? 2/ 2 ;J/3 ^ e Gleichung ^=0 her- 
vorgeht. Man hat also den Satz: Die in bezug auf alle Kegd- 
schnitte eines Btischels genommenen Pole einer gegebenen Geraden 
u liegen auf dem Kegelsclmitt JV= 0; er ist zugleich Ort aller 
Punkte, die den Punkten der Geraden im Sinne des vorhin 'be- 
wiesenen Satzes Jconjugiert sind. Fiir u- als Koordinaten der 
unendlich fernen Geraden wird N mm geometrischen Ort der 
Mittelpunkte aller Kurven des Biischels. 

Allgemein moge N als Polkegelschnitt der Geraden u be- 
zeichnet werden; man nennt ihn auch den Neun- oder Elf- 
Punlde-Kegdschnitt der Geraden u in bezug auf das Buschel, 
da man leicht neun oder eigentlich elf seiner Punkte angeben 
kann. Drei derselben sind die Doppelpunkte der drei im Bii- 
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schel enthaltenen Geradenpaare, also die Ecken des dem Vier- 
cck der Grundpunkte zugeliorigen Diagonaldreiecks, des ge- 
meinsamen Poldreiecks aller Buschelbirven. Die Koordinaten 
eines solchen Doppelpunktes erffillen namlich die Gleichungen 
/i Xg^ 0, (i = 1, 2, 3), wo A' eine Wurzel der kubischen 
Gleichung C(fy bedeutet; bei Einfuhnmg dieser Koordi- 
naten in N werden daher die f t den g i proportional und N 
verschwindet. Seeks weitere Punkte von N sind die vierten 
harmonischen Punkte zu dem jeweiligen Schnittpunkt der 
Geraden u mit einer der sechs Geraden des Buscliels und zu 
den zwei auf der betreffenden Geraden liegenden Grundpunkten 
des Buscliels. Zum Beweis dieser Tatsache seien A, B, C, D 
die vier Grundpunkte des Busdhels und E sei der Schnitt- 
punkt der Geraden u mit der Geraden AD. Die Polare von 
E in bezug auf das durcli A und D gehende Geradenpaar 
AB, DC, das sicli in L schneiden moge, ist alsdann die 
Verbindungslinie von L mit dem vierten harmonischen Punkte 
E' zu E und zu dem Punktepaare A, D (Teil 1, S. 282). 
Durcli E' geht aber auch die Polare von E in bezug auf das 
Geradenpaar AC, DB. Daher ist E' der ScLnittpunkt aller 
Polaren des der Geraden u angehorigen Punktes E in bezug 
auf alle Kegelschnitte des Biischels und somit nach dem tiber 
N ausgesprochenen Satze ein Punkt des Kegelschnittes N. 
Entsprechendes gilt von den zu E' analogen, auf AB, AC, 
BC, BD oder CD gelegenen Punkten. Auf der Kurve N 
liegen auch die Doppelpunkte der Involution, die nach Nr. 289 
auf der Geraden u durch. ihre Schnitte mit den Kurven des 
Buscliels gebildet wird. Diese Doppelpunkte sind die Berdh- 
rungspunkte derjenigen zwei Biischelkurven, die die Gerade u 
zur Tangente habenj sie sind die Pole von u in bezug auf 
diese zwei beriikrenden Kurven. 105 ) 

Dual entsprechen den vorstehend erwahnten Satzen iiber 
den Polkegelschnitt ^7" die folgenden zwei Satze: 

Die Pole einer beliebig dber fest gewahllen Geraden v in 
TMBug auf die Kegelschnitte der durch F(u, ^) A G(u, w) = 
lestimmten Schar liegen auf einer zweiten Geraden w, und 
umgekehrt liegen die Pole von w auf der Geraden v. Beide 
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heifien konjugiert in bessug auf die Kurven der Schar. Der 
Kegdschnitt 

F, F, F B 



(103) N = ! 

(t-1,2,3), 

wird von denjenigen Geraden eingehullt, die zu den durch den 
gegebenen Purikt x gehenden Geraden im Sinne des eben OMS- 
ge&prochenen Satees Jconjugiert sind. Ebenso hat die Kurve 
N = die in bezug auf die KegelschniUe der Schar genomme- 
nen Polcwen des Punktes x 0u Tangenten (PolarJcegelschnitt 
von x). ) 

Fur die Formen (101) wird 

j -NS3, 

(104) 

Der Q-eraden u entsprechen ferner $wd begleitende oder 
assoziierte Geraden B = und .Z? 2 =* 0, von denen die erste 
die in bezug auf g genommene Polare des in bezug auf f 
genommenen Poles von u ist; J5 2 = ist die in bezug auf f ge- 
nommene Polare des in bezug auf g genommenen Poles von u. 
Bei konstanten x i und veranderlichen u. ist S = der in bezug 
auf f genommene Pol der in bezug auf g genommenen Polare 
des Punktes #; entsprechendes gilt von J5 2 =0. Man kann 
auch sagen: die Gerade 2^ = hat in bezug auf g clenselben 
Pol wie u x = in bezug auf f. 

Man erhalt J? 1? indem man die Determinante A von 
f(x,x) auf der einen Seite mit # 1? g%, g 8 , auf der anstoBen- 
den Seite mit u ly % 2 , U B randert und als letztes Element 
hinzufugt; entsprechendes gilt von JB 2 . 

Fiir die Formen (101) ist 

(105) (^ 

Aufier den Zwischenformen N 9 N, S l} B 2 gibt es noch 
vier andere, die mit C 1; 2 , F 9 T 2 bezeichnet werden sollen.. 
Die Formen C : und C^ sind die Jacobischen oder Funktional-- 
determinanten von B 1; f und u x bez. von J5 27 g und u 9 . 



2 & 83 (a 22 & 3S a 83 & 2 



Yollstandiges Formensystem zweier Kegelschnitte. 273 

Daher ist G die Bedingung, daB die in bezug auf f*= 
genommene Polare eines Punktes x durch den Schnittpunkt 
der Geraden B! = und ^=0 gelie; entspreehendes gilt 
yon O a = 0. Fur die Formen (101) wird 



(106) 



Den Formen G und <7 a entsprechen dual JTi und T 2 ; sie 
hangen mit F und 6r ebenso zusammen wie C l und C 2 mit 
/ und g, nur sind naturlich DijBferentiationen nacli x i durct 
solche nach w f zu ersetzen. Fiir die Formen (101) wird 



(107) 



Die yier Invarianten -4 ; J5 ; H 7 ? die vier Kovarianten 
/*, gf, & ; J" ; die vier Kontravarianten F, G, H, I und die acht 
Zwischenformen N, N ; JB 1? JB 2; C 1? (7 2 , JT 1; JT 2 stellen im Sinne 
der Invariantentheorie das vollstandige Formensystem zwder 
ternarwi quadratischen Formen lOT ) dar. 

B. Der Neunpunkte-Kegelschnitt der Geraden a x = in be- 
zug auf das durch die Geradenpaare x^ o; 2 2 = 0, x^ x$*= 
bestimmte Kegelschnittbuscliel x^ a? 2 2 A^ 2 x/) = ist 

N= a^fy + a^x^ + a z x^ 0, 

also ein dem Fundamentaldreieck umgesckriebeiver Kegelschnitt. 105 ) 
Er ist aucli der Ort der Punkte, deren Polaren in bezug auf die 
Kegelscknitte des Buschels mit der Geraden a a - zusammenfallen. 
Die beiden Geradenpaare bilden ein Yiereck, dessen Diagonaldreieck 
das Koordinatendreieck ist. Durch die Doppelpunkte der Involution, 
die auf der Geraden a t durch die Kurven des Biischels erzeugt wird, 
gehen je vier Kegelschnitte, die einem der vier durch flie Ecken 
des Vierecks bestimmten Dreiecke eingeschrieben sind, und diese 
Kurven bertihren samtlich den Keunpunkte - Kegelschnitt N. Ist 
nSmlich &,,.== die zweite Schnittsehne, die einer solchen Kurve 

Salmon-Fiedler, anal. Goom. d. Kegelachn. IL 7. Aufl. 1 8 
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neben a x = mit dem Kegelschnitt N gemeinsam 1st, so hat die 
Kurve die Gleichung 



und die Bedingung, dafi l x == den Kegelschnitt N beruhrt, ist 

(o 1 & 1 )*+( S ^ + ( S & 8 )* = 0. 
Andrerseits hat ein dem Dreiseit 

% + % > *s + %i > ^i + % *" 
eingeschriebener Kegelschnitt eine Gleichung von der Form 



0, 

die bei Erfullung der Bedingungen % & t (m ^) 2 , a 2 6 2 = (w Z) 2 , 
^jg^ ^ mf mid dreier weiterer Bedingungen mit der vorigen 
Gleichung identisch ist. Offenbar ist alsdann in der Tat 

(aA)* + (Ma)* + (Ms)* == 0. 

Entsprechendes gilt fur die anderen Dreiecke, so daft der Newn- 
pwrikte-Kegelschnitt alle die sechzehn Kegelschnitte leruhrt, die den 
vier Dreiecken des Vierecks eingeschrieben sind. 

Ist die Gerade a f unendlich fern und sind die Gegenseitenpaare 
des Vierecks rechtwinklig, so sind die Doppelpunkte der Involution 
in der Geraden die imagin&ren Kreispunkte; alle Kegelscbnitte der ' 
vorigen Beti-achtung sind Kreise, die im Haupttext erwahnten har- 
monischen Punkte werden zu den Seitenmitten, und man hat das 
System des Feu&rliaclistilien Kreises. 

366. Die Jacobische oder Hessesche Rurve eines Kegel- 
schnittnetzes. Ein Kegelschnittnetz ist durch die Gleichung 
(108) xf(x, x) +-lg(x, x) + y,h(x, x) 

gegeben, wobei durch f(x, x) = 0, g(x, x) ? h(x, x) = 
drei lelielige Kegelschnitte dargestellt werden, die nur nicht 
einem und demselben Buschel angehoren diirfen. Wie schon 
in Nr. 363 gezeigt wurde, ist die Jacobisehe Kurve dritter 
Ordnung 

fi f 3 /s 



(109) 



ffl $2 9* 



der Ort aller Punkte A, deren Polaren in bezug auf irgend 
drei Kurven des Netzes (108) sich. in einem Punkte (er moge 
J5 heifien) schneiden ; der gleichfalls der Kurve (109) angehort. 
Durch diesen Punkt JB gehen die in bezug auf jeden Kegel- 
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schnitt des Netzes genommenen Polaren von A; man bezeichnet 
A und B als konjugierte Pole in bezug auf die Kurven des 
Netzes. tJbrigens kann jeder Punkt der Kurve (109) als ein 
Punkt angesehen werden, dessen Polaren in bezug auf die 
Kurven" des Netzes sich in einem Punkte schneiden. Es folgt 
dies daraus, daB man beirn Bestehen der Gleichung (109) 
stets Werte y 1 : y% : y s finden kann, die die drei Gleichungen 



erfullen. 

Gehen die Polaren von A durch B } so wird die Gerade AB 
durch alle Kegelschnitte des Netzes (108) harmonisch geteilt, 
die also auf ibr eine Involution mit den Doppelpunkten A, S 
bestimmen. Beriihrt eine Kurve des Netzes die Gerade AJB > 
so geschieht dies in A oder in B; zerfallt eine in zwei Geraden, 
so liegt deren Schnitt in A oder B, so lange nicht AB selbst 
eine der beiden Geraden.ist. Die Gleichung (109) stellt in 
der Tat den Ort der Doppelpurikte der in dem Netz enihaltenen 
Geradenpaare dar, denn fur einen solchen Punkt mussen die 
AUeitungen ^ + lg + p\,. *& + lg^ + [i\, ^ + Ig 3 + p\ 
gleichseitig verschwinden. Die Kovariante (109) des Netzes (108) 
entspricht so der binaren Kovariante der Doppelpunkte einer 
quadratischen Involution (Nr. 331). 

In einem Netz mit gemeinsamem Poldreieck sind die 4 
Verbindungsgeraden zugeordneter Punkte die Strahlen durch 
die Ecken desselben (Nr. 301). 

Jede Verbindungsgerade mgeordneter Pwikte A, B gehort 
einem Geradenpaare , des Netzes an, namlich demjenigen, dessen 
Doppelpunld der dritte Schnittpunkt C der Geraden AB mit 
der Jacobischen Kwrve ist. Denn A, B, C sind Doppelpunkte 
von Geradenpaaren, A und B sind Berukrungspunkte 'der 
Geraden mit alien sie beriihrenden Netzkurven, also muB das 
Geradenpaar vom Doppelpunkt C -die Gerade AB, urn sie in 
A oder B zu beruhren ; als Teil enthalten, wahrend die Paare 
von den Doppelpunkten A bez. B sie nicht enthalten. 

Die Jacobische Kurve dritter Ordnmg Tcann in eine Gerade 
wad einen Kegelschnitt 0erfallen. Dies tritt erstens ein, wenn 

18* 
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aUe Kegelschnitte des Netees durch #wei feste Punkte gehe 
Denn die gemeinsame Sehne sondert sich als ein Teil ab, < 
die Paare ihrer Involution mit den festen Punkten als Doppe 
punkten konjugierte Pole sind. Auch der ubrig bleibem 
Jacobische Kegelschnitt geht durch die festen Puakte, der 
da jeder derselben in bezug auf das Netz sich selbst konj 1 
giert ist, so darf eine durch ihn gehende Grerade mit d 
gesaniten Jacobischen Kurve nur noch einen anderen Schnit 
punkt haben (Nr. 364, i). 

' Die Jacobische Kurve dritter Ordnung zerfallt fern* 
wenn das Netz eine Doppelgerade qj* enth'alt, indem si( 
offenbar q x als ein Faktor der Determinate (109) absondei 
Wir konnen also yier Kegelschnitte beschreiben, die ein( 
Kegelschnitt f in seinen Schnittpunkten mit der Geradc 
q x und iiberdies einen Kegelschnitt g = einfach b 
ruhren. Die Schnitte des letzten mit dem Jacobischen Or 
sind die Beruhrungspunkte. 1st noch eine zweite Doppelgera< 
^=0 vorhanden ; so zerfallt endlich auch der Kegelschnil 
d. h. die Jacobische Kurve besteht aus drei Geraden, namlic 
aus ff^^O; ^a. 5588 und aus der in bezug auf irgend eii 
Kurve des Netzes genommenen Polare des Schnittpunktes d< 
beiden Doppelgeraden. Die Jacobische Kurve eines Netz< 
von Kegelschnitten mit gemeinsamem Polardreieck bestel 
aus den Seiten des Dreiecks, wie schon in Nr. 364 gezeis 
wurde. 

Dual entsprechende Eigenschaften hat natiirlieh die 2 
einem Eegelschnittgewele xg)(u, u] + k%(u, u) 
geliorige Jacobische Ewrve dritter Klasse. 

B. 1) Die Grleichung der ftir die Kegelschnitte 



gebildeten Jacobischen Kurve lautet: 

2^ 2 ) 

+ { 

+ { Oil 



0; 
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Mer bezeichnen (%i& 2A c 3 ^) usw. Determinanten, die man aus diesen 
Elementen der Hauptdiagonale leieht bildet (vgl. Nr. 8). 

2) Bestelien die Kurven f, #, 7&, die ein Kegelsclniittnetz be- 
stimmen, aus einem Kegelscbnitt f = 0, einem Kreis und der dop- 
pelt zahlenden unendlich fernen Geraden, so gelit die Jacobische 
Kurve durch die Fufipiwkte der Normalen, die aus dem Mittelpiwkt 
des Kreises an den Kegelschnitt f gezogen werden Jcffnnen.*) 

3) Die Jacobische Kurve des Gewebes 

xg>(u, u) + Iu y 2 + fico^, w) = 0, 

wo 9(^-5 u) = einen beliebigen Kegelscbnitt, u = einen Punkt 
y i nnd co(w, ) das imaginare Kreispnnktepaar (Nr. 319) dar- 
stellt, zerfallt in den Punkt y i und eine Parabel. Diese bat zu Tan- 
genten die in bezug auf die Kurve <p(u, u) = genommene Polare 
des Punktes y^ ferner die Acbsen dieser Kurve und die Normalen, 
die in den Berubrungspunkten der von y i an g>(u, u) = gelegten 
Tangenten gezogen sind. Die genannte Parabel ist der Polarkegel- 
schnitt des Punktes y i in bezug auf die Scbar konfokaler Kegel- 
scbnitte tt<p(w, u) + ^L^(U^ u) = (Nr. 286, 2 und 365). 

4) Man soil einen Kegelscbnitt durch vier feste Punkte so be- 
stimmen, daB er einen gegebenen Kegelscbnitt h = berubrt. 

Wir denken die vier festen Punkte als Scbnittpunkte zweier 
Kegelscbnitte /"O, g ~ gegeben und erkennen aus der Be- 
dingung ftir die Berlibrung zweier Kegelscbnitte (Nr. 345), daB die 
Aufgabe secbs Losungen bat. Die Jacobiscbe Kurve der drei Kegel- 
scbnitte bestimmt mit li = die secbs Punkte, in denen diese Kurve 
von den secbs Kegelscbnitten berubrt wird, die der Aufgabe ge- 
niigen; denn die Polare des Berubrungspunktes in bezug auf & = 
gebt, weil sie aucb die Polare in bezug auf einen der Kegelscbnitte 
A 1 /'+A 2 ist, durch den Scbnittpunkt der Polaren in bezug 
auf f= 0,0 = 0. 

367. Cayleysclie Kurve des Netzes. Zu einem gegebenen 
Netze gibt es nach. Nr. 349 ein konjngiertes Kegelschnittge- 
webe von der Art, dafi jeder Kegelschnitt des ersten Polar- 
dreiecken des letzten. umgeschrieben ist. Die beiden Systeme sind 
kontravariant, d.a sie dual und projektiv verbunden sind. Bedeuten 
<p(u, u} = 0, %(u, u) = 0, ty(u, u) = irgend drei das Gewebe 
bestimmende Kegelschnitte, so ist die zugehorige Jacobische 
Kurve dritter Klasse durch das Verschwinden der Deter- 
minante ihrer Ableitungen gegeben (Nr. 363). Der Jacobischen 
Kurve dritter Ordnung eines Netees dual entsprechend ist 
diese Kwrve dritter Klasse die Hullkwoe der dopyelt eu zahlen- 
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den Trager der dem Gewebe angehorigen Puriktepaare. 
das gegebene ISTetz xf(x, x) + hg(%, x) + ^(x, x) ist 
eine kontravariante Kurve und zwar wird sie als die Cay 
sche oder Hermitesche Kurve C = des Netzes bezeichnet. 
Die Cayleysche Kurve des Netzes ist daher zugleich die Jac< 
sche Kurve des dem Netz konjugierten Gewebes.*) 

Die Punktepacure des Gewebes sind als Kegelschnitte, 
denen des N"etzes tarmoniscti eingeschrieben sind, Paare 
konjugierten Polen des Netzes, d. h. sie liegen auf der Jz 
bischen Kurve des Netzes (Nr. 366), die zugleich Cayleys 
Kurve des konjugierten Gewebes ist. Die Cayleysche Ki 
des Netees ist die Hulllwrve der VerUndungsgeraden der & 
ordneten Purikte auf der Jacobischen Kwrve. Also ist sie j 
jektiv definiert als die Hullkurve der Geraden, die die Ke] 
schnitte des Netzes in Punktepaaren einer Involution sclineic 
Die Doppelpunkte der Involution sind die konjugierten I 
auf der Jacobischen Kurve. lire Gleicliung ergibt sich h 
aus unmittelbar, indem man aus jeder der drei Gleichun 
f(x,x) = Q, g(x 3 3C) = Q, h(x } x)>=0 mit Hilfe von u x = 
eine der Veranderlichen z. B. x s eliminiert und nach Nr. 
und 331 die Determinante der Koeffizienten von x^, x^x s ; 
gleich Null setzt ; um die involutorische Lage der drei Pun] 
paare auszudrucken. Die Entwickelung lautet nach Divis 
durch w s 8 : 

2C~ a& 



(110) 



*) Man hat diese Kontravariante C des Netzes und die Jacobis 
Hiillkurve der drei Kegelschnitte f, g, Ti, denen die Tangentialfon 
F, 6?, H zugehOren wohl zu unterscheiden; die qp, #, i/> sind nicht 
Tangentialformen von /", g, h. 



Cayleysche Kurve. 
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Wie die Punktepaare eines Gewebes zugeordnete Punkte 
der Jacobischen Kurve des konjugierten Netzes sind, wird 
dual die Cayleyselie Kurve des Netzes oder Jacobische Kurve 
des konjugierteu Gewebes von den Geradenpaaren des Netzes 
umhullt. Dare Gleicliung entsteht somit aus der Forderung 
der Identitat 

, x) == u x v x 



oder aus den sects Beziehungen 



durch Elimination von 
minante 



v 9 v V in Gestalt der Deter- 



(111) 2C- 



"as 



2% 26, 
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Der Satz, daft die Cayleysche Kurve eines Netzes von 
alien Geraden umhullt wird, die die Kegelschnitte des Netzes 
in Punktepaaren einer Involution sclmeiden, gestattet, die 
Gleicliung dieser Kurve in einer Art abzuleiten, die haufig 
zweckmafiiger ist als die Ausreclinung der Detenninante (111). 
Einer Geraden u x = entspricht namlich nacli Nr. 365 als 
Ort ihrer Pole in bezug auf das in dem Netz (108) enthaltene 
Buschel xf(x, x) + hg(x,sc) der Polkegelsclmitt -ZV /f ,= 
Z (/i? 2 w s ) = 0, und dieser trifffc nacli Nr. 365 die Gerade 
u = in den Doppelpunkten D 19 J9 3 der Involution, die auf 
u = von den Kurven des Buschels ausgeschnitten wird. 
Bildet man nun nach S. 232 in Nr. 355 die Bedingung, daB 
die Gerade ^=0 die Kegelschnitte N fiff ^0 und Ji(x, x) = 
in zwei harmonisahen Punktepaaren trifffc ? so liat man Her- 
mit die Gleicliung der Cayleyschen Kurve in Linienkoordi- 
naten u t , denn das auf der Geraden gelegene Punktepaar D 9 D t 
liegt alsdann harmoniscli zu den Sclmittpunktepaaren der 
^Geraden und der Kegelschnitte f,g,h 9 d. h. die Gerade trifft 
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die Kegelsckaitte des Netzes in Punktepaaren einer Involution, 
ist also Tangente der Cayleyschen Kurve. 110 ) 

Die beiden Geraden eines Geraclenpaares des Netzes sind 
als Tangenten der Cayleyschen Kurve des Netzes in dem- 
selben Sinne einander zugeordnet wie die Punkte ,auf der 
Jacobischen Kurve. Ersetzt man in (111) u t durch # 4 -, %, 5^ 7 c %k 
durch die Koeffizienten a ik , /5^, y ik der Kurven tp(u, u) = 0, 
%(u, u) 0, ty(u, u) == des konjugierten Gewebes 

(112) *V(tt, w) + A'zCw, ) + f*V(u, ) - 0, 

so erhalt man den Ort der Punkte, von denen an die Kurven 
dieses G-ewebes Tangentenpaare einer Involution gehen, d. h. 
die Cayleysclie Kurve dritter Ordnung 2 F' = des Gewebes 
(112), die zugleich die Jacobische des ursprfinglichen Netzes 
(108) ist. 

Bei Bildung der Gleichung in Linienkoordinaten far das 
Netz (108) treten nur die fruheren Kontravarianten der Paare 
g, 7i; h, /*; f, g auf, denn diese Gleichung lautet 

(113) x*F + )?G + IL*&+ 2lpH n + 2^H^ + 2>a# 12 - 0, 

und hier sind F, Cf, H die Tangentialformen von f y g, h y - 
wahrend H*, H 31 , H^ die linken Seiten der Gleichungen der 
zu g und h, zu A und /', bez. zu /' und g gehorigen harmo- 
nisclien Kurven zweiter Klasse (Si. 355) bedeuten, so daS 
z. B. 2jET 12 durch (37) in Nr. 353 definiert ist. 

Ersetzt man in (111) die u t durch x iy ferner a ijt , b. k) c ik 
durch die Koeffizienten A ik , B. k) C ik von F 9 G, H (also nicht 
durch die Koeffizienten von <p, %, ty aus dem konjugierten 
Gewebe (112)), so stellt die so erhaltene Determinate 2F ? 
gleich Null gesetzt, die Oayleysche Kurve dritter Ordnung des 
Gewebes 

(114) K F(u, u) + l G(u, u) + pH(u, u) - 

dar. Es seien nun 7c 28 , Jc 31 , ^ 3 die linken Seiten der Glei- 
chungen der zu G und H, zu E und F, bez. zu F und G 
gehorigen harmonischen Kurven zweiter Ordnung (Nr. 356), so 
dafi z. B. 2 12 durch (39) in Nr. 354 definiert ist. Alsdaim 
erhalt man zwischen JT, 7%, A 31 , 7c 12; f, g, \ die Beziehung 
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(115) { 



wahrend C, J5T SB , JT^, fl^, JP, 0, fl durch 
(116) ^^4,FGH+m^H^E^4,FH n 
verbunden sind. 

B. 1) Man uberzeuge sieh, daB das durch die Kurven zweiter 
Ordnung 

<*= 0, g = \x* + 2& 2S # s ;r 3 0, 



"bestimmte Netz zu dem durcli die Knrven zweiter Klasse cp = w x t/ 3 = 0, 

0, 


bestimmten Gewebe konjugiert ist, so daB die Kurven des Netzes 
denen des Gewebes harmonisch umgescbrieben, die Kurven des Ge- 
webes den Netzkurven barmonisch eingescbrieben sind. 

2) Die Ca.yleysehe Kurve des einen Doppelpunkt ^ entbalten- 
den Gewebes 

xfoty -f a^u 2 + a s w 3 ) 3 + A%(M, u) + y>ty(u, u) 
ist eine Kurve dritter Ordnung, die den Punkt a f zum Doppel- 
punkt bat. 111 ) 

368. Invarianten dreier Kegelschnitte. Urn Invwrianten 
der drei Kegelsehnitte f, g, Ji zu finden, bilden wir wiederum 
die Diskriminante ibres Netzes xf+hg + iih^Q. Ihre Ent- 
wickelung ist zu scbreiben 



(117) { 



wo die Koeffizienten oQ w . die friiheren Invarianten der drei 
Paare von Kegelscbnitten sind. Dagegen entstebt dadurch, 
daB man in der Diskriminante A jedes Grlied %a 22 fl S3 , 
durcli eine Summe wie 



ersetzt, die Jieue Simultaninvariante 60 123 des Kurventripels, 
die in (117) den Faktor von xlp bildet. 

Bilden wir ebenso die Diskriminante des durcli dieselben 
drei Kegelsehnitte bestimmten Gewebes 

x'F(v, ) 4- !'<?(*, u) + p'H(u, u) - 0, 
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so ist der 60 12S entsprechende Koeffizient des Gliedes mit 
sc'yl'fir' eine Invariants 60' 123 vom #weiten Grade in den Koeffi- 
0ienten von f, g, Ji, die nicht in Funktion der vorangehenden 
Invarianten ausgedruckt werden kann. 

Unter den aus den bisherigen zusammengesetzten Inva- 
rianten befindet s^ch. insbesondere eine, die zugleich eine 
Invariante der Jacobischen Kovariante ist. Man erhalt sie 
nach. dem Prinzip, dafi aus einer Kovariante nnd einer Kontra- 
variante von einerlei Grad eine Invariante entsteht, wenn man 
in die eine Differentialsymbole einsetzt und mit ihr an der 
andern operiert. (Vgl. Nr. 139 der , ; Vorlesungen tiber die 
Algebra der linearen Transformationen^ von Cr. Salmon, dentsch. 
bearb. von W. Fiedler, 2. Anfl. ? Leipzig 1&77.) So entsteht 
aus der Jacobiscten Kovariante und der Kontravariante von 
Nr. 367 eine Invariante T, deren Ausdruck lautet 



(118) 



wo die Faktoren der Glieder dreireiliige Determinanten be- 
zeiclinen. 

Man kann aber diese Invariante T durch die vorher er- 
wabnte Invariante 0' 123 vom gleichen Grade in den Koeffi- 
zienten und durch. die fruheren Invarianten ausdriicken, wie 
wir in den Beispielen zeigen wollen. Zunachst bilden wir 
noch diejenige Invariante des Kegelschnittnetzes bez. Gewebes ; 
deren Verschwinden ausdriickt, daB sich. unter den Kegel- 
schnitten des Systems doppelt zahlende Geraden bez. Punkte 
befinden. Diese Invariante M erhalten wir, indem wir die 
Bedingung ausdriicken, da8 xf+Ag + tih ein vollstandiges 
Quadrat wird, oder also, daB seine ill den Parametern qua- 
dratisclie Reziprokalform 

(119) 
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identisch verschwinde (Teil 1, S. 307). Bezeichnen wir die 
Koeffizienten von u t u k in den Kontravarianten H% B , .5^, H^ 
mit $i ik , S5 a . bez. S a . ? so ist das Ergebnis der Elimination 
der sechs GroBen x*, tf, y?, bp, px, xl zwischen den durch 
das Nullsetzen der Koeffiztenten der Reziprokalform entstehen- 
den sechs Gleichungen das folgende: 

-11 -^22 -^33 -^23 -^-31 -4l2 ! 



J3 23 



(120) M n 22 33 2S ^ 31 



Demnach charakterisiert die Bedingung M ein Netz von 
besonderer Art. 

Die Determinante ist vom vierten Grade in den Koeffi- 
zienten jedes der drei Kegelschnitte, z. B. des ersten, da die a ils 
im zweiten Grade in der ersten Zeile und linear in der funften 
und sechsten erscheinen. Es folgt daraus, daB in einem linaren 
Kegelschnittsystem dritter Stufe 
(121) e(x, x) + *f(x, x) + lg(x, x) + tih(x, x) = 
vier\ Doppelgeraden auffcreten (Nr.347 ; 3); denn die InvarianteM 
der Kegelschnitte 

e(x, x) + nf(x, x) ; g(x, x) = ; h(x, x) = 
liefert zur Bestimmung von % eine biquadratische Gleichung. 

B,, l) Ftir die "Kegelschnitte 

die ein ETetz bestimmen, bilden wir die Bedingung ; unter der sie 
einen Punkt gemeinsam haben oder ihre Resultante. Aus den bei- 
den letzten Gleichungen hat man 

wofdr aj : a 2 : 3 gesetzt werden m5ge; die Einfuhrung dieser Werte 
in die erste Gleichung und die Beseitigung der Wurzeln liefert 

)}' 



Die linke Seite dieser Gleichung ist das Quadrat von T. In- 
dem wir die Differenzen der a t fiir die cc. einsetzen, konnen wir T 
selbst ausdrftcken, namlich in der Form 
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% On 



in der alle Gliedergruppen Fundamentalinyarianten des Systems 

sindbis auf 4iV + ^ 8 23 2 + As a s^> das g leicl1 "233 an"" 60 ' 
1st, also ausdriickbar dureh die Invariants des Textes aus der Dis- 
kriminante des Gewebes. Man hat also 112 ) 

, ~k? - 0*23 - (e 122 188 + 211 23S + SU s 22 ) + 2 W 

2) In Yiererkoordinaten (Nr. 304) lassen sich die drei Kegel- 
schnitte des Netzes in der Normalform ausdrucken, also z. B. durch 

f ==a 1 # 1 2 + ^ 2 rr 2 2 + a B x^+ a 4 a? 4 9 0, 
^s^H ---- 0, fts 
wobei 



und zwar auf unendlich Yiele Arten. Denn jede der Gleichungen 
/^O, ^ = 0, 7^=0 enthalt drei Konstanten explizit und jede der 
linearen Funktionen x i zwei Konstanten implizit, so daB siebzehn 
KoBstanten zur Yerfiigung stehen, wahrend f^g^li zusammen nur 
fiinfzehn unabhangige Konstanten enthalten. 

Wir suchen nach diesen Voraussetzungen die Bedingung aiif, 
unter der die drei Kegelschnitte einen gemeinsamen Schnittpunkt 
haben. Indem man die Gleichungen f^O, ^ = 0, A = nach 
^ 2 ^ S x t x * auflost und die vier Determinanten einfuhrt 



findet man a^ 3 , # 2 3 , ir 3 2 , x^ proportional zu A^ A^ A B , A und 
erhalt durch Substitution in % + # 2 + x + o? 4 = die fragliche 
Bedingung in der Form 

1/Ii + l/^ + y^ + l/^-O " Oder 

(Af + A<* + A* + A* - 



Die linke Seite dieser Gleichung ist wieder das Quadrat der 
Invariante T, die rechte Seite ist 64 M. 

369. Wenn wir die Diskriminante von 



als kubische Form der Veranderlichen x 9 ^ } p betrachten und 
gemaB der Theorie derselben ikre Invarianten 5 4 und JT 6 bilden*) ; 

*) Ygl. G. Salmon, Analytische Geometrie der hQheren ebenen 
Kurven, bearb. von W. Fiedler, 2. AufL, Leipzig 1882, S. 247/9. 
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die bez. vom vierten und vom sechsten Grade in den Koeffi- 
zienten sind ? so findet man 113 ) 

jS 4 proportional zu 2 12 48 M, 
T e proportional zu T(72M T 2 ). 

Es sind also diese beiden Formen als Funktionen der zehn 
Fundamental-Invarianten des Netzes xf+Hg + iih = Q aus- 
gedruckt; M ; T, 0' 123 sind nicht linear durch jene zehn aus- 
drdckbar, aber docli in Verbindung mit ihnen bestimmt. Wir 
konnten entweder M oder T aus diesen Gleichungen elinii- 
nieren und so Gleichungen bilden, die sie einzeln mit den 
Fundamental-Invarianten Yerbinden. 

Die Resultante der drei Formen f, g y li wird JS=2 72 64 M ; 
und H = ist also die Bedingung dafur, dafi alle Kurven des 
Netzes einen Punkt gemeinsam baben. 

Irgend drei Kegelschnitte konnen im allgemeinen als die 
Polarkegelscbnitte von drei Punkten in bezug auf eine Kurve 
dritter Ordnung betrachtet werden. Wablen wir die Darstel- 
lung in Viererkoordinaten wie im vorhergehenden Beispiel 2), 
so erhalt die Gleicbung der Kurve dritter Ordnung ? deren 
erste Polaren sie sind ; die Gestalt 

(122) 5! + |! + ^ + | ! = 0; 

und man erkennt, daB das Verschwinden der Invariante M, 
das eines der A i gleich Null fordert, einen Ausnahmefall bildet ; 
wo die drei Kegelschnitte niclit aus derselben Kurve dritter 
Ordnung ableitbar sind. 

Im allgemeinen Falle erhalt man die Gleichung der Kurve 
dritter Ordnung, indem man die Hessesche Kovariante der 
Jacobischen Kovariante J der drei Kegelschnitte bildet und 
von ihr die mit 2T multiplizierte Jacobische abzieht. 114 ) Hier- 
bei ist angenommen, daB diese Hessesche Kovariante die 
Determinante der zweiten Ableitungen von J ist, ohne Zahlen- 
faktor. 

Wenn wir ferner mit den Kegelschnitten an der kubischen 
Kontravariante operieren oder mit ihren Reziproken an der 
Jacobischen Kovariante, so entstehen lineare Kontravarianten 
und Kovarianten. Sie stellen die Punkte dar ; denen die Kegel- 
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schnitte als Pqlaren fur die Knrve dritter Ordnung entsprechen 
bez. die Polargeraden dieser Punkte fftr dieselbe Kurve. 

B. Die Kegelschnitte 

f = %V+ V2 2 + ^ssV** ^ = 6 2sV + 26 M ^^ = 0, 

^ 



sind Polarkegelsclmitte dreier Punkte P, ^, bez. JK in bezug auf die 
Kurve dritter Ordnung 



^ + 3a 22 3s & 3i 2 ^i^s 2= = 0; 
dabei haben P, , E die Koordinaten 

^ ftl : ^2 : ^S ^ #33 & 22 : : 

= : 1 : . 



Zwanzigstes Kapitel. 
Aualytische Grrnndlagen der MetriL 

370. Metrisclie Bezielmngen. Die Untersucliungen uber 
die allgemeine Gleichung zweiten Grades und iiber die Theorie 
der Invarianten und Kovarianten in den letzten drei Kapiteln 
haben zur Entwickelung der Metliode gedient, durch die auf 
rein analytischem Wege 'geometrisclie Wakrheiten gefanden 
werden konnen. Die Eigenschaften der homogenen Formen 
und das Hilfsmittel der Determinanten verleihen iliren Er- 
gebnissen jenen Charakter algebraischer Allgemeinlieit, der 
vielleicLt der untersclieidende Hauptcharakter der neueren 
Forsclmngen genannt werden darf. Auf solclie Weise lernt 
man die allgemeii&n Eigenschaften der Eegelsehnitte kennen; 
aber die Eigentumliclikeiten jener besonderen Kegelschnitte, 
die ; wie die Parabel, der Kreis, die gleichseitige Hyperbel^ 
durcli besondere metriscte Beziehungen charakterisiert sind^ 
treten in dieser Art der Untersuchung wenig hervor. "&ber- 
tiaupt sind die metrisehen Beziehungen gegen die allgemein 
projektiyen zuriickgetreten. Im Folgenden ist darum zunachst 
nachisuweisen, wie die vorigen TJntersuchungen auch #u metri- 
schen Be#ieJwngen fuhren. 

Die homogenen Formeln lassen sicli ; wie wir mekrfach 
gesehen haben (Nt. 362 SchluB, Nr. 88 usw.), oline weiteres 
durch. Einfukrung nicht-liomogener Koordinaten metrisch 
spezialisieren. Nictt ebenso unmittelbar bieten sich die Aqui- 
valente zu gewissen fiir Gleichungen in Cartesischen Koordi- 
naten wohlbekannten Funktionen bei % Anwendung von Drei- 
eckskoordinaten. Zu ihrer leichten Gewinnung Mlft die Theorie 
der Invarianten, sobald es gelingt ; die metrischen Beziehungen 
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in Beziehungen der gegebenm Elemente sum Unendlichfernen, 
insbesondere zu den imaginaren Kreispuriktm umsusetzen. Zur 
Erl'auterung der Methode greifen die folgenden Nummern 
auf die Theorie der Gattungskriterien und Fokaleigenschaften 
zurfick. 

371. Homogene Gattungskriterien. In den zu den recht- 
winkligen Cartesischen Koordinaten #, y dualen Linienkoordi- 
naten lautet die Tangentialgleichung des Paares der imaginaren 
Kreispunkte if + t? 2 . 

Von der besonderen Bezieliung eines gegebenen Kegel- 
schnittes zu diesem Punktepaar hangt znm Teil die Gattung 
des Kegelsctinittes ab. Wir betrachten dalier die Invarianten- 
theorie einer Scliar 

(1) ^ 2 +^~A9(w ? v) = 0, wo 

(2) g?(w ; ) = a n w 2 + 2cc lz uv H h % 3 

ist> also einer Schar konfokaler KegelscJinitte (Teil I, Nr. 232). 
Die Diskriminante dieser Scliar wird (vgl. Nr. 343): 

(3) _ yWs-i^i + l^Au+^-A^A, ^ 

wobei A die Determinante von <p(u>, v) bedeutet, wahrend 
A n , A 22 die Unterdetenninanten von cc n und oJ 22 in dem Schema 
von A sind. Die Grleicimng y(^) = hat Jine Wurzel A ; 
wodurch zum Ausdruck kommt, da8 das imaginare Kreis- 
punktepaar der Schar (1) angehort. Fafit man 99 (u, v) =* 

als die zu f(x, y) = a^+ 2a^xy H h a& == gehorige 

Gleichung in Linienkoordinaten F(u, v) auf ; so sind die 
a iJs mit den sonst durch A ik bezeichneten GroBen identisch, 
A ik geht fiber in Aa it , A in JL 2 (Teil I, S. 284), und an Stelle 
von y(A) = tritt nach Absonderung des Faktors yl: 

(4) ZU 2 - lAfai + a 22 ) + a n a 22 - a 12 2 - 0. 

Hier erkennt man in a n +a 22 und a n a 22 a 13 2 = die 
Ausdriicke wieder, durch deren Versch^vinden die gleichseitige 
Hyperbel und die Parabel charakterisiert werden (Teil I, S. 326 
bez. 271). Vom Standpunkt der Invariantentheorie betrachtet 
sind a u +a 22 und a^a^ ^^A^ die fur die Formen 
f(x,y) und u*+v* gebildeten, fruher mit 30 und 3 H be- 
zeichneten Invarianten. Hat die Gleichung (4) eine Doppel- 
wnrzel, so zeigt dies an, daB die imaginaren Kreispunkte 



(5) { 
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selbst jedem Kegelschnitt der Schar angehoren, da dann die 
Ton ihnen ausgehenden Tangenten mir ein zusammenfallendes 
Paar von Schnittpunkten haben. Die Bedingung (a u + a 22 ) 2 
= 4(a n a 2S a 12 2 ) oder (a n a 22 ) 2 + 4a 12 2 = 0, die fur keine 
anderen reellen Werte als a^^a^, 12 =0 erfiillt werden 
kann, ist daher die charakteristisclie Bedingung fur den Kreis 
(Nr. 97).*) 

Bei trimetrisclien Normalkoordinaten ist nach Nr. 319 
2 + ^'2 2 ,+ w s 2 2u%u B cos ^ 
cos J. 2 2^fc 1 w 3 cos A s = 
die Gleichung des imagmaren Kreispunktepaares, und zwar 
bedenten liier A i9 A%, A s die Winkel des Koordinatendreiecks. 
Die zu (5) gehorige Q-leiclning in Punktkoordinaten 
/a\ I X -L* sin 2 J. x + - + # 3 2 sin 2 A 3 + 2x%x z sin -4 2 sin A B + - 
^ ^ I + 2 n^ftg sin ^ sin J. 2 = 

in der man sin-4. 1? . . durch. die ilinen proportionalen Langen 
7 1; . . der Gregenseiten des Koordinatendreiecks ersetzen konnte, 
stellt doppelt zahlend den Trager des Punktepaares (5), die 
unendlicli feme Gerade dar (Nr. 75). 

Die Bedingung dafur ; daB 

(7) f(x, x) == a^x^ H h ^ss^s 2 + 2a 23 ^ 2 ^ 3 + + 20^ # 2 

eine gleichseitige Hyperbel darstellt, wird in trimetrisclien Nor- 
malkoordinaten 

30 = a n + 22 + 33 2a 38 cos A l 2a sl cos -4 2 

2a 12 cos J. 3 ==0 ? 
tmd die Bedingung fiir die Pardbel wird 

I3H = AU sin 2 AI + AM sin 2 J. 2 + A^ sin 2 A 3 
+ 2A^ sin J. 2 sin Jt 3 + 2 J 81 sin A B sin ^ 
+ 2JL 12 sin A sin -4 2 = 0. 

Ist die Gleichung 30 2 4H = erfuUt, deren linke Seite 
auf verschiedene Arten in eine Summe von zwei Quadraten 
zerlegt werden kann, so geht die Kurve (7), wenn sie reell ist, 
durcli die beiden imaginaren Kreispunkte ; ist also ein Kreis. 
Damit ist klar, wie die Kriterien unter Armahme allge- 
meiner projektiver Koordinaten zu bilden sind, sobald die 
Oleicliung der imaginaren Kreispunkte bekannt ist 

*) Die Doppelwuizel ist I = 1 : (a n a s& a 18 2 a 25 2 ). 
Salmon- Fio diet, anal. Goora. d. Kegelsclin. XI. 7. Aufl. 19 
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bestebende Kurvenpaar, bezeichnet den Ort eines Punktes, fiir 
den das Paar seiner Tangenten an den Kegelschnitt zu dem 
Paar seiner Verbindungslinien mit jenen festen Punkten har- 
monised konjugiert ist (Nr. 356). 1st das Punktepaar insbe- 
sondere das der amaginaren Kreispunkte, so bezeichnet Tc =* 
den Ort des ScJmitfpunktes der Paare rechtwirikliger Tangenten 
(Nr. 313 ; 2). Alsdann ist" nach dem in Nr. 354 gegebenen 
Werte 

(10) 21c(x,y^A, &( x^ + y^^2A n x--2A^y + A n +A,^0 
die allgemeine G-leichung des Haupfhreises in rechtwinkligen 
Cartesischen Koordinaten x, y. Fur A SB = oder a n a z % = a 12 2 7 
d. h. fiir die Parabel, gibt Ik = ihre Leitlinie: 

(11) 2(^0? + ^y) - (Ai + A,,} - 0. 

In trimetrisclien Normalkoordinaten findet man die all- 
gemeine Grleiclrang des Hanptkreises in der Form der Ko- 
variante 2Jc(x } o&) von F(u,u) und co(w ? w) ? namlict 

) = (An + A sz + 2 A SB cos AJxf + - 
^3^3 cos J s 4 u cos^)ar a a% + ---0. 
Man kann diese Grleichung mit Hilfe der Ableitungen 
scbreiben 



cos 3 =. 

DaB sie einen Kreis darstellt, kann gezeigt werden (vgl. 
Nr. 321), indem man sie anf die Form bringt 

sin A, sin A, sin A s (sin A\* ^A^^^L^ ^ + . .} 

3 H { # 2 # s sin A + aTja^ sin -4 2 + ^o: 2 sin A s } = 0, 
vro (sin ^ zur Abkiirzung fur x 1 sin ^ + a; 2 sin A^ + a; s sin -4 a 
gesetzt ist. Wenn der Faktor H rechts verschwindet, ist 
(Nr. 371) die Kurve eine Parabel, und unsere Grleiehung stellt 
das aus der unendlich fernen Q-eraden und der LeitKnie der 
Parabel bestehende Geradenpaar dar. 

B. 1) Man zeige, daB die Gleichung der Leitlinie der Parabel 
(Nr.817,l,8) i + a l + ax= 



tg u! 2 tg AS + a 8 o? 2 tg A B tg JL, + a s a: 8 tg A tg -4. 2 = 0. 

19* 
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2) Der Winkel (p der vom Punkte y i an die Kurve f(#, x) = 
gezogeinen Tangenten ist bei trimetrischen Normalkoordinaten ge- 
geben durch die Pormel __ __ 

(t/ t sin .4 + y a sin ^ 8 + # s sin A t ) "I/ Af(y, y) 





wobei 2 A; (ru, a;) durcli (12) definiert ist. Bei rechtwinkligen Cartesi- 
sclien Koordinaten ist y sin ^4- * * durcli 1 zu ersetzen; ftir den 
Nenner Jc kommt dann (10) in Anwendung. 115 ) 
3) Die Grleichung 

(f*A-fMs^ + (f3\-fM s A s + 

in der /i, . ., \, . die partiellen Ableitungen der Ausdrticke f(x^ x) 
und 7c(ai, ic) bedeuten, stellfc die beiden Achsen des Kegelscnnittes 
f(x, x) = dar flir 7c(a3, a?) = als Gleichung des Hauptkreises. 

Denn sie ist die Bedingung fur die Koordinaten eines Punktes, 
dessen Polaren in bezug auf den Kreis #(#, x) == und den Kegel- 
scanitt f(x, x) einander parallel sind. 

373. Homogene Brennpunktskriterien. Die Wurzeln der 
Diskriminante einer Kegelschnittschar sind die Parameter 
ihrer Punktepaare. Also' sind die beiden Wurzeln der Dis- 
kriminante der konfokalen Schar (vgl. ISTr. 371) 
(14) A 2 1 2 - SBAl + 3H = 0*) 

die Parameter der "beiden Paare von jBrewvpunlden des Eegel- 
sclmittes, der durcli erne numerische Gleichung /* gegeben 
ist. Bei Verwendung der zu den homogenen reditwinkligen 
Cartesischen Koordinaten x, y, $ dualen Linienkoordinaten 
Uj v, w bestimmen wir die Brennpunkte, indem wir eine 
Wnrzel von (4) in w 2 + t; 2 l,F(u, v, w) = einsetzen ? so 
daB die linke Seite dieser Gleichung von der Form wird 

(afu + y'v + z'w)(x"u + y"v + $"<w), 

denn nun sind die Brennpunkte x'isf\ y r \ $ r ; %": 0" \ y": 0". 
Der eine Wert von I gibt die beiden reellen, der andere die 
imagindren Brennpunkte. Dasselbe Verfahren ist bei trime- 
trischen Koordinaten anwendbar. 

Bildet man ferner nach der Regel von Nr. 309 die Rezi- 
prokalform von w 2 +v 2 AF(u,v 9 w), so erhalt man die 
Gleichung in Punktkoordinaten %, y eines mit dem gegebenen 
'konfokalen Kegelschnittes in der Form 

*) Sie hat gleiche Wurzeln fiir den Fall des Kreisea und eine 
verschwindende Wurzel fur den Pall der Parabel. 
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+1 = 0. 

Man erhalt aus ihr die Gleiclmng der HuUTmrve des Systems 
(Nr. 292), d. L der gemeinschaftlichen Tangenten, als 



Dureh Zerlegen derselben in das Faktorenpaar 

{(x-<*y+(y-W}{(x-y+(y-W} 

wiirde man die Brennpunkte cc \ /J; ' | /T ebenfalls erhalten. 
Allgemein entspricht der trimetrischen Gleichung o(w, M) 
, w) = die Gleichung in Normalkoordinaten 

)?Af(x, ) - i { (^L 22 + AM + 2 A,, cos 
(17) + 2(J. u cos A! A& J. 13 cos A^A^ cos 



Wenn I einen der aus der verschwindenden Diskriminante 
entspringenden Werte erhalt ; so liefert die Reziprokalform 
zu o(u } w) *- l*F(u, u) = das Quadrat der Gleichung einer 
der Achsen des JKegel$cJmittes. llT ) 

B. 1) Man bestimme die Brenspunkte YOU 

2# 2 2xy + 2y* 2x Sy+ll*= 0. 
' Die quadratische Gleichung in I ist A 2 1 2 ~ &Al + 3 = 0, ' 
und ihre Wurzeln sind 1. = 3 : A und I = 1 : A mit A == 9. 
Fiir den Wert I = ~ - wird 



dies liefert die Brennpunkte 1 1 2; 3 | 4^ Der Wert I = \ -gibt 
die imaginaren Brennpunkte 2 + * | 3 T i 

2) Man bestimme den Brennpunkt einer durcn die allgemeine 
Gleichung in Cartesischen Koordinaten gegebenen Parabel. 

Die quadratische Gleichung wird linear, und 

Ou+ n) { AX+ A n ^ 3 + ZA^vw + 2 A^w u + %A^v } -A( 
ist in Faktoren zerlegbar: dieselben mussen sein 



Der erste Faktor liefert den unendlich fefnen Brennpunkt und zeigt, 
daB die Achse der Kurve zu A^x A^y = parallel ist. Der 
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zweite Faktor zeigt, daB die Koeffizienten seiner Glieder in u und v 
die Koordinaten des endlichen Brennpunktes sind. 

3) Man bestimme den Brennpunkt einer durch ihre Gleichung 
in trimetrischen Nonnalkoordinaten gegebenen Parabel. Die Glei- 
chung des Brennpunktepaares ist 

30JF(X w) Ao(u, u) = 0. 

Die Koordinaten des unendlich entfernten Brennpunktes sind ans 
Nr. 309 bekannt als Koordinaten des Pols der unendlich fernen 
Geraden; daher sind die des endlich entfernten Brennpunktes 



A 



J. u sin AI + A lz sin A^ + A^ sin A^ 



30.4, A 

^ sin A l + - 



30-4: 



(zyklisch). 

4) Man bilde und diskutiere die Gleichung der Jacobischen 
und der Cayleyschen Kurve de$ Gewebes %<P(U) u) + A%(M, u) 
+ fico(w, u) * 0. Sie liefern die Eigenschaften der Kurve, die die 
Achsen der Kegelschnitte der Schar ncp(u, u) + ^%(w, ^*) ! = s um- 
hullen, bez. diejenigen des Ortes der Brennpunkte (Nr. 300, 8). 

5) Man kann die Brennpunkte mit Hilfe des Satzes in Nr. 188 
bestiniinen, wonach das Eechteck der Entfernungen eines Brenn- 
punktes von zwei parallelen Tangenten konstant ist. 

Eine zur Seite # t = des Koordinatendreiecks parallels Gerade 
hat namlich (Nr. 71) bei trimetrischen Normalkoordinaten die 
Gleichung (A l i }x l + M = 0, wo M = \x + Z 2 a; 2 + Z 3 o? 3 den 
doppelten Inhalt des Koordinatendreiecks darstellt, wahrend 1 19 Z 3 , 1 3 
die Langen seiner Seiten sind. Die Gerade beruhrt den Kegelschnitt 
f(x, x) = unter der Bedingung 

J 11 A+ 2(A^l, + AuW + **h'+ 24,3^3 + As V- 0, 
und die Einfuhrung des Wertes A, = (Z 1 a5 1 Jf) : ^ fiihrt sie uber in 

x?F(l, f) M^F'ty^ + M*A n - 0. 
Die zu den Fundamentallinien a? 2 S5S ^: ^3 ^ parallelen Tan- 
genten geben analoge Gleichungen 

f) - ir^jrft) + jf 2 ^ 22 - o, 
- ^^s^'Gs) + ^ 2 As - o. 

Sind dann #/, /' die Wurzeln der ersten, o: 2 ', a? 2 " die der zweiten 
und x^ x s " die der dritten unter ihnen, so sind fur $ 19 a? 2 , a? 3 bez. 
als die entsprechenden Koordinaten des Brennpunktes die Differenzen 



die Abstande desselben von den drei Paaren paralleler Tangenten. 
Man hat so nach dem erwahnten Satze die Gleichheit ihrer Pro- 
dukte, also die Beziehungen 
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>d, h. die Gleiclmngen 



liefern die Koordinaten der Brennpunkte des Kegelschnittes. Die 
geometrische Bedeutung dieser Gleichungen besteht darin, da6 jede 
den Ort eines Punktes von solcher Beschaffenheit bezeichnet, daB 
die FuBpunkte der Lote, die man von ihm auf die vier den be- 
treffenden Fundamentallinien parallelen Tangenten des Kegelschnittes 
fallen kann, in einem Kreise liegen. 

Fur die Parabel ist .F(Z, f) = 0; man erhalt nur einen Brenn- 
punkt. 

Der Fundament alsatz yon Nr. 183 Tiber Brennpunkt uncFLeit- 
linie kann in analoger Weise benutzt we^den. Man bildet das ' 
Quadrat des Abstandes eines Punktes x. vom Brennpunkt y t nach 
Nr. 74 und ebenso nach Nr. 68 das seines Abstandes von der zu- 
gehSrigen Leitlinie und vergleicht die aus jenem Fundamentalsatze 
entspringende Gleichung des Kegelschnittes mit der allgemeinen 
homogenen Gleichung zweiten Grades. Man erhalt sechs Bedingungen, 
die mit l y == M zusammen die Elimination der Unbekannten ge- 
statten und die Brennpunkte und Leitlinien bestimmen. 

6) Fur die auf ein System harmonischer Pole bezogene Parabel 
sa! 0, wobei 

a^a^+a BZ a u l s 3 ^ 
ist, werden die Bestimmungsgleichungen des Brennpunktes 

l^ : l^ : l^ = (a 22 + a ss ) : (a ss + a u ) : (a^ 
und daher 



+ Z 3 2 (? 2 ^ + ^3 ^1X^3+ ^1^1- ^3^3) 0- 
Da die Klammerausdrucke, gleich Null gesetzt, die Seiten des dem 
Koordinatendreieck parallel eingeschriebenen Dreiecks darstellen, 
hat man also den Satz: Der Ort der Brennpunkte aller Parabeln, 
-die ein gemeinschaftliches Polardreieck haben, ist der durch die 
Mittelpunkte der Seiten ihres Dreiecks gehende Kreis. 

7) Auch die Langen der Halbachsen lassen sich durch die 
Gleichungen in B. 5 bestimmen; denn fur r als die Lange einer 
solchen ist jedes der drei in sie eintretenden quadratischen Poly- 
nome = r 2 .F(Z,Z); die Elimination zwischen den durch diesen 
Wert verbundenen Gleichungen und l x = M ergibt 



wo Qn ^ 2 , Q B Abktirzungen sind, deren Bedeutung aus 
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ft _ ft 



hervorgeht. In der Tat hat fur Q = $ 2 = Q B diese Gleichung in r 
gleiche Wurzeln, und die Gleichheit der Nenner derselben Grofien 
in den vorigen Beziehungen stimmt mit den Bedingungen des Kreises 
iiberein, (S. 151, Gl. (67).) Die BestirimuDgsgleichung fur r 2 erhalt 
die Form J.r 4 + 2J3r 2 + (7 = mit den Koeffizientenwerten 



Man kann sie auch schreiben 

16.S 4 - (3H) 3 r 4 +^4JS 2 Jf U(3H)(30)r 2 + lf 4 JL 2 -= 0, 

wo 3H und 30 durch (9) und (8) definiert sind, wanrend JR den 
Radius des dem Koordinatendreieck umgeschriebenen Kreises be- 
deutet. Bei rechtwinkligen Cartesischen Koordinaten lantet die ent- 
sprechende Gleichung 



Diese Gleicnungen naben in r 2 stets reelle Wurzeln. Die Unter- 
suchung derselben auf ihre Gleichheit und ihre Yorzeichen lieferb 
die bekannten Untersclieidungszeiclien der Kegelschnittarten. 

8) Der Inhalt F des Dreiseits der Polaren von drei Punkten 
P, , E in bezug auf eine Ellipse mit den Halbachsen a, & ist mit 
dem Inhalt PQE .des von ihnen gebildeten Dreiecks fur als 
Mittelpunkt der Ellipse durcb die Gleichung verbunden 



374, Die Bezielmng auf ein Absolutes. Die Bediugung ; 

unter der zwei Strahlen u\v, lit \v' oder bei trimetrisclien 
Normalkoordinaten u iy u? rechtwinklig zu einander sind ; nam- 
lich uu'+ vv'=Q bez. (vgl. Nr. 68) 

w x < + w 2 < + %%' (,%' + %<) cos 'J.! 

(^ 3 V + Wi^') COS ^1 2 (!/ + MgMiO COS J. s H- ; 

ist identisch mit der Bedingung, unter der diese Geraden 
harmonische Polaren sind in bezug auf das imaginare Kreis- 
punktepaar ? also in bezug auf den zerfallenden Kegelschnitt 
^+^=0 oder <&(w, w) 0. Daher ist die Beziehung der 
Hechtwirikligkeit ein besonderer Fall der Be&iehung zwischen 
harmonischen Polaren in lemg auf einen festen KegelscJinitt. 
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So tritt sie auch in die Satze ein. Aus dem Satze z. B. ; 
daB die Verbindungslinien entsprecbender Ecken von zwei in 
bezug auf denselben Kegelscbnitt einander konjugierten Drei- 
ecken sicb in einem Punkte scbneiden, folgt als Sonderfall 
der Satz ; daB die Hoben eines Dreiecks sicli in einem Punkte 
scbneiden, sobald a)(u,u) = Q an die Stelle des allgemeinen 
Kegelscbnitts gesetzt wird. Die Cbarakteristik der besonderen 
Kegelschnitte: Kreis, gleicbseitige Hyperbel und Parabel, die 
Beziebung des Kegelscbnittes auf seine Hauptacbsen, Brenn-- 
pnnkte und Leitlinien, alle diese metriscben Cbaraktere der 
Kegelscbnittstbeorie sind als abbangig von dem analytiscben 
Ausdruck fur das imaginare Kreispunktepaar erkannt worden. 

IFberbaupt ist der Begriff der Recbtwinkligkeit fur di$ 
ganze Winkelmessung von grundlegender Bedeutung, da er 
unmittelbar gestattet, die GleicJAeit von Winkeln zu definieren. 
Denn wir konnen den Satz von der Winkelbalbierung, im 
Hinblick auf jne Verallgemeinerung" des Begriffes, wiederum 
als einen Sonderfall des Satzes von der barmoniscben Be- 
ziebung zweier Strablenpaare bezeicbnen. Sind r l9 r% barmo- 
niscbe Strablen in bezug auf das imaginare Kreispunktepaar 
g 1} g% und \, 7i 2 barmoniscbe Strablen in bezug auf r ly r%, so 
sind g^\ und g z fi% gleicbe Winkel von verscbiedenem Sinn. 

tTberall ist bervorgetreten ; daft die imaginaren Kreis- 
punJcte nur einen ausgezeichneten Eegelschnitt darstellen, den 
man zur Definition des Messens als ein Absolutes benutet. Auf 
der Beziehung der geometrischen Gebttde auf ein absolutes Ge- 
Ulde jsweiten Grades lerulit alle Metrik, sowobl die der Ge- 
bilde erster Stufe oder der binaren bomogenen Formen, als 
die des ebenen Systems iiberbaupt oder der ternaren bomo- 
genen Formen. Dies soil im Folgenden nacbgewiesen werden. 118 ) 

375. Metrische Grundlagen erster Stufe. Wenn durcb 
f(x, x) s Ouxf + 2^2^^ + a 22 iT 2 2 = ein gegebenes festes 
Paar von Elementen bestimmt ist, so kann die Gleichung 
g(z, x) eines beliebigen anderen Paares von Elementen 
desselben Gebildes erster Stufe auf swd Arten in der Form 
, x) + lv x *== (a n x^+ Za^fy 
^a + f? 2 



(18) { 
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dargestellt werden. Denn die Paare f(x, x) = 0, g(x, x) 
bestimmen eine Involution, deren Doppelelemente <Jie durch 
die beiden moglichen Werte von v x bestimmten Elemente 
v y ' = 0, v x " = sind. In Erinnerung an die Bedentung einer 
Gleichung von der Form f(x, x) + A0 a 8 = in der Theorie 
der Kegelschnitte (Nr. 258), .die das System der den Kegel- 
schnitt f(x y x) = doppelt beruhrenden oder ihm ein- und 
umgeschriebenen Kegelschnitte bezeichnet, kann man sagen, 
das Paar g(x, x) sei dem Paare f(x, x) = ein- oder nm- 
gesclirieben, nnd die Elemente v x f == 0, v x " == seien als Mittel- 
punkt und Achse der Ein- und Umsclireibung zu bezeichnen. 
Das eine von ihnen ist das konjugiert harmonische des an- 
deren in bezug auf jedes der beiden Elementenpaare f und g. 
Wird also das eine durcb y oder x^y^ x^^Q dargestellt, 
so ist das andere notwendig 
(19) f(x, y) = a^x^ + a^(x^ + x^ + a^x^ - 0. * 

Wenn man nun in der Gleichung f(x } x)f(y } y^f 2 (x,y)^Q 
von Nr. 313, die in Nr, 361 wiederholt in bezug auf das liier 
entsprechende Problem gebraucht wurde, alle x$ enthaltenden 
Grlieder verschwinden lafit, so folgt ,die Identitat 

+ Onxfifaitf + 



(20) - {fii&yi + oufeyj + a^yO + 

I 



Man erkennt aus ihr, daB das eingeschriebene Elementenpaar 
g(x, x), fiir 6 als eine Konstante, in den beiden Pormen 

33 2/ 2 2 ) sin 2 19 
0, 

cos* 

dargestellt werden kann, je nachdem man von den Elementen 

tfc ~ ai^i - 0, flu^yt + a^C^y, + a^) + a 22 ^ 2 y 2 - 
das erste oder das zweite als Achse der Einschreibung ansiehi 
Behalt man die Bezeichnungen f(x,(v), f(y,y) und f(x,y) 
auch im binaren Grebiet bei, so kann man die Identitat (20) 
in der Determinantenform schreiben: 



(21) 



f(x, x) f(x, y) 

f(x, 2>) f(y, y) 



Mesaen und MaBgleichheit. 
a u aj 
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y, 



wobei a 12 = o 21 . Nach Hinzuffigung einer dritten Zeile ^(^ 
und mit Benutzung der Bezeichnungen 
/(y, *) = ouj^ + a a (y^ + y^) + a^y^, analog f(x, z), 
erhalt man, reohts ausnraltiplizierend, die Identitat 



(22) 
oder 



f(x,x) f(x,y) 



f(*,y) f(s, s 
, y) f (*, 



x, 
y a 
^0 
, x) 



0. 



Dies geht nacli Division (lurch f(x>x)f(y,y)f(2,0), wegen 
M *)Ay, y) cos 2 = ^(ar, y), ^, y)^ ) cos 2 ff - /(y, ,), 

f (*, a) fl*,)coB ?'-/*(*,), 
tiber in 

1 cos 2 - cos 2 0' cos 2 0" 2 cos cos 0' cos 0" = 
d. h. in (cos cos 0' cos 0") 2 sin 3 sin 2 0' 
und -cos (0 0') = cos 0". 

Da nun 0, 0' ; 0" nur durch die Cosinusquadrate bestimmt sind, 
kann uber sie so verfiigt werden, daB die Beziehung besteht 



(23) 



arc cos 



+ arc cos 



arc cos 



376. Aqtiidistanz. Denkt man unter den Elementen eines 
geometrischen Gebildes erster Stufe ein Paar E 1; E 2 als un- 
veranderlich man nenne es das absolute Paar , so kann 
jedes Paar yon Elementen dieses Gtabildes als ihm einge- 
schrieben angesehen werden. Es bestimmt dann mit jenem 
zwei Elemente als Doppelelemente der erzeugten Involution, 
nach dem Vorigen zu benennen als Mittelpunkt und Achse 
der Einsckreibung. Insofern das betrachtete Paar dem abso- 
luten eingeschrieben ist ; wollen wir es ein Ereispaar nennen, 
und jene Doppelelemente der Involution, die das absolute und 
das Kreispaar zugleich liarmoniscli teilen, sollen Mittelpunkt 
und Achse des Kreispaares heiBen, mit der Bestimmung, daB 
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jedem von ihnen w'ahrend einer und derselben Betrachtung 
derselbe Name (Mittelpunkt oder Achse) verbleibe. Aus dem 
Mittelpunkt nnd dem einen Element des Kreispaares bestimmt 
sich dessen anderes Element in einziger Weise; denn zuerst 
liefert der Mittelpunkt die Achse als das ilim in bezug auf 
das absolute Paar harmonisch konjugierte Element, dann das 
erste Element des Kreispaares das zweite als ihm harmonisch 
konjugiert in bezug auf Mittelpunkt und Achse. 

Fur alles Weitere ist der Begriff der Aguidistanz der 
Elements grundle'gend, und wir setzen ilin so fest, daB der 
Satz gilt: Die zwei Elemente eines Kreispaares sind dquidistant 
vom Mittelpunkt. Diese Definition ist namlieh die projektive 
Verallgemeinerung der Beschreibung gleicher Winkel in Nr. 374. 

Die Metrik der Grebilde erster Stufe grundet sich dann 
mathematisch auf folgenden V&rgang: Sind J5, E' zwei Ele- 
mente des Grebildes, so bestimme man ein drittes Element JE" 
desselben Gebildes so, daB J5J, E" ein Kreispaar vom Mittel- 
punkt E' sind; sodann E'" so, daB E' und E'" ein Kreis- 
paar vom Mittelpunkt E" sind; E"" so, daB E" und E"" 
ein Kreispaar vom Mittelpunkt E'" sind, usw.; ferner anderer- 
seits ein Element E* so, daB E', J5T ein Kreispaar vom Mittel- 
punkt E sind; E" so, daB E", E Q ein Kreispaar vom Mittel- 
E" sind, usw. Dann hat in der EeiJie . . ., E"\ E",' E\ E Q , 
E', E", E" r , . . . jedes Element von dm ihm nachsfbenachbarten 
Elementen gleiche Entfernungen in verschiedenem Sinn. Wenn 
die Elemente J5, E' einander nahe genug gewahlt waren, 
wird der ganze Trager des Elementargebildes in eine stetige 
Folge von beliebig kleinen und einander gleichen Elementar- 
distanzen geteilt; die Zahl derjenigen, die zwisclien irgend 
zwei Elementen des Grebildes eingeschlossen sind, gibt fiir 
diese letzten das MaB ihres Abstandes (Abst.). Fiir drei auf 
einander folgende Elemente E, E', E" gilt dabei die Funda- 
mentaleigenschaft von der Addierlwrkeit der Mafiunterschiede: 
(24) Abst. (E, E') + Abst. (E' t E"} - Abst. (Jg, JE") . 

377. Abstandsformeln. 1st das absolute Paar E 17 E 2 durch. 
f(x, a?) - dargestellt, so ist das ,,Kreispaar^ vom Mittelpunkt 
E'(y^ durch die Grleichung gegeben: 
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[25) f(x, x) f(y, y) cos 3 B-f(x,y) = Q. 

Sind E Q (x^ E ff (0^) die beiden Elemente des Paares, so 
bat man 



als Ansdruck der WaJarlieit, daB g i und ^ YOU y i gleichweit 
entfernt sind. Infolgedessen ist Abst. (E Q E f ) eine Funfction von 

(27) 



_ 

?(x,x)f(y,y] y (a^xS + - .) (a,,^ 2 + - ) 

deren Form durcli die Forderupg bedingt ist, daB ftir die 
Elemente JE? ; E' 9 E" die Funktionalgleiclmng (24) besteht. 

Nach der Formel (23) ? S. 299 wird derselben Gentlge 
geleistet, wenn man voraussetzt ; da/3 der Abstand von x i bis 
y i einem Bogen gleich sei*), der dm letsterlialtenen Ausdruch 
m seinem Cosinus liat, so daB 

(28) Abst. (E Q E'} = arc cos 
' 



oder, nach. dem fruheren gleiclibedeutend, 
(29) Abst. (E Q E'} - arc sin 



Die beiden Formen der Gleicliung des Kreispaares (Nr. 375) 
sagen dann gleichmaBig aus ; daB die Entfernungen der beiden 
Elemente E Q , E" desselben vom Mittelpunkt E' dem Bogen 6 
gleicb. sind, oder daB sozusagen 6 der B.adius dieses Kreises ist. 
Insbesondere hat man fur = die Bezielmng x^ 
#2^1 ^ ^; ^- k- ^ e Beiden Elemente fallen zusammen, tind 
fur 6 = \vt ist f(x, y} = 0, d. k die Elemente x i und y i bilden 
bezuglicli der Elemente des absolnten Paares ein harmonisclies 
Paar. Der Abstcmd zwisclien irgend zwei in lettug auf das 
absolute Paa/r Jiarmonischen Elementen ist stets ein Quadrant. 
Wir behandeln den Quadranten als die Einheit des Abstandes, 
d. h. wir driicken die numerisclien Abstandsangaben in Teilen 

*) EigentlicH kann ebensowoH ein konstantes Yielfache des arc cos 
ala Abstand bezeichnet werden. 
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des Quadranten aus, nennen also z. B. rechtwinklige Strahlen 
solche vom Abstand Ems. 

Neben dieser allgemeinen Messung bedarf insbesondere 
noch der Sonderfall einer Erorterung, wo das absolute Paa/r 
in ein doppeltes Element zusammenfallt. Dann fallt namlich 
das harmoniseh konjugierte eines beliebigen Elements in bezug 
auf das Absolute mit diesein zusammen. Daher kajin jedes 
Paar von Elementen als ein Kreispaar betrachtet werden, das 
das harmonisch konjugierte Element des Absoluten zum Mittel- 
punkt hat. Darnach kann wie vorher der Trager eines Ele- 
mentargebildes in beliebig kleine gleiche Elementarabstande 
zerlegt und die Entferrfung zweier Elemente des Grebildes 
durcb. die Anzahl solcher Elementarabstande gemessen werden, 
die zwischeir ihnen liegen. Aber die Eiriheit des Alstandes 
isi Jiier willMrlich, denn der Begriff des Quadranten hat keinen 
Inhalt mehr, so z. B. fur die gewohnliche Langenmessung. 

In diesem Falle ist % t a 22 a 12 2 = 0, d. h. der Abstand 
ist als ein Bogen vom Sinus Null gegeben. Durch tlbergang 
vom arc sin zum sin und Unterdriickung des verschwindenden 
Faktors erhalt man, fur (b^ 6 2 ir 2 ) 2 == als das absolute 
Doppelelement, den Abstand von x i und y i gleich 

_ 31^2 #S 2/1 _ 

" 



NachMultiplikation mit einem wiUktirlichen Faktor 

lafit sich der Abstand in der offenbar der FunktionaJgleichung 

genugenden Form einer Differenz schreiben 

(31) Abst. fo, yj = 4SLZ^& _ ^"^ . 

V } V<?W Mi Ms &12/X-&23/* 

378. Elliptisclie und hyperbolisohe Messung. Wir haben 
gesehen, wie aus dem Anfangselement E Q E' eine zusammen- 
Mngende Reihe gleicher Elemente, aus dem angenommenen 
Skalenteil die gauze Skala abgeleitet wurde. Beim gewohn- 
lichen Messen geschieht die Bildung der Skala oder des MaB- 
stabes durch Bewegung des ersten Teils im Endlichen; fiir 
die mathematische TJntersuchung ersetzen wir die Bewegung 
durch eine lineare Transformation, bei der die absoluten 
Elemente festbleiben. Die allgemeinen MaBe mussen dann 
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bei diesen Transformationen ebenso unveranderlich. bleiben, 
wie die gewolinlichen bei Bewegungen. Wird dann die Lage 
eines Elementes im Grebilde erster Stufe durcli den Wert # 
des Verhaltnisses zweier Veranderliclien # x : # 2 bestimmt, so ist 
/ 10 die Form der fraglichen Transformation, sobald wir 
die absoluten Elemente als die fundamentalen nehmen, d. h. 
durcli z = und # = oo ausdriicken. Durcli die wiederholte 
Anwendung dieser Transformation auf ein Element # ent- 
stelit dann die Elementenreihe #, >U, A 2 #, A 8 ^, usw, als die 
Skala, die durcli die erzeugende Transformation in sicli selbst 
iibergelit. Dabei ist A nur der Beschrankung unterworfen, daB 
alle Elemente mit ^ reell sind und in einerlei Sinn auf ein- 
ander folgen. Ist der Skalenteil die Eiriheit des Abstandes, 
so sind die Abstande der bezeichneten Elemente yon dem 
Elemente g gleich. 0, 1, 2 ? 3 ; usw. Die Unterabteilung der 

Skala wird dann durcli eine Transformation &' = 1^8 bewirkt, 
bei der man die n** Wurzel so zu wahlen hat, da8 das be- 
zeickaete Element zwischen g und l,g liegt. 

Dann ist der Exponent von A der Ausdruck des Ab- 
standes, oder der Abstand des Elementes g vom Elemente g' 
ist gleich dem dwell die Konstante log I dividierten Logarith- 
mus des Quotienten #':#. Da aber 2':$ das Doppelverhaltnis 
der beiden bezeichneten Elemente als Teilelemente des abso- 
luten Paares ist, so definieren wir den Abstand zweier Ele- 
mente als den mit einer Konstanten c rnultiplizierten Logcvrith- 
mus des DoppelverMltnisses, das sie mit dem absoluten Paar 



Dabei ist die Befriedigung jener Addierbarkeitsbedingung 
klar. Den analytisclien Ausdruck des Abstandes erhalten wir 
nun, wenn das Absolute wieder allgemein durcli f(x, x) = 
gegeben ist, indem wir nach. Nr. 329, i das Doppelverlialtnis 
bilden, das die Elemente x i9 y t mit dem absoluten Paar be- 
stimmen, also 

(32) w 

^ ' ^ x 

und der Atstand ist somit der cfache log desselben. Wegen 
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c log a 2ic - arc cos ~=- 
s 2T/a 

erhalt man aber fur diesen Abstand aucli den Ausdruck 

(33) c log (E*EsEE f ) - 2f c are cos 
V ' & ^ * 2 



der fur c = -J-i in den Ausdruck von Nr. 375 und 377 
ubergeht. 

Die "beiden Elemente des Absoluten sind als unendlich fern 
u letrackten, denn ihr Abstand von einem beliebigen anderen 
Element ist unendlich groB, namlich c log oder c - log oo. 
Wenn die Punkte des Absoluten reell gedacbt werden, so 
konnen von einem beliebigen Elemente aus nur die Abstande 
in dem Gebiete zwischen jenen gemessen werden ; in dem 
jenes Element selbst liegt; dies Grebiet ist dnrcb. zwei un- 
endlicli feme Elemente begrenzt ; und von dem Gebiete jen- 
seits derselben ist eine Kenntnis nicbt erreiclibar. Dies ist die 
Vorstellung der sogenannten Jiyperbolischen Mafilestimmung. 119 ) 

Wiinscben wir dann ; daB der Abstand reeller Elemente 
einen reellen Wert erlialte, so miissen wir, weil (E^E^E^ 
dann positiv ist, der Konstanten c einen reellen Wert bei- 
legen und forrnell den logarithmisclie'n vor dem zyklometri- 
sclien Ausdruck bevorzugen. 

Sind dagegen die Elemente des Absoluten konjugiert 
imaginar ? so miissen wir zuerst der Konstanten c einen rein 
imaginaren Wert c'i geben, damit der Abstand reeller Ele- 
mente reell sei. Alsdann ist ein solcher Abstand stets reell, 
aber nur nack der Periodizitat des Logaritbmus bis auf Viel- 
faclie einer reellen Periode 2itic *= %%c' bestimmt; es gibt 
keine reellen unendlich fernen Elemente. Die Gerade kebrt 
wie der sich drehende Strahl in sicb zuriick, und die Periode 
ist ihre Gesamtlange. Soil diese, wie die Drehung im Biischel, 
3t betragen, so ist c' ^ zu nekmen. Man hat so in der 
Winkelmessung ein Abbild fiir die Yorstellungen der ' eUipti- 
sclien Mafibestimmung. 

379. ParaboHsche Messung. Die am SchluB von Nr. 377 
betrachtete besondere MaBbestimmung unter Voraussetzung des 
Zusammenfallens der beiden Elemente des absoluten Paares 
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'entspricht der einzig moglichen besonderen Art linearer Trans- 
formationen, bei denen ein doppelt zahlendes Element unge- 
andert bleibt. Man kommt so auf die parabolische Mafibe- 
Mimmung, deren bekanntes Beispiel die gewohnliche Messung 
in der Greraden der Euklidischen Greometrie bietet. Ikr all- 
gemeiner analytischer Ausdruck ergibt sich dureli den M- 
lieren Grenzflbergang, bei dem der verschwindende Paktor 
( a ii a 22"~ a i2 8 ) m ^ einem unendlich grofi zu nehmenden c zu 
dem endlichen Werte (b^ 63^) zu vereinigen ist. Der 
nicht mehr yieldeutige, algebraische Ausdrnck gibt den Ab- 
stand als Differenz zweier Doppelverlialtnisse., die noch von 
'dem willkurlichen Element e 1 \ c% abhangen. 

Die Zuruckfiilirung auf Doppelverhaltnisse macht die 
Untersuchung entscheidend fiber die Prage nacli den tlber- 
haupt -moglichen Mafibestimmungen der Greometriey sofem 
jerie als ireine Zahlen unaVhangig von einer MaBbestimmung 
^erklart werden konnen. 

Von besonderem Werte ist nun ; daB in der Nahe eines 
testimmten Elementes die aUgemeine Ma/Sbestimmung stets Us 
auf Glieder hoherer Ordnung genau durch die lesondere ersei&t 
werden Jcann; fur diese Bezieliung erscheint der Ausdruck 
Beruhrung der Leiden MafSbestimmtmgen geeignet. Man muB 
dazu das dem gegebenen Beriihrungselement in bezug auf das 
absolute Paar der allgemeinen MaBbestimmung harmonised. 
konjugierte Element als das absolute Element der besonderen 
MaBbestimmung wahlen und die Konstanten geeignet be- 
stimmen. 

Sind etwa die Elemente des absoluten Paares, als liar- 
moniscb. zu ^ = und % *- oo gelegen, dureli =* a 2 be- 
stimmt, so findet man den Abstand des Elementes & vom 
Koordinatenanfang nach der allgemeinen MaBbestimmung als 

- 2ci arc tg J - 2ci{% - ^ + -~ - + - - }, 
und nacli der in # = berukrenden besonderen 



man die Konstante so wablt, daB sie mit dem ersten 

Salmon-Fiedler, anal. Geom.d. Kegelachn. H. 7 Aofl. 20 
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Glied der Klammer ubereinstimmt. Nebmen wir z. B. die ge- 
wobnlicbe Streckenmessung in der*Geraden ; so da8 8 deir 
Abstand vom Nullpunkt bedeutet, und die gewobnlicbe Winkel- 
messung in dem Biiscbel, dessen Strablen absoluter Ricbtung 
die Punkte # 2 ~ 1 ausscbneiden, so ist der die Strecke ss 

2 s Z & 

projizierende Winkel bestimmt durcb arc tg z = z -^ + T ---- r 
in der Tat der besondere Fall fiir 2ci= 1. 

Die tTbereinstimmung der aUgemeinen und der besonderen 
MaBbestimmung gilt nnr in der Nacbbarscbaft des Beriihrungs- 
elementes. Weiterhin bleibt eine elliptiscbe gegen die be- 
rubrende paraboliscb stets zuruck, d. b. gibt kleinere Werte 
der Entfernungen fur dieselben Punkte wie diese (a>0) ; 
wabrend eine byperboliscbe der paraboliscben voraneilt, d. h. 
groBere Abstandszablen gibt (a < 0). Diese Abweichung der 
aUgemeinen Mafibestimmung von der parabolischen nennt man 
Kriimmung derselben. Man definiert als ibr Krtimnvmgsmap 

~r~\ 9 namlicb das negativ genommene Verbaltnis des drei- 

facben zweiten Grliedes der Reibe zum Kubus des ersten. 
Das KrummungsmaB ist also bei reellen Elementen des Ab- 
soluten negativ und bei imaginaren positiv (fur c %i 
gleich Eins)-, fiir die parabolische MaBbestimmung, der eine 
unendlicb groBe Konstante entspricbt, ist es aber Null. 

380. Metrische Grundlagen zweiter Stufe. Das System 
der einen gegebenen Kegelscbnitt f(x 9 x) = doppelt beriib- 
renden oder ihm eingeschriebenen Kegelschnitte war in Punkt- 
koordinaten durcb f(x, x) + Av a! 2 = und in Linienkoordinaten 
durcb F(u, u) + xy u z = ausgedruckt. Wir nennen wieder 
die Beriibrungssebne v x = oder v t Achse der Einschre&fung 
und den Pol y u =Q oder y i der Berubrungssehne Mittelpunkt der 
Einschreibung. Wir scbreiben daber die Grleicbungen von v t 
und y. in der Form von Polaren: 



(34) 

Hierbei besteben (vgl (32), S. 136) die Identitaten 
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y>y)f(*,x} f*(y>*) A 
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(35) 



Infolge der ersten Identitat konnen wir ; fiir 6 als eine Kon- 
stante, der Ortsgleichung des eingeschriebenen Eegelschnittes, 
fiir den Punkt y i als Mittelpunkt der Einschreibung, die bei- 
den aquivalenten Formen erteilen 

f(v* ti) f(x* &} cos 2 f*(ti x\ = f(v* ti} f(x x\ sin 2 6 

I \y) y J I \ > J ^ VK> v / \yj "; w j / \y) y J I \"i *'/ w *** v 

Damit nun die Form f(y, y)f(x, x) cos 2 6 f*(y, x)***Q mit 
der vorausgesetzten Form f(x } x) + &f*(y, x)=*Q uberein- 
stimme, muB sein A - 1 : f(y t y) cos 2 6, wofiir auch 
1 = . A: F(v, v) cos 2 6 gesetzt werden kann, denn fiir 

wird F(v>v)* 



Der zweiten Identitat (35) gemaB konnen wir analog die Tan- 
gentialgleichung desselben eingeschriebenen Kegelsckaittes in 
aquivalenten Formen darstellen. Um aber dieselbe Eonstante 6 
brauchen zu konnen, miissen wir uns erinnern, daB die zu 
f(x 9 x) + A/" 2 (y, x) = geborige Gleicbung in Linienkoordi- 
naten von der Form F(u, u) + xF*(v, u) sein muB. Tat- 
s'acblicn findet man fiir sie: 

{ A + A F(v, v) } F(u, u) I F\v, u) - 0. 
Somit ist x = I :{A + AJP(t?,i?)} 1 : F(v,v) sin 2 0, und 
das Paar der aquivalenten Formen der Tangentialgleichung 
desselben eingeschriebenen Kegelschnittes lautet 

F(v, v) F(u, u) sin 2 6 JF 2 (v, w) ; 

F(v, v) F(u, w) cos 2 & A { a u (t? 2 % % w 2 ) 2 H 

Ahnlich wie in Nr. 375 erhalt man die durch Bildung 
des Determinantenprodukts zu beweisende Identitat 



(37) 



(38) 



2/3 



20* 
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Da fiir drei Punkte einer Geraden die Determinate rechtg 
verschwindet, ist wieder wie in Nr. 375 

, y)f(y, ti 



d. h. nach den vorher entwickelten Beziehungen 

arc cos '&*&' _|_ arc cos 
(39) 



are cos 



381. Absoluter Kegelschuitt. Man denke einen Kegel- 
sckoitt innerhalb des ebenen Systems als unveranderlich. wir 
nennen ilan den absoluten KegelschniU so kommt ztmaclist 
die Theorie von Nr. 376, 378, 379 mit ihin in folgenden Zn- 
sammenliang. Jedes Elementargebilde erster Stufe fiat mit dem 
absoluten Kegelschnitt zwei Elements gemeinsam namlich eine 
Punktreilie das Paar der Sclmittpxmkte, ein StraLlenbuscliel das 
Paar der beruhrenden Strahlen die das absolute Pacvr dieses 
G-ebUdes liefem. Insbesondere wird fiir die Tangenten des 
absoluten Kegelsclmittes als Trager von Reihen das absolute 
Paar ein Paar zusamraenfallender Punkte und fiir die Punkte 
des absoluten Kegelschnittes als Trager von Biischeln ein 
Paar zusammenfallender Strahlen. Die Theorie der Abstande 
fiir jedes einzelne von aHen diesen Grebilden erster Stufe ist 
in den genannten Nummern enthalten, und es bleibt nur die 
Vergleichbarkeit derselben von einem Gebilde zum andern zu 
begriinden. Dies geschieht aber einfacb durch die Voraus- 
setzung, daft die Einlieit des Abstandes fiir dieselben, der 
Quadrant, von einem Gebilde mm cmd&rn und fwr alle Gebilde 
des Systems dieselbe Grofie sei eine Voraussetzung, die da- 
durch schon im Vorigen stillschweigend gemaoht ist, daB der 
Quadrant durch das Symbol $% bezeichnet wurde. 

Nennt man dann den Pol einer Geraden, bez. die Polare 
eines Punktes in bezug auf den absoluten Kegelschnitt d6n 
absoluten Pol, bez. die absolute Polare, so gilt ferner das 
Cresetz: Der Alstand sweier Punkte oder 0weier Geraden ist 
gleich dem Abstand Hirer absoluten Polaren be0. ihrer absoluten 
Pole. Denn die Doppelverhaltnisse in zusammengehorigen Pol- 
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reihen und Polarenbiischeln sind untereinander gleich. Damit 
ist eine Vergleichbarkeit der Messung von Strecken und Win- 
keln begriindet, infolgedessen in dieser Geometrie von aUge- 
meiner MafSbestimmung die metrischen Beziehmgen in gleicher 
Weise dem Dualitatsprinzip unterliegen f me die projektiven. 

Unter der Entfernung eines Punktes von einer Geraden 
hat man seinen Abstand von dem Schnittpunkt der Geraden 
mit dem ihn enthaltenden Lote derselben zu verstehen; dieses 
ist die Verbindungslinie des Punktes mit dem absoluten Pol 
der Geraden (Nr. 374). Danach ist die Entfernung eines Punktes 
von seiner absoluten Polare (wie von alien seinen konjugierten 
Polen) oder die Entfernung einer Geraden von ihrem ab- 
soluten Pol (wie von alien ihren konjugierten Polaren) ein 
Quadrant. Ddher ist die Entfernung eines Punktes von einer 
Geraden das Complement der Entfernung der absoluten Polare 
des Punktes von der Geraden oder auch das Komplement der 
Entfernung des absoluten Pols der Geraden vom Punkte. 

Ein dem absoluten Kegelschnitt eingeschriebener Kegdschnitt 
heifit Kreis, und der Mittelpunkt und die Achse der Ein- 
schreibung heiflen der Mittel/punkt imd die Achse des Kreises. Auf 
alien Strahlen durch den Mittelpunkt bilden die Schnittpunfcte 
mit- dem Kreise Kreispaare nach Nr. 376. Also sind alle Punkte 
des Kreises aquidistant vom Mittelpunkt und ebenso alle Tan- 
genten des Kreises aquidistant von seiner Achse, wobei diese 
letzte Entfernung das Komplement der ersten ist. 

382. Abstandsformeln. Damit ergibt sich die analytische 
Ausdrucksform der gewomenen Begriffe. Stellt f(x, x) == oder 
F(u, u) ~ den 'absoluten Kegelschnitt dar, so ist die Orts- 
gleichung des KJreises vom Mittelpunkt y i (Nr. 380) entweder 

~ 5? i2/s)(^iy2"~ ir 2yi)+ } = 0' 

. ganz analogem Gedankengange wie in Nr. 377 erhalt man 
den Abstand der Punkte x i} y i in einer der beiden Formen 



(41) 



arc cos 

H 
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Auch gilt fiir die Abstande zwischen drei Punkten einer 
Geraden 

Abet (E, E'} + Abst. (E' 9 E") - Abst. (E, E"). 
1st ferner v. die Achse der Einsckreibung, so ist die Tan- 
gentialgleichung des Kreises 

F(v, v) F(u, u) sin 2 6 - F\v, u) - 
(42) 1 oder F(v, v) F(u, ) cos 2 A { a u (v a u 3 ? 8 ^3)^ + 

+ 2a^(v B u % - t\u 8 ) (v^ - t; 2 %) + } - 0. 
Der gAbstand" der beiden Greraden mit den Koordinaten u t , v i 
ist daher 

H h As (^a^ + ^s^a) + 



(43) 



arc cos - 



oder 



__ _ 

aorcsin 



Indem man endlicb. in der ersten Formel (41) die y { gemaB 
(34) durch (A^v^ + A^v^ + A iz v^) : A tind in der ersten Formel 

(43) die u durcli a n x^ -f 0*2 #3 + #-s#s> zugleich arc cos durch 
arc sin ersetzt, erhalt man fiir den Abstand des Punktes x t 
yon der Greraden v. den Ausdruck 

/AA\\ 

(44) { arc sin 

1 y ll ^ 8 + 

Auch die Formeln von Nr. 378 lassen sick unmittelbar 
auf das ternare Gebiet iibertragen, da der symbolische Aus- 
druck fiir das Doppelverlfaltnis zweier Elemente mit dem 
absoluten Gebilde zweiten Grades unverandert bleibt. Die 
Entfernung zweier Punkte x i9 y if bez. der Winkel zweier 
Geraden u if v { sind dann 



c log 



, y) 

bez c log 
8 



) _ F(u, u 



wo Cj d zwei beliebig, aber fest gewahlte Konstanten be- 
deuten, die nacli Nr. 378 passend zu spezialisieren sind. 

Hiernach erscheint der absolute Kegelschnitt als das Uib- 
endlickferne der Ebene, namlich als der Ort der Punkte, die 
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von jedem anderen Punkte einen unendlich groBen Abstand 
ihaben, nnd als die Htillktirve der Geraden, die mit jeder 
anderen Geraden einen unendlich groBen Winkel bilden. Irgend 
awei Pnnkte auf einer Tangente dieses Kegelschnittes liaben 
-den Abstand Null, irgend zwei Strahlen durch einen seiner 
Punkte bilden den Winkel Null, denn das definierende Doppel- 
verhaltnis hat den Wert Eins. 

383. Bewegungen in der Ebene. Es erftbrigt noch 
nachzuweisen, daB diese Theorie der allgemeinen MaBbestim- 
mnng in der Ebene mit den besonderen linearen Transfor- 
mationen, die den Bewegungen in der Ebene entsprechen, im 
engsten Zusammenhang steht. 120 ) (Vgl. Nr. 378.) 

Ein gegebener absolnter Kegelschnitt kann durch drei- 
faeh unendlich. viele lineare Transformationen in sich selbst 
tLbergefuhrt werden. Bei einer solchen Transformation bl^iben 
offenbar im allgemeinen zwei Punkte, die Doppelpunkte der 
projektiven Punktreihen sowie auch die zugehorigen Tangenten 
des Kegelschnittes, unverandert. Werden diese mit ihrer Beruh- 
r ( ungssehne als Fundamentaldreieck zugrunde gelegt, so hat die 
Gleichung des absoluten Kegelschnittes die Form as^ o^* 

Die Transformation 

(46) ai-W, ^-^^ a-W 

fiihrt diesen Kegelschnitt in sich selbst uber, wenn man hat 



Also ist dies noch auf einfaeh unendlich viele Arten moglich. 
Da hierbei das Verhaltnis x t x^: x^ seinen Wert behalt, 
so gehen alle Kegelschnitte des Btischels x x 9 Sa? 2 2 = in 
sich selbst uber. Hier hat man nun die reellen Transforma- 
tionen in zwei Gruppen zu scheiden, jenachdem A 2 = s +Y^ i ^ 
oder A 2 = ]/V^ ist. Die der ersten Ghrappe geben durch 
Wiederholungen und Kombinationen unter einander nur wieder 
solche, die der zweiten aber liefern je zu zweien eine der 
ersten. Sind z. B. der Kegelschnitt und die Doppelpunkte 
reell, so werden diese von je einem Paar homologer Punkte 
getrennt oder nicht getrennt. Nur die Transformationen der 
ersten Gruppe lassen sich durch Wiederholung einer reellen, 
beliebig kleinen Transformation derselben Art erzeugen, und 
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sollea als Bewegungen der Ebene bezeichnet werden; die der 
anderen Gruppe sind analog zu den Transformationen, die 
symmetrisch gleiche Figuren erzeugen. 

Dann ist das Vorige in dem Satze zusammengefaBt: Bei 
&iner Bewegung der Ebene geht der absolute Kegelschnitt in 
sick selbst tiber, und ebenso jeder Kegelschnitt (Kreis), der ihn in 
den beiden festbleibenden PunJcten beruhrt. Der Beriihrungspol 
ist der gemeinsame Mittelpunkt dieser Kreise, und die Be- 
wegung der Ebene darf daher als eine Rotation urn diesen Punltf 
'betrachtet werden. 

Da die Kreise auch dieselbe Achse liaben und dual ent- 
sprechende Eigenschaften gegen diese, so ist Bewegung oder 
also Eotation ein sick selbst dualer Begriff. 

Fallt insbesondere der Mittelpunkt der Rotation in den 
absoluten Kegelschnitt selbst, d. L unendlich fern, so wird die 
Bewegung als Translation der Ebene zu bezeichnen sein. Die 
Bahnen der Punkte der Ebene sind Kegelscbnitte, die den 
absoluten im Mittelpunkt der Translation vierpunktig berahren,, 
nielit aber gerade Linien. 

Nacb diesen Erklarungen ist offenbar der Satz begriindett 
Bei den Bewegungen der Ebene bleiben die Mafiverhaltnisse un- 
geandert. Diese Unveranderliclikeit der MaBverlialtnisse gilt 
aber auch von der anderen Art der den absoluten Kegelschnitt 
in sich uberfuhrenden Transformationen und uberdies von den 
im nachsten Kapitel einzufuhrenden reziproken Substitutionen. 

Sobald jedoch der absolute Kegelsehnitt selbst zerfallt, 
geht er nicht nur durch dreifach, sondern durch vierfach 
unendlich viele lineare Substitutionen in sich selbst fiber. 
Dreifach unendlich viele lassen sich in zwei Gruppen teilen,. 
die den Beziehungen der Kongruenz und diese sind die 
Bewegungen der Ebene und der Symmetric entsprechender 
Figuren zukommen; die ersten lassen jeden der beiden Punkte 
bez. Strahlen des zerfallenen absoluten Kegelschnittes unge- 
'andert, die letztgenannten vertauschen dieselben miteinander. 
Der noch ubrig bleibenden einfach unendlichen Reihe der er- 
wahnten Transformationen entspricht aber die Verallgemeinerung 
der direkten und der inversen Ahnlichkeit entsprechender Figuren* 
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384. BUiptisclie und hyperbolische G-eometrie sind die- 
far die Geometric allgemeiner MaBbestimmung gebrauchlichen 
Namen, jenachdem der absolute Kegelschnitt derselben ima- 
ginar oder reell ist (vgl. NT. 378). In der eUiptischen Geometrie 
gibt es weder reelle unendlich feme Punkte noch reelle Ge- 
raden, die mit anderen unendlich grofie Winkel bilden. Dem- 
zufolge kann man zu einer reellen Geraden durch einen reellen 
Punkt Jceine reelle Parallele zielien. Eine weitere Folgerung 
zeigt dann, dafi die Winkelsumme im Dreieck nicht Constant 
sondern grower oils zwei Reekie ist tmd zwar um so groBer, je 
groBer das Dreieck ist. 

Diese Eigenschaffcen weisen auf bekannte Besonderheiten 
der Geometrie auf der Kugel hin. Man kann die gewohnliche 
spharische Trigonometrie geradezn ein Beispiel zur allgemeinen 
elliptischen Geometrie nennen. Namentlich zeigt die spha- 
rische Geometrie die voile Herrschaft des Dualitatsprinzips. 
Streng genommen bezieht sich. jedocli das Beispiel der ellip- 
tischen Geometrie nur anf die Geometrie der Durchmesser 
und Diametralebenen der Kugel, sofern sie am Mittelpunkt 
ein Biindel bilden. Ist der Scheitel dieses Bundels in der 
Entfernung Eins von der Ebene tmserer Untersuchungen, so 
konnen wir den Abstand zweier Punkte der Ebene durch den 
Winkel ihrer Verbindungslinien mit dem Scheitel, den Winkel 
zweier Strahlen der Ebene durch den Winkel ihrer Verbin- 
dung^febenen mit dem Scheitel messen. 

Ist der absolute Kegelschnitt reell, so gilt an alien 
Punkten auBerhalb desselben 'und auf alien ilm schneidenden 
Strahlen die hyperbolische, an alien Punkten des Innern und 
auf alien ihn nicht reell schneidenden Strahlen die elliptische 
MaBbestimmung. Nur ein Biischel, dessen Scheitel im Innern 
liegt, kann von einem rotierenden Strahle desselben voll- 
standig durchlaufen werden. Irgend zwei Punkte des Innern 
haben einen endlichen, reellen Abstand, wenn wir die am 
SchluB von Nr. 382 eingefiihrte Konstante c nach Nr. 378 
reell wahlen. Denken wir uns im Innern des j&solMtm, so 
kann keine Bewegung (Nr. 383) uns aus demselben heraus- 
fuhren, sondern fur uns ist die Ebene durch dm selbst uner- 
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reichbaren absoluten Kegelschnitt vollig tegrengt. tTber das AuBere 
konnen wir also gar nichts aussagen, was wir nicht durch 
besondere Definition einfiihren. Die Geometrie im Inneren 
des absoluten Kegelschnittes, etwa eines Kreises, kommt der 
gewohnlichen um so naher ; je groBer der Kreis ist. 

Wir haben in dieser Geometrie neben Geraden, deren 
Schnittpunkt im Inneren liegt, auch solche, die sich nieht, 
d. h. im AuBeren schneiden und einen imaginaren Winkel 
einschlieBen. Stralilen, die sicli auf dem absoluten Kegel- 
schnitt schneiden, bilden den Winkel Null, sind also parallel. 
Durch einen Punkt gibt es somit zu einer Geraden #wei 
ParaUelen, die einen Winkel einschlieBen, dessen GroBe von 
dem Abstand des Punktes yon der Geraden abhangt. In dieser 
Geometric ist die WinJcelsumme im Dreieck Tdeiner als zwei 
Bechte, und zwar um so kleiner ; je groBei das Dreieck ist. 

385. Parabolisclie Geometrie. Nimmt man als absoluten 
Kegelschnitt ein Puriktepaar an*), so vertritt dessen Verbin- 
dungslinie doppelt zahlend den absoluten Kegelschnitt als Ort 
(Nr. 311). Eine gerade Punktreihe hat mit diesem nur zu- 
sammenfallende Punkte gemeinsam; die Metrik aller geraden 
Eeihen des Systems ist dalier speziell oder pcwabolisch (N"r. 379), 
wahrend dies bei einem wirklichen absoluten Kegelschnitt 
nur fur diejenigen Beihen eintritt, deren Trager ihn beruhren. 
Weil dagegen jeder Punkt des Systems mit alleiniger 
Ausnahme derer, die in der absoluten Geraden liegen mit 
den beiden Punkten des absoluten Kegelschnittes ein Paar 
von Tangenten (Verbindungslinien) bestimmt, so lleibt die 
Metrik des StraJdenbuschels durch die cdlgemeinen Formeln von 
Nr. 378 gegeben. 

Die Vergleichbarkeit der Abstande von Punkten in ver- 
schiedenen Geraden Tallt hinweg mit dem Versch winder des 
Quadranten als der allgemeinen Einheit der Distanz. Nennt 
man aber einen durch die beiden Punkte des Absoluten 
gehenden (eingeschriebenen) Kegelschnitt einen TLrm, so kann 
dieser zwr Vergleichung solcher Abstcmde in verschiedenen Geraden 

*) Ebenso kann offenbar eine Geometrie gedacht werden, bei der 
das Absolute aus einem Geradenpaar besteht. 
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dienen. Der Pol der absoluten Geraden in bezug auf ihn wird 
sein Mittelpunkt, jene Gerade seine Aclise der Einschreibung 
genannt, und es wird vorausgesetzt, daB alle Punkte des 
Kreises von seinem Mittelpunkt 
gleichen Abstand haben. DieKon- 
struktion des Euklid, urn durch 
einen Punkt A eine Strecke AD 
oder AD' gleich der Strecke BOzn 
ziehen (Fig. 38), gilt nach den hier 
gemachten Voraussetznngen : Man 
zieht AB, konstruiert fiber dieser 
Strecke das gleichseitige Dreieck ABE, verlangert seine Seiten, 
EB tiber A und B hinaus, um von B aus auf die letzte 

=* BC abzutragen und dann ans E mit dem Kreise durch 
F die erste in D zu schneiden. 

Da aber die Langeneinheit in der Metrik der geraden 
Punktreihe unbestimmt ist ; so fdllt die MoglicKkeit einer Ver- 
gleichung der Abstdnde innerhalb der Beflie mit Abstanden 
(Winkeln) innerhalb des Buschels weg. Dagegen kann der 
Abstand eines Punktes P von einer Greraden g mit dem Ab- 
stand zweier Punkte verglichen werden ; da er der Abstand 
desjenigen Punktes der Geraden g von P ist, in dem diese 
von dem zu ihr in bezug auf das absolute Punktepaar kon- 
jugiert harmonischen Strahle gesclinitten wird. 

Werden die Koordinaten der beiden Punkte des absoluten 
Kegelschnittes durch el und #/' bezeichnet, so lautet seine 
Gleichung in Linienkoordinaten (A = 0): 
(47) F(u, u) = 2 (^\ + Vi + *,'0 (VX + VX + <X) - 0- 
Mit der leicht verstandlichen Bezeichnung der Determinate 
aus den Koordinaten dreier Punkte lautet die Gleichung der 
absoluten Geraden (a?, /,/') und es tritt (ajj?V) a an die 
Stelle von Af(x 9 x) (Nr. 311). Daher gelten far den Abstand 
zweier Geraden u v die Ausdrucke 



(48) 



arc cos 



Ba 
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Fur den Abstand zweier Punkte % y i dagegen erhalt man 
ans dem arc sin durch denselben Grenzubergang wie in 
Nr.377 und mit einem verfugbaren Faktor G den algebraischen 
Ausdruck 



dessen Zakler, gleich Null gesetzt, angibt, da8 die Verbin- 
dungsgerade x { , y t durch einen der absoluten Punkte geht. 

Die elementare Metrik der Ebene ist derjenige tesondere ' 
Fall der pardbolischen Metnk, bei dem die imaginwren Eyeis- 
purikte den absoluten Kegelscnnitt darstellen (vgl. B. i) 2)). 
Die rechtwinkligen Koordinaten sind zu den metriscnen Unter- 
suehungen besonders geeignet infolge der einfachen Bezienung 
ihrer Fundanientalelemente zum imaginaren Kreispunktepaar. 

B. 1) Wexm man die Tangentialgleicimng des absoluten Kegel- 
schnittes in der Form O(M, u) = von Nr. 371 voraussetzt, nehmen 
die Torigen Gleidningen bekannte besondere Formen an, wenn 
man setzt: 

^'""JE^" !, # 2 /j = cos A z isin A B , # 2 " => cos A$ + i sin A$ , 
3' = cos J^-j-isinJ^, $$'=* cos-4 2 ~esin J. 2 . (VgLNr. 319.) 
Z. B. wird, wenn man in (49) die Konstante C ~ 4 : "J/2 setzt, 



2) Setzt man 






so wird die Gleichung des absoluten Kegelschnittes nach (47) 
F(u, u) = 2(u^+ % 2 ), und wenn man, wie bei rechtwinkligen 
Parallelkoordinaten, X^X^X B bez. durclx %,y,l ersetzt, und w t , u 2 , u% 
bez. durch w, v, 1, sowie y^ y% , 2/ 3 durcli a?',/, 1, so tritt 2 (^ 2 + 1; 2 ) = 
an Stelle von ^(w, w) 0, der absolute Kegelschnitt ist das ima- 
ginare Kreispunktepaar, und die Einfuhrung der genanuten Aus- 
drucke in (49) ergibt mit C = 4 : )/2 fur den Abstand der 
Punkte x | y und x | y' die bekannte Formel 



Ebenso erhalt man for den ,,Abstand" (Winkel) der Geraden 
l und tt f f>'l: 



, . 

arc cos ^ _ oder arc sm 



w s +t? 2 >v 2 +t> /s T/v+^yv 2 -^'* 
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Endlich ist der Abstand des Punktes x\y von der Geraden 
' ' ' ux-\-vy + l 



3) Man bestimme die Lange d der arts einer Geraden v x = 
durch den Kegelschnitt f(x, x) = herausgeschnittenen Sehne bei 
Anwendung von trimetrischen Norm alkoordina ten. 

Die Schnittpunkte sind nach Nr. 316 reell, wenn 



W 31 



positiv ist, und zwar wird das Schnittpunktepaar in laufenden 
Linienkoordinaten u t nach (11 a) in Nr. 309 durch die Gleichung 



U B tf 3 









; 3 ^ 2 > 8 
dargestellt, die, 1 nach Potenzen der u. geordnet, von der Form 
^fl*jfe w * w jfe ssa ^k Bezeichnen wir mit y f bez. ^ die Normalkoordi- 
naten der Schnittpunkte der Geraden v a =* mit der Kurve f(x> x) =- 0, 
so muB daher die Gleichung S^u^ = gleichbedeutend sein mit 
^ M # w =0, d. h. es muB eine Identit&t stattfinden von der Form 
-Sa ift w f w A .^ Qy u u , "wo Q einen gewissen Proportionalitatsfaktor 
bedeutet, oder es muB 2 a ik ^ (y t 8 k + 2/ A # f ) sein. 

Sind nun l , Z 2 , Z s die Langen der Seiten des Koordinatendrei- 
ecks, also I =l s = M dessen doppelter Inhalt, so wird 



Die rechts stehende GroBe gibt durch ihr Verschwinden die Be- 
dingung, unter det die gegebene Gerade einer Asymptote des Kegel- 
schnittes parallel ist, denn die Z f sind den Koordinaten der unend- 
lich fernen Geraden proportional. Ferner ist 



also 
analog 



und 



2 jfxy^(^):(:^ 



*t 
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Nun 1st das Quadrat des Abstandes zweier Punkte y^ # f gegeben 
durch die Formel 



die sofort aus (28) in Hr. 74 (Teil 1, S. 139) hervorgeht, wenn 
man daselbst E dureh IJ S 1 3 : 2Jf und %, a 2 , a s der Reihe nach 
durch # 2 3 y s 2 , %^i #i%> #1-% 2/g^i ersetzt. Man erhalt als- 
dann fur d* den Ausdruck 1 * 1 ) 



CD' 

x '* 



, 

Hier gibt die Klammer durck ihr Verschwinden die Bedingung 
&(v, t?) = 0, unte'r der die gegebene Gerade ^=-=0 durch einen 
der'unendlich fernen imaginaren Kreispunkte gent. 

1st ferner v^ M x = erne zur gegebenen Geraden parallele 
Sehne, so kann der Ausdruck fur die Lange dieser Sehne erhalten 
werden, indem man in dem oben abgeleiteten Werte von d* die 
Gro'Ben v t durch t . ty ersetzt. Vgl. auch Nr. 371, 3 und 229, 6. 

386. Verallgemeinerung metrisclier Satze. Die Erkennt- 
nis der wahren Natur der metrischen Beziehungen gestattet 
nunmenr in yerschiedenen Fallen die projektiy allgemeine 
Grestalt von geometrischen Satzen aufzufinden, wenn diese durch 
metrische Beziehungen, die sie enthalten ; aus jenem Bereiche 
von Wahrheiten ausgeschlossen sind ; die das Prinzip der 
Dualitat verbindet. So ist es in dem Falle des Satzes (Nr. 321 ; s) 
von der Beruhrung der einem Dreieck eingeschriebenen Kreise- 
mit dem Kreise ; der die Mittelpunkte der Seiten des Dreieeks 
enthalt. Wir haben bereits auf analytischem Wege in Nr. 361 ; 4 
die allgemeinere Form bewiesen, die diesem Satze zukommt: 
Die vier Kegelschnitte, die dieselben drei Punkte oder Tan- 
genten gemeinsam haben und zugleich einen festen Kegel- 
schnitt doppelt beruhren ; werden samtlich von einem Kegel- 
schnitt beriihrt, der mit dem gegebenen Kegelschnitt auch 
in doppelter Beruhrung ist. Die Auffassung der imaginaren 
Kreispunkte als eines Kegelschnittes, der mit den eingeschrie- 
benen Kreisen eine doppelte Beruhrung hat, weil jene in 
diesen liegen, fdhrt ohne Weiteres zu dieser allgemeineren Form 
des Satzes, Wenn der gemeinschaftlich beruhrende Kreis die 
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HohenfuBpunkte des Dreiecks enthalt, erkennt man, daB der 
gemeinschaftlieh beriihrende Kegelschnitt durch diejenigen 
Schnittpunkte der Dreiecksseiten mit den Geraden aus den bez. 
Gegenecken geht, die ihnen in bezug auf den festen Kegel- 
schnitt konjugiert sind, usw. 

B. l) Man hat den elementaren Satz: Wenn man durch den 
Scheitel $ eines rechten Wiokels (Fig.39)einenKreis und an diesen drei 
Tangenten so legt, daB die 
zwischen dem Beriihrungs- 
punkt und den Schenkeln 
des rechten Winkels ent- 
haltenen Abschnitte einer 




Oc von je gleicher Lange 
sind, so bilden die Beruh- 
rungspunkte nnd also auch 
die drei Tangenten ein 
gleichseitiges Dreieck. Hier- 
nach ist der Kreis dem Tan- 
gentendreieck eingeschrie- 

ben und berunrt also seine ^_ ^ 

Seiten in ihren Mittel- 8' ' " C " " '^ ^' 

punkten, d. h. in den kon- 
jugiert harmonischen zu den unendlicn fernen Punkten der Seiten; 
somit ist die unendlicn entfernte Gerade die Harmonikale desjeni- 
gen Punktes in bezug auf das Dreieck (vgl. Nr. 67, l, 2), in dem sick 
die drei Yerbindungslinien der Beruhrungspunkte mit den Gegen- 
ecken schneiden (Nr. 302), und sie ist zugleich seine Polare in 
bezug auf den Kreis. Die Schenkel des Winkels l)Stf bilden mit 
den in jener unendlich entfernten Geraden gelegenen Punkten des 
Kreises eine harmoniscbe Gruppe. 

Denken wir dann einen Kegelschnitt, der irgend drei Geraden 
beriihrt, so ist die Polare des Schnittpunktes der drei von den 
Beruhrungspunkten nacn den Gegenecken des umgescbriebenen 
Dreiecks gezogenen Geraden wieder die Harmonikale dieses Punktes 
in bezug auf das Dreieck; sie schneidet den Kegelscbnitt in zwei 
Punkten, mit denen diejenigen Geraden eine harmonisehe Gruppe 
bilden, die die Scbenkel des rechten Winkels vertreten. Sie be- 
stimmen in den Dreiecksseiten Punkte, die mit den Eeken Invo- 
lutionen erzeugen, fur die jeder Beruhrungspunkt ein Doppelpunkt 
ist. Solcbe zwei Geraden also schneiden sich immer in der Peri- 
pherie des eingeschriebenen Kegelschnittes; ihre Schnittpunkte bilden 
mit den Seiten des Dreiecks, den bez. Beriihrungspunkten des ein- 
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geschriebenen Kegelschnittes und den Punkten in der Polare je ein 
harmonisches System; ihre Schnittpunkte mit je einer Seite liegen 
in einem Kegelschnitt, der den entspreehenden Beriihrungspunkt 
<les eingeschriebenen Kegelschnittes zum Pol jener Polare hat, und 
fur den und den eingeschriebenen Kegelschnitt sie eine gemeinsame 
Sehne ist. 

Endlich aber darf man die Schenkel des rechten Winkels durch 
eine Kurve zweiter Ordnung ersetzen; denn die drei Punktepaare 
in den Seiten des Dreiecks, die mit den Ecken Involutionen be- 
stimmen, die den Beruhrungspunkt des eingeschriebenen Kegel- 
schnittes zum Doppelpunkt haben, liegen in einem Kegelschnitt, 
der die Polare zu der ib mit jener Kurve gemeinsamen Sehne hat. 
Dann gilt der Satz: Pur jede Gerade, die mit diesen Kegelschnitten 
sine harmonische Teilung bestimmt, liegt der in bezug auf den einen 
genommene Pol in dem anderen. 

2) Wenn zwei Kegelschnitte /"(#, #) = und#(#, #) = und das 
gemeinschaftliche Polar dreieck, ferner auf g zwei Punkte A, B 
und ihre Tangenten AT, J5T, some die zu diesen in bezug auf 
/(#, x) =* harmonisch konjugierten Geraden AT', BT' gegeben 
sind, so bestimmt die Harmonikale von T in bezug auf das Polar- 
dreieck in g zwei Punkte und JD, fur welche die zu ihren Tan- 
genten in bezug auf f harmonisch konjugierten Geraden durch 
denselben Punkt T r gehen. 

Denn in bezug auf den Kegelschnitt f(#, x) = 2x? = sind 
die Geraden a x = 0, "b a == harmonisch konjugiert, wenn Sa^ 
ist. Sind also #/ (i = 1 , 2 , 3) die Koordinaten eines der betrach- 
ieten Punkte von g(x,x) = J^#A= 0, so ist die zu seiner Tan- 
gente in bezug auf den Kegelschnitt f konjugierte Gerade durch 



dargestellt, und sie schneidet die den Punkten #/', #/" entsprechen- 
Geraden derselben Art im namlichen Punkte, wenn 



ist. Der Lage der Punkte #/, a?/', /" auf dem Kegelschnitt g(x, x) = Q 
entspricht fa?' 2 , a;" 2 , a?'" 2 ) ===== 0, und da die Summe dieser und der 
doppelten ersten Determinante dem Produkte von 



in die Determinante (#', a?'', #'") gleich ist, so muB die erste dieser 
^GroBen gleich Null sein, well die letzte es nicht sein kann. Die 
'Gleichung der die Punkte a;/, a?/' verbindenden Geraden liefert aber 
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far die Koordinaten ihres Pols T in bezug anf den Kegelschnitt 
.-a,0 



l t ^ I, -> 

d. b., da nach den Gleichungen Ajse/ 2 + = 0, ^tf/' 2 -{ --- = 
die Beziehung bestebt 

ArV^(<V 2 -V'VW 

, _ l _ 9 _ i ^ _ l __ 

W' + xj'xj * tf s X" + # 8 'X' " a*'**" + ^"~< " 
Die Harmonikale dieses Punktes T in bezug auf das Fundamental- 
dreieck hat daher die Gleicbung 

*i 0% V + ) + *2 fo V + a'XO + ^3 (^1^2" + ai'X') - ; 
tmd da diese bei Einfubrung der Koordinaten #/" an Stelle von 
x i in den vorbin aufgestellten verscbwindenden Ausdruck Hbergebt, 
so entbalt diese Gerade den Punkt C. Ein analoger Beweis gilt- 
aucb dem Punkt D. 

Gebt man bei der soeben durcbgefubrten Betracbtung nicbt von 
den Gleicbungen der beiden Kegelscbnitte in Punktkoordinaten aus, 
sondern von ibren Gleicbungen in Linienkoordinaten g?(w, u) = bez. 
%(w, w) = 0, und lafit man g> (w, u) == in das Paar der imagin&ren 
Kreispunkte ausarten, so werden die Geraden, die in bezug anf dieses 
Paar den in A und J?, C und D gezogenen Tangenten von %(w, u) 
tonjugiert sind, zu den Kormalen von %(w, w) == in A und J?, 
C tind D. Das gemeinscbaftlicbe System barmoniscber Pole liefert 
^en Mittelpunkt und die unendlicb fernen Punkte der Acbsen von %, 
und die Harmonikale des Pols T von AB in bezug auf dieses 
Poldreieck wird als die Yerbindungslinie der Punkte erkannt, die 
in den Acbsen auf den entgegengesetzten Seiten vom Mittelpunkt 
die Abstande des Punktes T baben; diese Gerade bestimmt auf % 
das Paar von Punkten 0, JD, deren Normalen mit den Normalen 
in A und J? in demselben Punkte T' zusammentreffen. 122 ) 

3) Wenn man die Normale eines Kegelscbnittes f(x, x) 
in einem seiner Punkte X> als die zur Tangente in bezug auf einen 
andern festen den absoluten Kegelscbnitt g(x, x) == kon- 
jugierte Gerade durcb den Punkt auffaBt, so bestebt das Problem, 
die Normalen von einem leliebigen Pmkte y t aus an den Kegelschnitt 
f(x, x) = m ziehen, darin, den Punkt X s desselben so zu be- 
stimmen, da6 die Gerade yX. durcb den in bezug auf g(x,x) = Q 
genommenen Pol der in X an /*(#, a?) = gezogenen Tangente gebt r 
oder anders ausgedriickt: die in X an f gezogene Tangente und 
die in bezug auf g = genommenen Polaren der Punkte X und y 
jotttissen durcb einen und denselben Punkt, den Pol der Geraden 

Salmon-Fiedler, anaL Geom. d. Kegelaohn. U. 7. AufL 21 
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yX in bezug auf g = 0, gehen. In dieser Fassung 1st das Problent 
der allgemeinen analytischen Behandlung zuganglich. m ) 

Man hat neben f(Z, X) = drei Gleichungen von der Form 



oder fur a f fc und l il: als Koeffizienten von f und g\ 



+ 

Bezeichnet man die ans den Elementen ha ijt + f*Z> fi gebildete Deter- 
minante mit A, die Unterdeterminanten dieser Elemente mit 4 tt , 
die Ausdriicke ^g'yj mit g^ so sind 



01^11 + ^2^12 + 
21 + ^2^22 + 
+ # 2 4j2 + 

die AuflSsungen der letzten drei Gleickungen nach den X t . Durch. 
Substitution in f(X, X) ernalt man 



Nach der bekannten Determinantenbeziehung 

4^*9*- 

geht diese Gleichung tiber in 

22Pi*4*22ffpff 9 4 p9 

da a <4 auch Ableitung von Aa a + ft5 t . A nach A ist, so ist 



Die Endgleichung erhalt daher fiir SI = 22g g q 4 pq die Form 



Sie bezeichnet fur / f als Veranderliche einen Kegelschnitt von fol- 
gender Entstehung: Er ist, wenn man A und ft als Konstanten be- 
trachtet, der Ort der in bezug auf den Kegelschnitt g = genom- 
menen Pole aller jener Geraden, die fiir die Punkte von f = die 
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Polaren in bezug auf den Kegelschnitt If + pg *= sind, der durch 
die Schnittpunkte von f = und g hindurchgeht. Die Glei- 
chung ist bei festen y { biquadratisch in I : p, und ihre invarianten- 
theoretische Untersuchung (vgl. Nr. 339) fuhrt auf die vollstandige 
LSsung des Problems der Normalen. Ihre Diskriminante zerfSllt in 
zwei Faktoren sechsten Grades; der erste gibt doppelt zahlend die 
Seiten des gemeinsamen Poldreiecks yon f nnd #, der zweite eine 
Kurve secnster Ordnung mit je zwei Eiickkenrtangenten in diesen 
Seiten (durch Achsen und unendlich ferne Gerade gebildetes Dreieck . 
und Evolute, wenn f und g konfokale Kegelscnnitte sind). Die erste 
Invariante der biquadratisehen Gleichung ist ein vollstandiges 
Quadrat ; ein durcli die sechs Biickkehrpunkte gehender Kegelschnitt 
mit demselbei^ Poldreieck (als Ort der Punkte mit aquianharmoni- 
schen Nonnalenbuscheln Nr. 358, B und Nr. 222); allgemein erhalt 
man fur beliebigen Wert des Doppelverhaltnisses zwei Kurven 
sechster Ordnung mit denselben Buckkehrpunkten, die in eine zu- 
sammenfallen fur die harmonischen (Normalen)-Buschel. 
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Einundzwanzigstes Kapitel. 
Von den reziproken Verwandtschaften. 

387. Lineare Beziprozitat. Als die wichtigsten Unte 
michungsmethoden der analytischen wie der reinen Geomefer 
haben wir die Lelire von den linearen Substitutionen od< 
Verwandtschaffcen und das Dualitatsprinzip erkannt Diei 
beiden Mattel gestatten aber nocli eine Verschmelzung in ein< 
neuen Elasse von Verwandtschaften. Ihrem analytischen Ati 
druck nach sind auch diese in der Eigenschaft der linear* 
Substitutionen, an die Stelle dreier Veranderlichen drei nei 
Veranderliche einzufiiliren, enthalten. 

Offenbar bleibt die analytische Theorie von Nr. 91 und 
absolut ungeandert, wenn wir das eine System von Verande 
lichen als Punktkoordinaten, das andere jedoch. als Linie 
koordinaten deuten, also die Substitutionen scbreiben 

(1) ftw/= ZvuXt oder pu^' - ^^ + cc^ + a 18 # 3 , usv 
und die Umkehrungen 

(2) ^=27A M <- ' 

Hiernach ist jedem Punkte x i des ungestrichenen eben< 
Systems eine Grerade uf des gestrichenen ebenen Systems z 
geordnet. Ebenso ist auch jedem Punkte #/ des gestriclien< 
Systems eine Grerade u t des ungestrichenen zugeordnet, namlic 
durch die transponierten Substitutionen 

(3) v it; - 2?a w o? A ', a?/ 



weil pUtf und vu^ nur dann identisch werden, Im allgemeine 
namlich so lange cc a von a ki verschieden ist ; entsprechm d&i 
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selben Element (Punltt, StraJH) der Ebene verschiedene reziproke 
Elemente (Strahl, Punkt), jenaclidein man es znm einen oder 
andern System getorig ansieht. 

Die ausndhmslos eindeutige Verwandtschaft zwiscken, je 
einem ebenen System von Punkten und einem ebenen System 
von Geraden wird als lineare Eeziprozitat leaeichnet. Unmittel- 
bar einleuchtende Analoga zu Satzen der Kollineation sind: 
Pimktreihen des einen Systems sind StraUenluschel des andern 
rezipro'k; reziproTte Beihen tmd Biischel sind projektiv (doppel- 
yerlialtnisgleicli, NT. 92). Vier Paare reziproTcer Elem&nte von 
unabhangiger Lage lestimmen die Verwandtsdiaft; die Konstruk- 
tion des einem gegebenen entsprechenden Elementes gescMeht 
durcli zweimalige Zuordming in reziproken Elementargebilden 
(Nr. 82). Zwei zu einem dritten reziprolce Systeme sind 8u ein- 
ander JcoUinear. 

Die ungestrichenen und die gestriclienen Veranderlichen 
konnen auf zwei unabhangige Koordinatensysteme bezogen 
werden. Wenn den ungestriclienen Fundamentalptmkten die 
gestrichenen Pundamentallinien als reziprok zugeordnet werden, 
dem EinlieitspTinkt dort die Einheitsgerade liier, so treten an 
die Stelle der Snbstitutionen die einfachen Proportionalitaten 
(4) < : <: w s '= OJL : x* : x^ % : %*: U B =- #/: a?,' : x^'. 
In den folgenden Untersuclmngen werden wir dagegen aUe 
Koordinaten auf dieselben festen Elemente beziehen; die vorigeji 
Proportionalitaten wtirden dann nicht mehr die allgemeine 
Keziprozitat definieren. 

388. Pol- und Polarkegelsclmitt. Nach den allgemginen 
Substitutionen besteht zwischen den Koordinaten zweier Pulikte, 
yon denen der eine in der reziproken Geraden des anderen 
liegt, die bilineare GHeickung 2a ik xfx k =Q oder 



(5) ,-^ W T-** -T W-r-fcW* T. 

^ 

Daher gibt es auch Pwn&fe, A'e twf den ihnen regiproken Ge~ 
d. h. fttr deren Koordinaten x t = *,' die Gleir 
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chung (5) erfullt wird. Diese Puntte liegen also auf dem 
Kegelschnitt SK^X^ = oder 

*3s V + (to 



den man den Polkegelschnitt der Reziprozitat nennt. Durch 
jeden Punkt desselben gehen zwei Strahlen p, p', die ihm 
reziprok zugeordnet sind ; jenachdem er als Punkt P f oder 
Punkt P angesehen wird. 

Ebenso gilt fur zwei Strahlen, deren einer durch den 
reziproken Punkt des anderen geht, die Beziehung ZA iJc ul it k = 0, 
und die Strahlen, die durch die ihnen reziproken Purikte 
gehen f umhuUen einen Kegelschnitt 2A ik u i u k =O y den man 
zum Unterschied von dem vorigen den Polarkegelschnitt der 
Be#ipro#itat nennt. Seine Gleichung kann man in den Sub- 
stitutionskoeffizienten ffelbst schreiben 



( 7 ) 

I % 'it s w 3 

Man nennt diese beiden Kegelschnitte die Ordnungskurven 
der ressiprdken Systeme, denn mit ihrer Hilfe definiert man leicht 
den Zusammenhang entsprechender Elemente. Einem Punkte 
des Polkegelschnittes entspricht die eine oder andere der von 
ihm an den Polarkegelschnitt gehenden Tangenten, je nachdem 
man ihn als dem ersten oder zweiten System angehorig be- 
trachtet; einer Tangente des Polarkegelschnittes entspricht 
der eine oder der andere von ihren Schnittpunkten mit dem 
Polkegelschnitt, je nachdem man sie dem einen oder andern 
System angehorig ansieht. 1st dann aber einem Punkte des 
Polkegelschnittes, als zu einem der Systeme gerechnet, eine 
bestimmte der Tangenten zugeordnet, so kann fur jeden folgen- 
den Punkt keine Zweideutigkeit mehr bestehen. Denn bewegt 
sich der urspriingliche Punkt auf dem Polkegelschnitt in eine 
zweite Lage, so muB auch die reziproke Tangente des Polar- 
kegelschnittes sfcetig in die der zweiten Lage entsprechende 
ubergehen, Dasselbe Stetigkeitsprinzip gilt im dualen Fall, 
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Urn nun die Geraden p',p zu bestimmen, die einem be- 
liebigen Punkte P, P' der Ebene entspreehen, zieht man von 
dem Punkte an den Polarkegelschnitt die TangentenP^ 17 P$P 2 - 
bestimmt ihre Schnittpunkte P 1; P/; P 2 , P 2 ' bez. mit dem Pol- 
kegelschnitt so, daB, wenn ^ nach 5(J 2 bewegt wird, P x mit 
P 2? P x ' mit P 2 ' zusammenfallt, und erhalt in dem Paare ihrer 
Verbindungslinien P/ P 2 ' ; P 1 P 2 die Geraden jp', ^>, die dem 
Punkte entsprechen. Um den einer gegebenen Geraden p, p' 
entsprechenden Punkt zu finden, bestimmt man ihre Schnitt- 
puntte P 1; P 2 mit dem Polkegelsctnitt und zieht Ton diesen 
die Tangenten P^ 1; P^/; P^ 2 , P 2 5(5/ bez. an den Polar- 
kegelschnitt so ? daB P i? ^, $)}/ stetig in P 2 , 5p a , 5jJ 2 ' iiber- 
gefiihrt werden; entsprechen dann P^', P 3 ^ 2 ' den P x und 
P 2 i im ersten System, so ist ihr Schnittpunkt P der der Ge- 
raden entsprechende Punkt im ersten und der Schnittpunkt 
von P!^! mit P 2 5(J 2 der ihr entsprechende Punkt P' im 
zweiten System. Insbesondere nennt man den der unendlieh 
feraen Geraden eines Systems reziproken Punkt den Gegen- 
purikt des anderen Systems. 

389. Involutorisch.es Tripel. Die fieiden Ordnungskurven 
sind miteinander in doppelter Beriihrung. Denn fiir einen 
Schnittpunkt derselben fallen beide zu ihm reziproken Geraden 
mit der in ihm beriihrenden Tangente des Polarkegelschnittes 
zusammen. Es mussen daher auch ; damit dieser Geraden nur 
ein Punkt reziprok sei ; die Schnittjjunkte dieser Tangente 
mit dem Polkegelschnitt zusammenfallen. Also beruhrt die- 
selbe die Ortskurve und die Hullkurve in ihrem gemeinschaffc- 
lichen Punkte; die vier Schnittpunkte beider vereinigen sich 
daher in zwei Beruhrungspunkte. Man beweist dies auch 
analytisch, indem man aus Her mit den u t gesaumten Sub- 
stitutionsdeterminante (7) in Nr. 388 durch Entwicklung bildet 
(8) A^ + + (A^ + A^u,u, + - 

und alsdann durch Saumung der Diskriminante von (8) mit 
-den x i die Gleichung des Polarkegelschnittes in Punktkoordi- 
naten V =* 0, wo 
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deun man findet durcli Subtraktion des Quadrates der linearer& 
Punktion 



von F den Rest 



der leicht als das Produkt des durch (6) definierten Aus- 

drucks U fiir den Polkegelschnitt in das Vierfache seiner 

negativ genommenen Diskriminante A erkannt wird. Man, 

hat also in der Tat 

(10) r^-4AU + {(A is -A M )x 1 + --r. 

Infolge dieses Zusammenhanges entfallt auch. die scheinbare* 

Zweideutigkeit der vorher gegebenen Konstruktion. 

In dieser sind nach Nr. 297 die Punktreihen zweiter Ord- 
nung P 19 Pg,...; P/, P a ',... auf U=*Q, ebenso die Stratlen- 
buscliel zweiter Klasse P^, P 2 $P 2 , . .; PI?/, P 2 ?s';-' atl 
F== untereinander derart projektiv, daB ihre Doppelelemente- 
die ScLnittpunkte A 19 .A B der reellen Beriikningssektie A^A^j, 
bez. die gemeinsamen Tangenten A^A^ A%A S des reellen Be- 
ruliruiigspols A% sind; daB ferner der Schnittpunkt der Ver- 
bindungslinien P^P^j P 2 Pi' auf A 1 A 9 liegt, bez. die Ver- 
bindungslinie der Sclmittpunkte P^, PS?/, P 2 ? 2 ; PI?I' 
durck -4 2 geht. Diese Bemerkung genugt in der Tat, urn die 
Konstruktion obne Benutznng des Stetigkeitsprinzips eindeutig 
zn machen. 

GremaB dieser Konstruktion sind die beiden Beruhrurtgs- 
purikte AI, A B und die dwrch sie gehenden gemeinsamen Tan- 
genten A^A^^ A$A%, daher auch der Beruhrungspol A% iwd die 
Beruhrungssehne A^A^ reriprok, ob man sie nun zum einen 
oder andern System rechnet, also, wie wir sagen wollen ? in- 
voMorisch r&siprok. Von diesen drei Punkten und Geraden 
liegen also zwei reziproke Paare ineinander ? das dritte ? stets 
reelle, aber nicht. 

Es gibt in einer Resiprozitat nur ein Tripel involutorisch 
resiprolcer Elemente. Denn, damit fiir einen Punkt x i = y ir 
$i=*yi die reziproken Geraden u! und u 4 zusammenfallen^ 
mtissen nacli (1) und (3) die Gleichungen bestehen 
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oder (a ilt Qcc^y^ 7 
was nur far drei Werte von Q moglich ist. 

De einfachsten analytischen Ausdruck der Reziprozitat er- 
lialt man in bezug auf das involutorisclie Tripel als Fundamental- 
dreieck. Denn, soHen den Punkten 1 1 1 0, 1 1 1 0, 1 1 1 
die Geraden 0|0|1,0|1|0, 1|0|0 vertauschbar entspreclien^ 
so mussen ^ =- 0, a ss =0, o^ Q, ^ 0, a 23 0, o^ = 
sein; also lauten die Substitutionen 



(11) { 



und die Grleichungen der Ordnungskurven (Nr. 388) 



Im allgemeinen, namlich so lange && > ct 31 ist, entspriclit 
jedem Elemente der Ebene nur ein anderes als doppelt re#iprok 
(vgl. Nr. 387), einem Punkte der Schnittpunkt seiner beiden 
reziprokto Stralilen p, p, einem Strahl die Verbindungs- 
gerade seiner beiden reziproken Punkte P ; P r . Die Koordi- 
naten y i und v f dieser Elemente sind 

(12) 

Da somit y t : y B = ^ : o: 3 , v t : v s == % : z% ist ; 50 Zie^e^ doppelt 
rezi/proke PwMe auf Strahlen au$ dem Seruhrungspol und 
doppelt reziproke Strahlen schneiden sich auf der Beruhrungs- 
sehne. Dies liefert eine lineare Konstruktion von A% und A A 
aus gegebenen Elementenquadrupeln. 

Weil die vorige Substitution vom zweiten Grade ist, so 
nennt man auch die Venvandtschaft der doppelt reziproken Ele- 
mentenpaare vom zweiten Grade. Wir betrachten sie in Kurze- 
am SchluB des Kapitels. 

B. Das anschaulichste Beispiel der Eeziprozitat wird durch. di& 
einfachste Wahl zweier Kegelschnitte in Doppelberiihrung erhaltenr 
Die Ordnungskwrven stien &wei Tsonsentrische Kreise 



Da die Tangentialgleichung zn V lautet ^ 2 3 (w a + v*) + 1 O r 
so sind die Bedingungen fi3r die Substitutionsko^ffizienten zu er- 
fullen or = a 1 , "" -^22 =" ^^2 3 ^33 = ^i 2 ? ^ss "= * 
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und a i4 a t j, A ik = -4 H , falls t + *; aber aus A Ll -4 S2t 
folgt of 18 2 =a 23 s , aus J. 12 = -4 81 aber a 18 a n 0. Da endlich 
I = ff 2 -f 1 und 3 = i 3 ist > so * st zu setzen 



ax 



Analog konnen zwei gleichseitige Hyperbeln mit gemeinsamen 
Asymptoten gebraucht werden. 

390. Polarsystem. Die vorangehenden Eigenschaften 
einer allgemeinen Reziprozitat hinsicbtlicb. involutorisch rezi- 
proker Elements sind daran gekaupft, daB wenigstens ein 
Substitutionskoeffizient cc ik von a ki verschieden sei. In der 
Tat lehrt der Anblick der Substitutionen, daft unter den Be- 

dingungen __ 

a t* ~ a * 

atte regyprohen Elemente einander vertauscJibar ent&prechen. Es 
liat dann keinen Sinn mehr zweierlei, in derselben Ebene 
liegende reziproke Systeme zu untersclieiden, sondern in dieser 
involutorischen Re#ipro0itat sind je ein Purikt und eine Gerade 
der Ebene einander eindeutig zugeordnet, vermoge 

(13) 



Die beiden Ordnnngskurven der Keziprozitat fallen in 
-einen Kegelsckaitt f(x, x) = Za^x^^^ 0, die LeitJcurve oder 
Direktrix der involutorischen Reziprozitat, zusammen. Die 
Gleichung der zum Punkte y i reziproken Geraden 2a ik y t x k = 0, 
ebenso die Anwendung der Konstruktion in N"r. 388 zeigt, 
daft die zugeordneten Elemente Pol und Polare in lezug auf 
die Leifkurve sind. Man bezeichnet diese Zuordnung daher 
als Pofarreriprofrit&t und faflt die reziproken Systeme als Polar- 
system zusammen. Pole, Polaren und Polar dreiecke, Mittel- 
punkt, Durchmesser und Achsen der Leifkurve oder des Polar- 
systems sind gleichbedeutende Benennungen. 

Eine Ee0ipro0itat } die #wei involutorische Paare von nicht 
in einander liegenden JElementen enfhalt, ist eine Pdtovrreziprozitat. 
Denn sind A l und a ly A% und a 2 vertauschbar ; so t sind es 
auch a^aC/ig) und A 1 A 2 (a B ), d. h. es gibt ein Polardreieck 
Nehmen wir dieses zum Fundanaentaldreieck der 
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Koordinaten, so entsprechen sich x i ^Q und w $ .= nur, 
wenn cc ik -= (i ^ &), also lauten die Substitutionen 



die Gleichung der Leitkurve ist -Sa,^* 0. Dalier er- 
fordert die Bestimmung der Konstanten die Angabe eines 
weiteren Elementenpaares A^ a. Das Polarsystem ist also 
durch drei Elementenpaare bestimmt } die kein Pola/rdreieck bilden. 
Jedes weitere Elementenpaar P y p ist durch zwei Projektivi- 
taten zugeordnet 
(A 1 A) AS A^P) fa - a^ajof] , (A 2 A B A l A^P) = fa - a^a^i) . 

Die Leitkurve des Polarsystems wird als Ort und Hull- 
kurve der in einander liegenden Elementenpaare erhalten. 
Auf jeder beliebigen Geraden ist eine Punktinvolution definiert 
durch ihre Scnnittpunktpaare mit A^, a i} die die Schnitt- 
punkte mit der Leitkurve als ihre Doppelpunkte liefert. Daher 
sind alle Konstruktionen der JLegelschnittlehre im Polarsystem 
reell durchfuhrbar, unalihangig von der Realitat der Leifkwrve. 
Die Einfiihrung des Polarsystems bedeutet so genau dieselbe von 
der Realitat unabhangige Definition fur die Kurven zweiten 
Orades ; wie die der Involution fur das Punktepaar. Man kenn- 
zeichnet das Polarsystem aucli kurz als ebene Involution. 
tlbrigens ist das Polarsystem mit imaginarer Leitkurve mit 
Hilfe der Satze von Nr. 16, 17 und 18 leicht dadurch zu 
eharakterisieren, dafi dann einem Pol im Innern eines Polar- 
dreiecks eine Polare entspricht, die ganz aufierhalb desselben 
Kegt, 

B. 1) Ist ein Polardreieck A^A^A^ (Seiten bez. a t , a 2 , a 3 ) 
und ein Paar -4 4 , a gegeben, so sind auch. fur *= 1, 2, 3 die 
Geraden A 4: A i und bez. die Punkte a 4 a f Paare von Polaren und Pol. 
Hiermit sind auch die Involutionen harmoniscner Polaren und har- 
monischer Pole an den Punkten A, . . A und in den Geraden 
% 5 a J e durch zwei Paare bestimmt. 

Urn dann zu einer beliebigen Geraden der Ebene den Pol zu 
Iconstruieren, nimmt man zu ihren Schnittpunkten mit fl^, a 2 , tf s 
die entsprechenden in den bez. Polinvolutionen, Der Schnittpunkt 
ihrer Yerbindungsgeraden mit den Gegenecken A ly -4 2 , A$ bez. ist 
der gesuchte Pol. So erhalt man insbesondere den Pol der unend- 
lich fernen Geraden oder den Mittelpunkt des Polarsystems; so 
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auch die Involution harmonischer Polaren, die das Polarsystem in 
ifrm bestimmt, insbesondere ihr Eechtwinkelpaar und ihre Doppel- 
strahlen: die Achsen und die Asymptoten der Leitkurve. 

Mittelpunkt, Achsen, auch Brennpunkte und Leitlinien sind in 
jedem Polarsystem reell; die Brennpunkte sind (Nr. 300, 6) die 
Doppelpunkte der Involutionen in den Achsen, die durch ihren 
Schnitt mit einer beliebigen Geraden p und den Schnitt ihrer Nor- 
male aus ihrem Pol P als zweites Paar bestimmt werden, wahrend 
Mittelpunkt und bez. Achsenrichtung ihr erstes Paar bilden. 

Ist die Leitkurve reell, so findet man unmittelbar als Doppel- 
elemente der bezuglichen Involutionen ihre Schnittpunkte mit zwei 
Seiten des Polardreiecks und die zugehorigen Tangenten als ihre 
Verbindungslinien mit den bez. Gegenecken derselben, also- vier 
Punkte mit ihren Tangenten. Die Bestimmung des Polarsystems 
aus den Achsen oder aus einem Paar konjugierter Durchmesser ist 
davon nicht wesentlich verschieden. 

2) Wenn das Polarsystem durch die Achsen und ein Paar 
von solcher Lage bestimmt ist, daB die Polinvolutionen in den 
Achsen (also auch in der unendlich fernen Geraden) elliptisch sind 
oder seine Leitkurve eine Ellipse ohne reelle Peripherieelemente 
ist, so kann man sie vertreten lassen durch die reelle Ellipse, die 
die symmetrischen Paare der Involutionen zu Scheiteln hat. Die 
Konstruktion zeigt sofort, daB die Polaren desselben Punktes und 
ebenso die Pole derselben Geraden fur die imaginare und fur die 
reelle Ellipse in bezug auf den Mittelpunkt symmetrisch parallel 
liegen (Antipolare wnd Antipol). 

391. Polarreziprozit'at ist im aUgemeinen rnir eine 
besondere Lage allgemein reziproker Systeme, also nicht 
wesentlich von der allgemeinen- Reziprozitat verschieden. Man 
kann namlich durch Verschiebung und Drehiung des einen 
von zwei reziproken Systemen beide in involutorisclie Lage 
bringen. Bezieht man die aUgemeinen Substitutionsformeln 
anf rechtwinklige Koordinaten und setzt f ur x \ y die aUge- 
meinsten Ausdrtlcke einer reditwinHigen Koordinatentransfor- 
mation, so wird 

k + x cos <p - y sin < 
w0 + x sin < 

(14) 

1 - - f \ + x sin y + y cos y) + a 28 , 

x sin gj + y cos <p) + < 



2/0 

l^l) COS y "" 
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Die Ordnung der recliten Seiten nacL. dpn Veranderlichen 
$, y zeigt, dafi man x , y Q , <p so zu bestimmen hat, daB 
aj -= cc ki ' 1st. So ergibt sicli 

KU sin 9? + #12 cos 9 ^ a 2i cos 9 + a s ^ 9 '> 
(15) CC^X Q + 0^,2/0 + OM a sl cos 9 + a s2 sin <p, 

21 #0 + ^2^0 + ^23 ** ^31 Sin 9 + ^32 COS 9>- 

Die erste dieser Gleichungen liefert zwei Werte von <p, 
die andern bestiinmen sodarm X linear: 



(16) 



Greometriscli betrachtet kann diese Transformation auf 
folgende Weise geschelien. Man bestimmt znerst in jedem 
der Systeme den G-egenr oder Mitfd/pwTd, der der unendlich 
fernen Geraiden als einer Gteraden des anderen Systems ent- 
spriahtj dessen Strablen also den Kichtungen in demselben 
entsprechen. Bringt man dann diese beiden Punkte durch 
Lagenveranderung eines Systems zur Deckung in 0, so sind 
nnd die unendlicli feme Gerade unverandert nnd involntorisch. 
reziprok. Dieser Punkt wird der gemeinschaftticlie Mittel- 
punkt, seine Strahlen werden Durchmesser der beiden Ord- 
nungskurven sein, die nun, weil sie in doppelter Beruhrung 
bleiben miissen, zu ahnlichen und konzentrischen Kegel- 
sclinitten werden. (Nr. 226.) Man liat ferner noch nnd oo 
als Elemente eines Polardreiecks zu nehmen. Daher muB man 
das eine der beiden reziproken Systeme so um den gemein- 
samen Mittelpunkt drehen, daB die einer Richtung A rezi- 
proke Gerade OA' die namliche ist, ob man dieselbe zum 
einen oder zum andern System zahlt; dann gilt dasselbe filr 
jede Richtung B und die reziproke Gerade OB' (Nr. 94). Es 
besteht dann Inyolution zwischen den Buscheln OA 9 J5, . . ; 
OA, OB'. Da nun aber die absoluten Richtungen der Ebene 
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bei jeder Drelmng des Systems unverandert bleiben, so sind 
durcli eine solclie die reziproken Greraden einer derselben 
wirklicli zum Zusammenfallen zu bringen. (Vgl. B. 3.) 

Aber wir erzielen die involutorische Vereinigung durcli 
reelle Konstruktion; denn die Durclunesser der beiden ur- 
sprunglichen reziproken Systeme bilden zwei zu einander 
projektive Biiscliel, in denen je zwei einander entsprechen, 
von denen der eine der Richtung des andern zugehort. Unter 
diesen Durchmessern gibt es im allgemeinen nur ein Paar zu 
einander rechtwinkliger q, r, denen ein Paar rechtwinklige 
konjugierte q' } r' entsprechen. Hire Verkehrt- Vereinigung q' 
mit r ; / mit q fuhrt zur Involution und liefert die Achsen 
der Leitkurve. Dalier ist die involutorische Lage nur auf 
zwei Arten herzustellen und hangt an der Endlichkeit der 
Koordinaten X Q) y Q des Mittelpunktes 0, also an fl^^ai ^^n^5 
der Pall der GrleiclJieit ist zunachst ausgeschlossen; bei para- 
bolischer Leitkurve ist er verwirklicht. 

Wir konnen aber mit den wie oben bestimmten X Q) y^ y 
die Gleicliiiag der Leitkurve aus den nach den Veranderlichen 
geordneten Bedingungsgleichungen S. 333 sofort schreiben: 

(cc 11 cos <p + 12 sin 9?) x* + (<% cos 9? a^ sin 
+ 2^ cos q> _ sin 



und betrachten nun ikre Diskriminante 
^'= o^jj cos g?^ sing) # S2 cpsg? c 



Entwickelt man sie nach den Elementen der letzten Spalte, 
so findet man die zugehorigen Unterdeterminanten unter Be- 
rucksichtignng der Bedingungsgleicliungen (15) gleich den 
entsprechenden Unterdeterminanten der Substitutionsdeter- 
mijiante A der vorgelegten Reziprozitat, z. B. 

. , <% cos g? + a 22 sin g? 22 cos g? # 21 sin g? 

18 tf 31 -cos g? + OJ 32 sin g? # 32 cos g? a^ sin g? 
Ebenso auch A^'^A^^ A 33 ' == J. 33 und uberhaupt immer 
nach denselben Gresetzen der Umformung ^/ 7 = A. 
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Wir konnen also aus der Substitution der reziproken 
Ebenen Scblusse zielien auf die Art der Leitkurve der zum 
Polarsystem vereinigten Ebenen. 

Zunacbst folgt, daB die Leitkurve ein eigentlicber Eegel- 
sclinitt sein wird ; so lange A nicbt versclrwlndet; fur A^ < 
eine Hyperbel, fur A BB > Ellipse; sodann eiu Geradenpaar^ 
reell und getrennt, parallel oder konjugiert imaginary je nacb- 
dem zugleicb ^ ss $0 bei A = ist. (Vgl. Nr. 310 und weiter- 
bin die singularen Projektivitaten.) Unter den Beispielen 4 6 
sind die Sonderfalle besprocben. 

B. l) Die den Punkten eines Durcbmessers reziproken Geraden 
sind einander parallel, und einer Schar von Parallelen entsprecben 
Punkte auf einerlei Durebmesser. 

2) Die Koordinaten der zu u = 0, v = und u = 0, v == 
reziproken Gegenpunkte sind A Bl : A BB \ A^ : A BB 5 A iB : A BB \ -4 23 : ^L 88 . 
Da-ber geschiebt die Transformation der Systeme auf gemeinsamen 
Mittelpunkt durcb 

A BB (x' x) AUAK, A ZB (y'-y) J. 23 ~ A B ^ 

3) Man soil fftr die konzentriscbe Lage beider Systeme den 
Drebungswinkel berecbnen, der der Transformation des Textes ent- 
spricbt. Die Polaren eines beliebigen Punktes sind bei recbtwinkligen 
Koordinaten aus dem gemeinscbaffclicben Mittelpunkt 



und daber ftir den unendlicb fernen Punkt y = ix^ 

(n + ^12)^ + (^21 + ^i)y - 0, 
(OH + icc^x + (a 12 + ia^y = 0. 
Der Winkel dieses letzten Geradenpaares ist bestimmt durcb 



Oder: Die dem Punkte x 1 \ y t des ersten reziproke Gerade 
d*es zweiten Systems erbalt durcb Drebung urn den Winkel die 
Gleicbung 

1) ( x cos "- y sin fy + 0*2i x i + ^22^1) (xsi&6 + y cos 0) 



oder { (a u cos 6 + a 21 sin ff)x^ + (o? 12 cos 6 + a aa sin ff)y^}x 

+ { ("21 cos ^ n sin &) x i + ( a 2 cos ^ "~ a i2 sin *)?i } y + a ss " * 
Dagegen ist die Gerade, die dem Punkte x^\y^ als dem trans- 
formierten System angeborig betracbtet, entspricbt 
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{ (a n cos + 21 sin 0)# t + (<* 21 cos 9 of n sin 
+ { (* 12 cos + Gf 22 sin 0)% + (a 22 cos a 12 sin fl)y t }y + a 83 0. 
Und diese Gerade ist mit der vorigen identisch, wenn man hat 
# cos + 22 s^ 31 ^ ^ ^21 cos ^ a 



ia = o^ ist zur Herstellang des Polarsystems aus den 
reziproken Ebenen eine Drehung nicht erforderlich. 

4) Fur die Leitkurve als gleichseitige Hyperbel muB nach (17) 
c^j' = a 22 ' sein oder a n cos cp + a ls sin <p = a 21 sin g> or 22 cos 95 
man erhalt 



also aus dem ullgemeinen Werte in (16) 



-die Bedingung (^ + 32 ) s + (or 12 o^J 2 0. 

5) Soil die Leitkurve ein Kreis werden, so wird e^/ a^' und 
ou'^ gefordert, also nach (17) 



a^ cos g? + is s ^ n 9 "^ ^22 cos 9 o: 21 sin g?, or 12 cos qp == c u sin cp . 
Also wird 



und somit die Bedingung 



Ygl. ffir Beis^iele Nr. 396. 

6) Den Pall der elliptischen Leitkurve als reell oder rein 
imaginar entscheidet das Vorzeichen der Halbaclisenquadrate oder 
der Potenzen der auf den Achsen der Leitkurve durch das Polar- 
system bestimmten Polinvolutionen nach Nr. 152 und 142 dahin, 
dafi entgegengesetzte Zeichen von au'-h^/ R und //, wo 
^ 2= 0*11' <*&y+ 4 a u'*i die BealitSt bedingen und umgekehrt. 

Ersetzt man in 



^1'==* u cos 9 + a 12 s,in 9, a 22 ' = a 22 cos 9 a 21 sin 9 

die Punktionen sin. 9 und cos 9 durch ihre Werte in den a ijt , also 
durch Briiche mit den Zahlern a u + cf 22 bez. # 12 a 21 und dem 
gemeinsamen Nenner 



so erhalt man die Bedingung in den Koefftzienten der Reziprozitats- 
Substitution 
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7) Wenn man das Polarsystem bestimmt denkt dureh seine 
Achsen qf (oder #-Achse) und gV (oder 2/-Aehse, also durch das 
absolut groBte Polardreieck) und ein Paar P, p von Pol uud Polare 
von solcher Lage, daB beide Koordinaten von P positiv und die 
Pluckerschen Linienkoordinaten von p negativ sind, so 1st die Leit- 
kurve die reelle Ellipse ay? + 5 # 2 = 1 fiir a a u : a S3 , & a 23 : c* 33 
oder mit den reziproken Werten als den Potenzen T^ 2 und Jc 2 der 
Polinvolutionen in den Achsen Jcfa 2 + k^y^ = k^k y 2 . 

Dreht man die Ebene mit P urn. die Achse x bez. y in sick 
zuriick, so daB P die Lage P l bez. JP 2 erhalt, indem zugleich das 
Zeichen von ~k* bez. 7c x * wechselt, so entstehen Polarsysteme mit 
konjugiert-hyperbolischen Lsitkurven von den Gleichungen 

V^ 8 - V^ 8 - W* bez - tf x * + *.V - W- 

Auf demselben Wege kommt man durch Drehung von J\ um y 
bez. von P 2 um a? nach P s mit negativen Koordinaten, mit der 
imaginaren Ellipse fc y a o? a ^V*" W' 

8) Die entsprechenden Recbtwinkelpaare aus den Mittelpunkten 
der reziproken Ebenen qr und gV bilden mit der uuendlich fernen 
Geraden die recbtwinkligen Koordinatensysteme, mit Hilfe deren 
die Substitution der allgemeinen Reziprozitat die einfachste und 
fiir metriscbe Untersucbungen vorzugsweise geeignete Ausdrucks- 
form erhalt. 

392. Polarreziproke Kegelschnitte. Wenn ein Polar- 
system mit der Leitkurve L =* fest gegeben ist ; so be- 
trachten wirnuu zuje&er Figur ihre Polarreziproke in demPolar- 
system ; d. h. in bezug auf dea Kegelschnitt L, indem wir die 
reziproke Figur aus den Polaren der Punkte als Hiillkurve und 
aus den Polen der Tangenten der ersten als Ort bilden. Wir 
nennen kurz Pol und Polare beziiglich L entsprecliende Ble- 
mente, so daB sicL. in polarreziproken Figaren die Elemente 
paarweise entsprechen und jede aus der anderen in gleicher 
Weise hervorgeht. 

Die Hiillkurve der Polaren oiler Purihte ein&r Kurve S 
heifit die Polkurve s zu S, wahrend der Ort S etwa als die 
Polkurve von s unterschieden wird. Da aber auch S die 
Hiillkurve aller Punkte der Polarkurve s ist, so sind polar- 
reziproke Kurven 8 und s von gleichartiger Bedeutung. Die 
Ordnung der Polarreziproken einer Kurve ist der Klasse der 
Kurve gleich. Denn ist n die Anzahl der Punkte, in denen 
eine beliebige Q-erade die Kurve s schneidet, so entspricht 

Salmon-Fiedler, anal. G-eom. d. Kegelsctm. XL 7. Aufl. 22 
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denselben in der polarreziproken Figur 8 die gleiche Anzahl 
der Tangenten von S, die durch den jener Geraden ent- 
sprechenden Punkt gehen (Nr. 28). Weil an einen Kegel- 
schnitt S nur zwei Tangenten von irgend einem Punkte aus 

gezogen werden konnen, so 
schneidet eine beliebige Gerade 
die Knrve s nur in zwei Punkten, 
d. h. die Polarreziproke einer 
Kurve zweiter Klasse ist eine 
Kurve zweiter Ordnung. 




rig. 40. ^\\j / x schnitte S und s, sondern auch 

die durch sie als Leitkurven 
definierten Polarsysteme sind polarreziproke Figuren. Kon- 
struktiv folgert man dies daraus, daB, wenn zwei Punkte P, P' 
in 8 den Tangenten pt, p't' an s entsprechen (Fig. 40), auch 
die Tangenten in P, P' an 8 den Beruhrungspunkten p,p' ent- 
sprechen mussen. Denn dann entspricht der Schnittpunkt Q 
von TP und T'P' der Beruhrungssehne pp. Einem Punkte Q 
und seiner Polare PP' in lezug aufS entspricht eine Gerade pp' 
und ihr Pol q in "bezug auf s. 

Analytisch sind diese S'atze einleuchtend, da lineare Sub- 
stitutionen in quadratische oder in bilineare Gleichungen 
wieder solche Gleichungen liefern (vgl. Nr. 175, is). 

393. Die Methode der reziproken Polaren 124 ) hat in der 
geschichtiichen Entwickelung die Lehre von der reziproken 
Verwandtschaft und von dem Dualism us geometrischer Wahr- 
heiten vorbereitet. Ihre Ergebnisse folgen aus diesen allge- 
meinen Theorien durch besondere Annahmen iiber die Lage. 
Gerade durch die konstruktiv einfache und ubersichtliche Lage 
der zu vergleichenden Figuren hat diese Untersuchungs- 
methode ihren selbstandigen Wert. Sie setzt lediglich die 
Kenntnis der Polarentheorie der Kegelschnitte voraus. 

Aus jedem nur auf Beschreibung der Lagenverhaltnisse 
sich beziehenden oder projektiven Satz uber eine gegebene 
Figur kann rein mechanisch durch Vertauschung dual ent- 
sprechender Worte der reziproke Satz iiber die polarreziproke 



Die reziproken Polaren als Vorstufe der Dualitat. 
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Pigur abgeleitet werden. Z. B. folgt ans dem Pascalschen 
Satz fiir das einem Kegelschnitt 8 eingeschriebene Sechseck 
ASCDEF der Brianchonsche Satz fur das dem Kegelschnitt $ 
umgeschriebene Seehsseit abcdef (vgl. Nr. 283). 

Durch die Nebeneinanderstellung einiger Satze mit ihren 
Reziproken soil im Folgenden Gelegenheit zur Anwendung 
und tfbimg dieser Methode gegeben werden. Auf die besondere 
Lagenbeziehung wird erst weiterhin einzugehen sein. 



B. l) Wenn sich zwei Ecken 
eines Dreiecks auf festen Geraden 
bewegen, wahrend sich die Seiten 
tun drei feste Punkte drehen, so 
ist der Ort der dritten Ecke em 
Kegelschnitt. (Nr. 276, 6.) 

2) Der bezeichnete Ort ist eine 
Gerade, wenn die festen Punkte 
der Seiten in einer Geraden liegen. 
(Nr. 52, 2, 3.) 

3) Wenn von einem Kegelschnitt 
zwei Punkte und zwei Tangenten 
gegeben sind, gebt die Verbin- 
dungslinie der Beruhrungspunkte 
dieser Tangenten durch den einen 
oder andern von zwei festen 
Punkten. 

4) DiePolaren eines festenPunk- 
tes in bezug auf alle demselben 
Viereck umgeschriebenen Kegel- 
sclinitte bilden einStrablenbiiscbel. 

5) Der Ort des Pols einer festen 
Geraden in bezug auf alle durcb 
dieselben vier Punkte gehenden 
Kegelscbnitte ist ein Kegelschnitt. 
(Nr. 301, 1.) 

6) Die drei Geraden, die die 
Ecken eines Dreiecks naif, den 
entsprechenden Ecken des in be- 
zug auf einen Kegelschnitt ge- 
bildeten polaren Dreiecks verbin- 
den, gehen durcn einen Punkt. 
(Nr.299, 3; 348, 1.) 

7) Man soil einem Kegelschnitt 



Wenn sich zwei Seiten eines 
Dreiecks um feste Punkte drehen, 
wShrend sich die Ecken in drei 
festen Geraden bewegen, so ist die 
Eullkurve der dritten Seite ein 
Kegelschnitt. 

Die bezeichnete Hullkurve ist 
ein Punkt, wenn die festen Ge- 
raden der Ecken in einem Punkte 
zusammenlaufen. 

Wenn von einem Kegelschnitt 
zwei Tangenten und zwei Punkte 
gegeben sind, liegt der Schnitt- 
punkt der Tangenten in diesen 
Punkten stets auf der einen oder 
der andern von zwei festen Ge- 
raden. 

Die Pole einer festen Geraden 
in bezug auf alle demselben Vier- 
seit eingeschriebenen Kegelschnit- 
te bilden eine gerade Reihe. 

Die Hiillkurve der Polare eines 
festen Punktes in bezug auf alle 
dieselben vier Geraden beruhren- 
den Kegelschnitte ist ein Kegel- 
schnitt. 

Die drei Schnittpunkte der 
entsprechenden Seiten eines Drei- 
ecks und des in bezug auf einen 
Kegelschnitt gebildeten polaren 
Dreiecks liegen in einer Geraden. 
(Nr. 348, l; 67,4.) 

Man soil einem Kegelschnitt 
22* 
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ein Dreieck einschreiben, dessen 
Seiten durch drei gegebenePankte 
gehen. (Nr. 298.) 



ein Dreieck umschreiben, dessen 
Ecken auf drei gegebenen Geraden 
liegen. 



394. Wean zwei Kegelschnitte 8 und S' und ihre Eezi- 
proken s und s gegeben sind ; so entsprechen den vier Schnitt- 
punkten A, B, C, D von S und S' die vier Tangenten 
a, &, Cj d, die s und s' gemeinschaftlich sind; den sechs Sehnen 
AS, CD] AC, BD] AD, BG jener Schnittpunkte entspre- 
chen die sechs Schnittpunkte ab, cd\ ac, 6d; ad, Ic dieser 
gemeinschaftlichen Tangenten; d. h. dera wllstdndigen Viereek 
der ersteu das vdlstandige Vierseit der letetm. 

Wenn sicli zwei Kegelschnitte beriiliren, so beriihren sicli 
auch ihre Reziproken; denn da die ersten einen Punkt und 
die zugehorige Tangente gemein liaben ; so miissen die letzten 
eine Tangente und den zugehorigen Beruhrungspunkt gemein 
haben. Und wenn zwei Kegelschnitte mit einander in doppelter 
Bertilirung sind, so sind es aucli ihre Reziproken. Die Rezi- 
proJcen eines Bilschels lilden eine Schar. 

Sind die Kegelschnitte S, s und die Leitkurve L gegeben, so 
entsprechen den gemeinsamen Punkten oder Tangenten von L 
und s die gemeinsamen Tangenten oder Punkte von L und 8. 
Denn die Sehnittpunkte L, s und die Tangenten L, S sind 
paarweise Beriihrungspunkte und Tangenten der sich selbst 
reziproken Leitkurve. Somit hdbenje zwei reziproke Kegelschnitte 
S 9 s mit der Leitkurve L ein gemeinscliafttiches Polardreiech. 

Sind nur 8 und $ gegeben, so kann die Leitkurve L nur 
einer von den vier Kegelschnitten sein, die durch das ge- 
meinsame Polardreieck und die fernere Bedingung bestimmt 
sind, daB einer der vier gemeinsamen Punkte A,B t C,D von 
S, s der Pol zu einer ihrer vier gemeinsamen Tangenten a, &, o, d 
in bezug auf ihn sein muB, Es gilt also vier Eegelschnitte 
L ly LZ, L S) L lezuglich deren zwei gegebene S und $ einander 
polarreziprok sind. 



B. 1) Wenn ein Dreieck einem 
Kegelschnitt umgeschrieben bleibt 



Wenn ein'Dreieck einem Kegel- 
schnitt eingeschrieben bleibt wah- 



wahrendzweiseinerE6keninfesten rend sich zwei seiner Seiten um 
Geraden fortschreiten, so be-'feste Punkte drehen, so umhiillt 



Beispiele von polarreziproken Satzen. 
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schreibt die dritte Ecke einen 
Kegelschnitt, der mit dem ge- 
gebenen in doppelter Beruhmng 
ist. (Nr. 295, l.) 

2) Weim drei Kegelschnitte 
zwei gemeinschaftliche Tangenten 
haben, oder wenn sie alle mit 
einem vierten Kegelschnitt in 
doppelter Berfihrung sind, so 
gehen die sechs Schnittsehnen 
derselben viermal zu je drei en 
durch einen Punkt. ("Nr. 267.) 
Man darf diese Punkte als die 
vier Potenzmittelpunkte der drei 
Kegelschnitte bezeichnen, die den- 
selben vierten Kegelschnitt dop- 
pelt bertihren. 

3) Wenn sich zwei Kegelschnitte 
bertihren, so schneiden sich die 
Tangenten derselben in den End- 
punkten einer durch den Berfih- 
rungspunkt gehenden Sehne in 
der gemeinschaftlichen Sehne der 
Kegelschnitte. 

4) Wenn man durch einen 
Schnittpunkt der gemeinschaft- 
lichen Tangenten zweier Kegel- 

" schnitte zwei beliebige Sehnen 
zieht, so schneiden sich die Ver- 
bindungslinien ihrer Endpunkte 
in einer oder der andern von 
den gemeinschaftlichen Sehnen 
der Kegelschnitte. 

5) Wenn die Kegelschnitte A 
und jB beide mit dem Kegel- 
schnitt S in doppelter Berfthrung 
sind, so schneiden sich ihre Be- 
rfihrungssehnen mit S und ihre 
Sehnittsehnen mit einander in 
einem Punkte und bilden ein 
barmonisches Biischel. (Nr. 261.) 



die dritte Seite einen Kegelschnitt, 
der mit dem gegebenen in dop- 
pelter Beriihrung ist. (Nr. 295, 2.) 

Wenn drei Kegelschnitte zwei 
gemeinschaftliche Punkte haben, 
oder wenn sie alle mit einem 
vierten Kegelschnitt in doppelter 
Beruhrung sind, so liegen die 
sechs Schnittpunkte ihrer gemein- 
schaftlichen Tangenten viermal 
zu je dreien in einer Geraden. 
Man kann diese Geraden als die 
vier Ahnlichkeitsachsen der drei 
Kegelschnitte bezeichnen, die den- 
selben vierten Kegelschnitt dop- 
pelt bertihren. (Vgl. Teil 1 , Nr. 
122.) 

Wenn sich zwei Kegelschnitte 
beriihren, so gehen die Verbin- 
dungslinien der Beruhrungspunkte 
ihrer Tangenten aus einem Punkte 
ihrer gemeinsamen Tangente durch 
den Schnittpunkt der gemein- 
schaftlichen Tangenten der Kegel- 
schnitte. r 

Wenn man in einer gemein- 
schaftlichen Sehne zweier Kegel- 
schuitte zwei Punkte wahlt, so 
liegen die Schnittpunkte der von 
ihnen ausgehenden Tangenten in 
Geraden, die durch einen oder den 
anderen von den Schnittpunkten 
der gemeinschaftlichen Tangenten 
der Kegelschnitte gehen. 

Wenn die Kegelschnitte A und 
B mit dem Kegelschnitt S in dop- 
pelter Beruhrung sind, so liegen 
die Schnittpunkte ihrer mit S ge- 
meinschaftlichen Tangenten und 
die der Paare ihrer gemeinschaft- 
lichen Tangenten in einer Geraden 
und bilden eineharmonischeReihe. 
(Nr. 309, 4.) 
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6) Wenn die Kegelschnitte A, 
B, den Kegelschnitt S je dop- 
pelt und iiberdies A nud B beide 
G einfach beriiliren, so schneiden 
sieh die Tangenten in den Be- 
rfihningspunkten in einer gemein- 
schaftlichen Sehne von A und B. 



Wenn die Kegelschnitte A, 2?, 
C den Kegelschnitt 8 je doppelt 
und tlberdies A und B beide C 
einfach beruhren, so geht die 
Verbindungslinie der Beriihrungs- 
punkte durch einen Schnittpunkt 
der gemeinsamen Tangenten von 



A und B. 

395. Invariantentheorie reziproker Kegelschnitte. Fiir 
die analytische Untersuchung polarreziproker Figuren wird 
die auBerste Vereinfacliung dadurch erreicht, daB die Leitkurve 
in der Gleichungsform 

(18) a^+a^ + V-O 

vorausgesetzt werden darf. Die Substitutionen der Rezipro- 
zitat reduzieren sich dann auf ftw t . a? i? d. h. auf einen blofien 
Bedeutungswechsel der Koordinaten. Jede terndre Gleichung 
definiert, in Punkt- oder in Linierikoordinaten gedeutet, polcur- 
reziprohe Kwrben,, mit (18) als Leitkurve. Abgesehen von der 
Deutung ist daher die Tangentialgleichung einer gegebenen 
Kurve identisch mit der Grleichung der Eeziproken (der Rezi- 
prokalgleichung) in den gegebenen Veranderlichen. 

Bei monomischen Substitutionen bleiben Normalformen 
der Gleichungen erhalten (Nr. 299). Also kann das Funda- 
mentaldreieck in einem Polarsystem stets so gewahlt werden, 
daB mit bezug auf L == x^ + %%* + ^s 2 = ^ Leitkurve irgend 
zwei reziproke Kegelschnitte die Gleichungen haben 

(19) j 
I 

wo die letzte gleichbedeutend ist mit 

a^o z x^ + a^x^ + ctta,^* 0. 

Diese 'beiden Kegelschnitte sind aber nicht nur beziig- 
lich der angegebenen Leitkurve reziprok, sondern iiberhaupt ; 
so lange die Bedingungen ffuf ** xf erfiillt sind. Daher gibt 
es je vier Kegelschnitte, hinsichtlich deren zwei Kegelschnitte 
zu einander polarreziprok sind. Ihre Gleichungen konnen 
gleichzeitig als 

(20) ai 8 ^ s V=0 
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(for alle Zeichenkombinationen) geschrieben werden, sie haben < 
also em gemeinsames Polardreieck und paarweise doppelte 
Beriihrung, konnen aber nicht samtlich reell sein (Nr. 394). 
Die Polarkurvej also die Hullkurve der in T)emg auf eine 
Leiffcurve g(x, x) genommenen Polaren oiler Purilde von 
f(x, x) =* 0, ist eine simtdtane Kovariante. In der Tat ist ihre 
Gleichung in der Form 

(21) 8H0(0,*0-2t(0,aO-0 

darstellbar (Nr. 354, i), wobei die Invariante 3H in Nr. 343 

und 348, die Kovariante 2i(a? ; x) in Nr. 354 definiert ist. 

Ebenso konnen wir nun f(x, x) als eine Leitkurve be- 
tracliten, in bezug auf die wir die Polarkurve von g(x, x) 
bilden; diese erscheint dann in der Gleichungsform 
(21 a) 3e/ ? (a?,a?)-2*(a?,a?)-0. - 

Dater geht die Kovariante 2Jc(x, x) zweier Kegelschnitte 
f(x y x), g(x } x) durch die Schnittpunkte jedes der beiden 
Kegelschnitte mft der Polarkurve des anderen in bezug auf 
ihn. Ist die Kovariante 2fc selbst die Eeziproke eines der 
Kegelschnitte in bezug auf den anderen, so sind diese kon- 
jugiert (Nr. 349), und umgekehrt. 

Also decken sich fiir H 0, = die beiden Polarkurven 
(21) und (21 a) mit der Kovariante ft. Aus den GHeichungen 

a^a z + a 3 aj + a^ = 0, a t + a s + a 8 0, 
folgt aber, daB, fiir s als eine komplexe Kubikwurzel der 
Einheit, zu setzen ist 

0!= a 2 =f 2 a s . 

Somit gibt es Tripel von doppelt-harmonischen KegelschniUen 
^ > 



der en jeder zugleich die Hauptkovarianten 2k und 2H und die 
uereinigten PolarJvurven fiir die beiden andem darstellt (vgl. 
auch Nr. 360, S. 246). Jedem derselben k5nnen dann Dreiecke 
eingeschrieben werden, die einem der andern umgeschrieben 
sind (Nr. 351). Die imaginare Darstellungsform beweist nur, 
daB das gemeinsame Polardreieck nicht reell ist; die drei 
Kegelflchnitte konnen reell sein (vgl. B. 3). 
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B. l) Die Polarreziproke der gleichseitigen Hyperbel 
c*xy = cfx'y tfyx (Nr. 178, 01. (9)) in bezug auf die Ellipse 

~ -f. ?L i i s t eine Parabel (#'# #'# 2 ) 2 + &&'y$y = 0, 

die die Koordinatenachsen beriibrt. Die gemeinsamen Tangenten 
der Parabel und Ellipse berubren diese Kurven in den FuBpunkten 
der von x \ y auf sie gefallten Normalen. 

2) Der mit /"(re, #), g(x, x) kovariante Kegelscbnitt Qf(x, x) 
H#(#, x) = gebt durcb die Scbnittpunkte der Kegelscbnitte 
/", g und durch die ibrer Polarkurven. 

3) Ein Tripel doppelt-barmoniscber Kegelscbnitte wird be- 
stimmt durcb zwei gleicbe Kreise, deren gemeinsame Sebne dem 
Radius gleicb ist. Vgl. Nr. 350, 9. 

Denn, setzen wir in den Gleichungen (22) des Terfces 

x l ~=l+xi, x^^lxi, x 3 =y, 
so geben sie uber in 



Der erste von diesen drei Kegelscbnitten ist eine Hyperbel, bei der 
das Quadrat der balben Nebenacbse balb so groB wie das Quadrat 
der Radien der beiden Kreise ist. 

4) Je zwei doppelt-barmonische Kegelscbnitte haben Scbnitt- 
punkte von aquianbarmoniscbem Doppelverbaltnis (Nr. 359, 61. (69)), 

5) Die Leitkurven zweier polarreziprok gedacbter Kegelscbnitte 



sind x^ Ya t & t # 2 2 Va 2 & 2 ir s 2 ]/0 3 & s 0. 

Man unterscheide die binsicbtlicb ibrer Realitat mpglicben Falle. 

6) Ein Kegelscbnitt kann so bestimmt werden, daB ibm von 
iunf Polarsystemen je ein Polardreieck eingescbrieben werden kann, 
oder daB er in & Polarsystemen barmonisch ist und durcb 5 ft 
gegebene Punkte geht. Diese Bestimmung umfaBt sebr viele be- 
sondere Falle. (Ygl. Nr. 349 und Beispiele.) 

396. Zirkulares Polarsystem. Wir haben bisher voratts- 
gesetzt ; daB die Leitkurve L ein ganz beliebiger Kegelschnitt 
sei. Man pflegt diesen jedoch zumeist als einen Kreis anzu- 
nehmen, weil die Eeziprozitat dann einen metriscli elemen- 
taren Charakter annimmt. Wir wollen darum im Folgenden 
fiberall, wo von Polarkurven ohne weiteren Beisatz die Rede 
ist, Folarkurven in lezug auf einen Kreis verstanden denken. 
Aus diesem zirlmlaren Polarsystem geJit jedes andere durch 
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Jcottineare Umformung Tiervor. Die Beziehung zwischen Polar- 

kurven in bezug auf einen Kreis laBt sicli(Nr. 110) wie folgt aus- 

sprechen: Wenn man von einem gegebenen Punkte aus (Fig. 41) 

auf jede Tangente der Kurve 8 

eine Normals Tfallt und diese so 

weit verldngerty daft das Rechtecle 

der Segmenie T Op einen Jwn- 

stanten Wert & 2 erhalt, so ist der 

Ort der Punkte p eine Kurve s, 

die die reziproTte Polare von S 

genannt wird. Denn dies ist mit 

der Bestimmung gleiclibedeutend, 

daB p der Pol von PT in bezug auf einen Kreis vdm Mittel- 

pnnkt und Radius ft ist; die Tacgente pt entspricht daher 

dem Beriihrungspunkte P ; d. k es ist aucli OP rechtwinklig 

zn pt und OP - Ot = F. 

Eine Veranderung der GroBe 7c andert zwar die Stelle, 
aber nicbt die Gestalt von s, die allein in den meisten Fallen 
uns angeht. Darum kann in dieser Anschauungsweise von 
der Beziehung der Polarkurven die BezieBung auf den Kreis 
ganz unterdriickt warden, die Polarkurve 5 in bezug auf den 
Leitkreis kann als die Ee&proJte von S in lezug auf den 
Purikt bezeichnet werden, den man fur diesen Fall den Ur- 
sprung der Reziprozitat nennt. 

Die mit der Anwendung des Kreises als Hilfskegelscbnitt 
verbundenen Vorteile erlaubeo, init Hilfe dieser Methode auBer 
Satzen fiber die Lage der Figuren auch solche zu transfor- 
mieren, die metrische Beziehungen von Linien und Winkeln ent- 
halten. Die Grundlage bilden die beiden Satze: Die Entfemung 
eines Punktes P vom Ursprung ist der regiproJce Wert der 
Entfernung des Ursprungs wn der entspreclienden Geraden pt. 
Der von mei leliebigen Geraden TQ, T'Q eingeschlossene 
Wirikel ist dem Wirikel pOp f gleich, den die entsprecfienden 
Punkte p, p' am Ursprung lestimmen; denn Op ist normal 
zu TQ und Op zu T'Q. 

397. Polarreziproke eines Kreises. Ist der Ort des Pols p 
erner Tangente PT des Kreises G in bezug axtf den Kreis & vom 
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Mittelpunkt zu ermitteln (Pig. 42) und ist M N die Polare des 

Mittelpunktes von C in bezug 
auf den Kreis h, so besteht 
fur die Punkte C,p und ihre 




die Beziehung 

OC:CP= Op-.pN. 
Diese zeigt nach der Konstanz 
von OG und CP ? da6 der 
Abstand des Punktes p von 
zu seinem Abstand von der Geraden M N in einem konstanten 
Verhaltnis OG: CP steht. Der Ort von p ist daher ein Kegel- 
schnitt, der zum Brennpunkt, MN zur entsprecnenden 
Leitlinie und OG: OP als Exzentrizitat hat (Nr. 183). 

Diese ist demnach grofier oder kleiner als Eins, je nach- 
dem auBerhalb oder innerhalb des Kreises C liegt, und sie 
ist gleich Eins, wenn der Punkt der Peripherie desselben 
angehort. Die Pola/rreziproke tines Kreises ist ein Kegelschnitt, 
der den Ursprung mvn Brennpunkt und die dem Mittelpunkt 
entsprechende Gerade zwr L&ittinie hat; derselbe ist eine Ellipse, 
Hyperbel oder ParaM } je nachdem der Ursprung innerhalb oder 
aufterhalb des Kreises oder auf demselben liegt. 

Analytisch liefert in der Tat die formale Ubereinstimmung 
der Kreisgleichung und der Fokalgleichung von Nr. 196 den 
Beweis. So ist die Reziproke des Kreises (x a) 2 + y* p* 
in bezug auf # 2 + y* 1 = der Kegelschnitt 

(> 2 (^ 2 + 2/ 2 ) - (*x - I) 2 = oder (w + a) 2 + v* - p 2 0. 
Daher fallt die Hauptachse desselben in die Gerade OG und 
ist gleich dem durch die Kreispotenz des Ursprungs dividierten 
Durchmesser. Die Kegelschnittsordinate im Brennpunkt ist 
1 : Q, also ist der Sauptparameter der ReziproJcen eines Kreises 
gleich dem reziproken Wert des Radius, unabhangig von der 
Lage des Kreises. 

B. l) Wenn drei Kegelsehnitte einen Brennpunkt gemein 
haben, so liegen die Schnittpunkte der Paare ihrer gemeinschaft- 
licheii Tangenten in einer Geraden. Denn far den gemeinschaffc- 
lichen Brennpunkt als Anfangspunkt sind die reziproken Kurven 
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Xreise, und die besagten Sehnittpunkte werden die Potenzlinien 
derselben. 

2) Man konstruiere die Leitlinien der vier Kegelschnitte, die 
durch. drei gegebene Punkte gehen und einen vorgeschriebenen 
Brennpunkt haben. 

Dazu hat man nur den Mittelpunkt des Kreises zu suehen, <Jer 
die Polaren der drei Punkte in bezug auf den Brennpunkt beriihrt. 

398. Winkelbeziehungen. Zur reziproken Umfonnung 
einer Reihe yon Eigenschaften, die sich auf die GroBe von 
Winkeln beziehen, machen wir von dem letzten Satze in 
Nr. 396 Gebrauch. 



B. l) Zwei Tangenten eines 
Kreises bilden mit ihrer Beruh- 
rungssehne gleiche Winkel. 



DieVerbindungslinie des Scbnitt- 
punktes zweier Tangenten mit 



einem Brennpunkt halbiert den 
Winkel der Brennstrahlen der Be- 
riihrungspunkte. (Nr. 190.) 
Denn der Winkel QPP' (Fig. 41) ist dem Winkel gleich, der 
an von jp, g gespannt wird; ebenso ist der Winkel QP'P dem 
von jp', q an gespannten Winkel gleich; wegen QPP' = QP'P 
ist daher pOq. = p'0q. 



2) Jede Tangente eines Kreises 
ist senkrecht auf der Verbindungs- 
linie ihres Beriihrungspunktes mit 
dem Mittelpunkt. 



Jeder Punkt eines Kegelschnit- 
tes fa.Bt mit dem Schnittpunkt 
seiner Tangente mit der Leitlinie 
am Brennpunkt einen rechten 
Winkel. 



Denn die Leitlinie des Kegelschnittes entspricht dem Mittel- 



punkt des Kreises. 

3) Jede Grerade ist senkrecht 
zu der Verbindungsgeraden ihres 
Pols mit dem Mittelpunkt des 
Kreises. 

4) Die Gerade, die einen Punkt 
mit dem Mittelpunkt eines Kreises 
verbindet, bildet mit den durch 
diesen Punkt an den Kreis ge- 

zogenen beiden Tangenten gleiche 
Winkel. 

5) Der Ort des Schnittpunktes 
derjenigen Tangenten eines Krei- 
ses, die einanderuntergegebenem 



Jeder Punkt fafit mit dem 
'Schnittpunkt seiner Polare mit 
der Leitlinie am Brennpunkt einen 
rechten Winkel. 

Die Verbindungsgerade des 
Brennpunktes mit dem Schnitt- 
punkte einer Geraden mit der 
Leitlinie halbiert den Winkel 
zwischen den Brennstrahlen der 
Schnittpunkte der Geraden mit 
dem Kegelschnitt. 

Die Hiillkurve der Sehnen eines 
Kegelschnittes, die einen gegebe- 
nen Winkel am Brennpunkt span- 
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Winkel scbneiden, 1st ein konzen- 
triscber Kreis. 

6) Die Hiillkurve der Beriib- 
rungssebnen derjenigen Tangenten 
eines Kreises, die sich unter einera 
gegebenen Winkel scbneiden, 1st 
ein konzentriscber Kreis. 



7) Wenn man von einem festen 
Punkte an eine Keibe konzentri- 
scber Kreise Tangenten ziebt, so 
ist der Ort der Berfibrungspunkte 
ein durcb den festen Punkt und 
den gemeinscbaftlicben Mittel- 
punkt gebender Kreis. 



nen, ist ein Kegelscbnitt mit dem 
namlicben Brennpunkt und der- 
selben Leitlinie. (Nr. 300, 3.) 

Der Ort der Scbnittpunkte der 
Tangenten eines Kegelscbnittes, 
derenBertibrungssebnen amBrenn- 
punkt einen gegebenen Winkel 
spannen, ist ein Kegelscbnitt mit 
demselben Brennpunkt und der- 
selben Leitlinie. 

Wenn eine feste Gerade eine 
Reibe von Kegelscbnitten mit dem- 
selben Brennpunkt und derselben 
Leitlinie scbneidet, so ist die Hull- 
kurve derTangenten in denScbnitt- 
punkten ein Kegelscbnitt von dem- 
selben Brennpunkte, der die feste 
Gerade und die Leitlinie bertibrt. 



Wenn wir die Gerade unendlicb fern voraussetzen, so ergibt 
sicb als ein besonderer Fall des Satzes, daB die Hiillkurve der 
Asymptoten aller derjenigen Hyperbeln, die denselben Brennpunkt 
und dieselbe Leitlinie baben, eine Parabel ist, die denselben Brenn- 
punkt bat und die gemeinscbaftlicbe Leitlinie beruhrl;. 



8.) Die Hypotenuse eines dem 
Kreise eingescbriebenen recbt- 
winkligen Dreiecks gebt durcb 
den Mittelpunkt des Kreises. 



Der Ort der Scbnittpunkte der- 
jenigen Tangenten einer Parabel, 
die einander recbtwinklig scbnei- 
den, ist die Leitlinie. 



Wir sagen ,,einer Parabel", denn wenn die der Hypotenuse eines 
solcben recbtwinkligen Dreiecks gegentiberliegende Ecke als Ur- 
sprung gewablt wird, ist die Polarkurve des Kreises eine Parabel 
(Nr. 397). 



9) Die Eiillkurve einer Sebne 
im Kreise, die an einem gegebe- 
nen Punkte seiner Peripberie 
einen vorgescbriebenen Winkel 
spannt, ist ein konzentriscber 
Kreis. 



Der Ort der Scbnittpunkte der 
Tangenten einer Parabel, die ein- 
ander unter gegebenem Winkel 
scbneiden, ist ein Kegelschnitt, 
der denselben Brennpunkt und 
dieselbe Leitlinie bat. 



Eine nocbmalige reziproke Umformung des letzten Satzes 

Hefert den zum ersten kollinearen Satz: Wenn die Sebne eines 

Kegelscbnittes an einem gegebenen Punkt desselben einen kon- 

^stanten Winkel spannt, so bertibrt sie stets einen Kegelscbnitt, der 

den gegebenen doppelt berubrt. 



Beispiele fiber Winkelbeziehungen. 
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10) Wenn die Basis und der 
Winkel an der Spitze eines Drei- 
ecks gpgeben sind, so ist der Ort 
der Spitze ein Kreis, dfi$ durch 
die Endpunkte der Basis geht. 



11) Der Ort des Schnittpunktes 
zu einander reehtwinkliger Tan- 
genten einer Ellipse oder Hyper- 
bel ist ein Kreis. 



Wenn von einem Dreieck zwei 
Seiten nach ihrer Lage und der 
Sehwinkel der ' Basis an einem 
bestimmten Punkte gegeben sind, 
so umhullt die Basis einen Kegel- 
schnitt, der diesen Punkt zum r 
Brennpunkt hat und die beiden 
gegebenen Seiten berulirt. 

Die Htillkurve der Sehne eines 
Kegelschnittes, die 'an einem ge- 
gebenen Punkte einen reehten 
Winkel spannt, ist ein Kegel- 
I schnitt, der diesen Punkt zum 
I Brennpunkt hat. (Nr. 264.) 

12) Die EuBpunkte der Lote, die* aus einem Punkte in der 
Peripberie eines Kreises auf die Seiten eines ihm eingescliriebenen 
Dreiecks gefallt werden, liegen in einer Geraden (Nr. 302, 3). Wenn 
wir jenen Punkt zum Ursprung der Reziprozitat wahlen, so ent- 
spricbt dem Dreieck ein einer Parabel iimgeschriebenes Dreiseit; es 
entspricbt aucb dem FuBpunkt des auf eine Gerade gefallten Lotes 
die durcb den entsprechenden Punkt senkrecbt zu seiner Verbin- 
dungslinie mit dem Ursprung gezogene Gerade. Wenn wir also die 
Ecken eines Dreiecks, das einer Parabel umgeschrieben ist, mit 
dem Brennpunkt derselben verbinden und in jenen Eckpunkten auf 
diesen Verbindungslinien Senkrechte errichten, so geben diese durch 
denselben Pnnkt. Der Kreis, der die Yerbindungslinie dieses Punktes 
mit dem Brennpunkt zum Durchmesser hat, geht daher durch die 
Ecken des umgeschriebenen Dreiecks. Somit: Die Brennpurikte der 
Parabcln, die die Seiten eines Dr decks zu Tangenten Jidben, liegen 
auf dem umgescliriebcnen Kreis des Dreiecks. (Nr. 212.) 



13) Der Ort des FuBpunktes 
der Senkrechten (oder gleichge- 
neigten Geraden) vom Brennpunkt 
einer Ellipse oder Hyperbel auf 
die Tangenten der Kurve ist ein 
Kreis. 



Wenn man von irgend einem 
Punkte aus nach einem Kreise 
Strahlen zieht und in den End- 
punkten derselben Senkrechte 
(oder gleichgeneigte Geraden) auf 
ihnen errichtet, so ist deren Hull- 
kurve ein Kegelschnitt, der den 
Punkt zum Brennpunkt hat. 



399. Vektorenbezielrgngen. Die Umformnng von Satzen ; 
die die Grrofien von Vektoren aus dem Ursprung enthalten, 
kann auf Grand des ersten Satzes in Nr. 396 geschehen. 
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B. 1) Die Summe (bez. die 
Differenz) der Abst&nde parallel er 
Tangenten eines Kreises vom. Ur- 



Die Summe der reziproken 
Werte der Abschnitte einer Fokal- 
seliBe in der Ellipse ist konstant. 



sprang ist konstant. 

Denn parallelen Geraden entsprechen Punkte in einer durch 
^den UrspruDg gehendeji Geraden. Da diese Summe bez. Differenz 
dem doppelten reziproken Wert des Parameters des Kegelschnittes 
gleich ist (Nr. 184, l), so ist bestatigt, daB dieser nur vom Durch- 
messer und nicnt von der Lage des reziproken Kreises abhangt 
(Nr. 397). Also haben die Eeziproken gleicher Kreise in bezng auf 
irgend einen Ursprung denselben Parameter. 



2) Das Rechteck der Abschnitte 
jeder durcli den Ursprung ge- 
zogenen Sehne eines Kreises ist 
konstant. 



Das Kechteck aus den Senk- 
rechten, die man vom Brennpunkt 
auf zwei parallele Tangenten fallt, 
ist konstant. 



Daher ist mit der durcli den Ursprung an einen Kreis zu 
ziehenden Tangente auch die konjugierte Achse der reziproken 
Hyperbel gegeben. 



3) Die Summe der Entfernun- 
gen des Brennpunktes von den 
Berubrungspunkten paralleler 
Tangenten ist konstant, namlich 
gleich der Summe der Brenn- 
strahlen eines der Punkte. 



Die Summe der reziproken 
Werte der Abstaude eines be- 
liebigen Punktes von solchen zwei 
Tangenten eines Kreises, deren 
Beruhrungssehne durch jenen 
Punkt geht, ist konstant. 



400. Beziproke homogene Gleiclmngen. Jede homogene 
Gleichung zwischen denL'aiigen derNormalenPa,P6, usw., die 
von einem veranderlichen Punkte P auf feste Geraden a, &, usw. 
gefallt werden, kann so transfonniert werden, daB wir eine 
homogene Gleiclmng zwischen den Loten Ap, Bp, usw. er- 
halten, die von den den festen Geraden entsprechenden festen. 
Punkten A, B, usw. auf die veranderliche Gerade p gefallt 
werden, die dem Punkte P entspricht. Denn wir haben die 
^ Gleichung nur durch eine Potenz von OP, den Abstand des 
Ursprungs vom Punkte P, zu dividieren, urn dann nach 
Nr. 112 for jedes Verhaltnis Pa : OP das gleichwertige Ap : OA 
zu substituieren. 

Wenn z.B. Pa, P6, PC, Pd die vom beweglichen Punkte 
eines Kegelschnittes auf die Seiten eines eingeschriebenen 
Vierecks gefallten Lote sind, so ist nach Nr. 279 
(23) Pa - PC - fc PI Pd. 
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Die Division jedes Faktors mit OP und die angegebene Sub- 
stitution liefert die Beziehung 

Ap Cp" 7 Bp' Dp'" 
'"~* "W 



Da OA, OB, OC, OD konstant sind, so steht fiir ein festes, 
dem Kegelschnitt umgeschriebenes Vierseit das Produkt der 
Abstande einer veranderlichen Tangente von zweien seiner 
Gegenecken zu dem Produkt ihrer Abstande von den beiden 
andern Gregenecken in einem konstanten Verhaltnis, wie in 
Hr. 279. 

Da nun jede Gleichung in trimetrischen Normalkoordi- 
naten x i (Nr. 69 und 87) eine homogene BeziehuDg zwiscben den 
Abstanden eines Punktes von drei festen Geraden ist, so konnen 
wir die GleichuDgnach dieser Methode in eine Beziehung zwischen 
den Abstanden dreier fester Punkte von der entsprechenden Ge- 
raden verwandeln, d. h. in eine Beziehung zwischen trimetri- 
schen Linienkoordinaten w t ; also die homogene Gleichung einer 
Kurve in den x t in die ihrer Reziprokalkurve in den u f So 
wird fiir ^ als die Entfernungen des Ursprungs von den 
Ecken des neuen Fundamentaldreiecks die aDgemeine homo- 
gene Ortsgleichung zweiten Grades transformiert in 



Und fur y i als die Dreieckskoordinaten des Ursprungs geht 
aus einer Gleichung zweiten Grades SA^u^^Q die Glei- 
chung der Reziprokalform in den x. hervor 



Das Produkt der Abstande 
zweier fester Punkte eines Kegel- 
schnittes von einer beliebigen 
Tangente desselben steht in einem 
konstanten Verhaltnis zu dem 
Quadrate des Abstandes jener 
Tangente vom Schnittpunkt der 
in jenen Punkten gezogenen Tan- 



B. 1) Das Produkt der Ab- 
stande eines beliebigen Punktes 
eines Kegelscknittes von zwei 
festen Tangenten desselben steht 
zu dem Quadrat seines Abstandes 
von ihrer Beriihrungssehne in 
einem konstanten Verhaltnis. 
(Nr. 2791.) 



genten. 

Wahlt man bei dieser Transformation den Ursprung der Ee- 
ziprozitat in der Beriihrungssehne selbst, so lautet der reziproke 
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Satz: Das Rechteck aus den Abscbnitten, die eine veraaderliche 
Tangente eines Kegelschnittes in zwai parallelea festen Tangeaten 
desselben bestimmt, 1st konstant. (Nr. 286, 4.) 



2) In jedem Kegelschnitte 1st 
das Produkt derLangen derLote, 
die man von zwei festen Punkten 
(den Brennpunkten) auf eine be- 
liebige Tangente fallt, konstant. 



Das Quadrat des Abstandes 
eines festen Punktes von einem 
beliebigen Punkte eines Kegel- 
schnittes stebt zu dem Prodakte 
der Abstande dieses Punktes der 
Kurve von zwei festen Geraden 
in einem konstanten Verhaltnis. 

3) Wenn ftir einen Kegelscbnitt ein Brennpunkt und ein um- 
gescbriebenes Dreieck gegeben sind, so sind die Abstande u t der Ecken 
des Dreiecks von einer beliebigen Tangente durcb die Beziehung 
verbunden 

^ sin 0, + & sin 02 + -& sin 3 
*! 2 UB 

fur BU 2 , B als die Winkel, unter denen die Seiten vom Brenn- 
punkte aus erscbeirien. Dies lehrt die Bildung der Reziproken 
von der bomogenen Gleichung des einem Dreieck umgescbriebenen 
Kreises. 

Wird der Mittelpunkt des eingescbriebenen Kreises als Brenn- 
punkt genommen, so ist 0,.== J-( + A^, Q i sin -J-^= ^, uad die 
Gleicnung des eingescbriebenen Kreises in diesem System ist 

cot ^A + u^U cofc i-JLj + Mu cofc J-4, = O/ 



Fiir jeden der aufierlicb beriibrenden Kreise sind zwei der Kotan- 
genten durcb die entsprecbenden Tangenten zu ersetzen. 

4) Wenn fur einen Kegelschnitt der Brennpunkt und ein ein- 
gescbriebenes Dreieck gegeben sind, so werden die Abstande seiner 
Ecken von einer veranderlichen Tangente der Kurve durch die Be- 
ziehung verbunden 

sin*Vyf + smlV} / f = 0. 

Die Gleicbung des, umgeschriebenen Kreises in Linienkoordi- 
naten erbalt die Form 

sin AIT/U! + sin A 2 ]/^ + bin A^/u^ . 



5) Die Gleicbung eines Kegelscbnittes bei einem gegebenen 
Brennpunkt und drei Tangenten ist 



Man erbalt sie durct die Bildung der Reziproken zu der zuletzt 
gefundenen Gleicbung des umgeschriebenen Kxeises. 
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6) In derselben Art erhalten wir aus 3) die Gleichung ernes 
Kegelschnittes bei gegebenem Brennpunkt und drei Punkten 



401. Doppelverhaltnis-Eigenschaffcen. Manche auf GroBen- 
verhaltnisse bezugliche Satze lassen sich in solche liber har- 
monische oder gleiche Doppelverhaltnisse umwandeln. Ihre 
Transformation wird alsdann durcli die grundlegende Eigen- 
schaft ermoglieht: Vier Punkten einer geraden Eeihe entsprechen 
vier Strahlen eines Buschels von gleichem Doppelverhaltnis. Zur 
selbstandigen elementaren Begriindung derselben hat man nur 
anzufuhren, daB jeder Strahl, der den Ursprung mit einem 
Punkte der Reihe verbindet, zu dem Strahle des Biiscliels, der 
dem Punkte entspricht, rechtwinklig ist. Mit Hilfe dieses 
Satzes lassen sich die projektiven Eigensehaften der Kegel- 
schnitte aus denen des Kreises ableiten. 

Das Doppelverhaltnis von vier Punkten einer Geraden ist 
aber nicht die einzige Streckenbeziehung, die durch eine 
Winkelbeziehung ausgedriickt werden kann. Fur jede Gleichung, 
die durch die wie in Nr. 84 vollzogene Substitution des Aus- 
drucks 



fiir jede in ihr vorkommende gerade Strecke AS in eine 
Gleichung zwischen den Sinus der an einem gegebenen Punkte 
gespannten Winkel ubergefiihrt werden kann, gilt ebenfalls, 
daB sie fiir die Sctnittpunkte jeder beliebigen Transversale 
mit den Geraden A, OB . . . wahr ist, die jene Punkte mit 
diesem gegebenen Punkte verbinden. Indem man alsdann 
den gegebenen Punkt zum Ursprung der Keziprozitat nimmt ; 
kann ein reziproker Satz leicht abgeleitet werden. So ist z. B. 
der folgende Carwo/sche Satz eine nnmittelbare Folge yon 
Nr. 150: Wenn ein Kegelschnitt die Seiten -4 2 -4 3 , A B A lf A^A^ 
eines Dreiecks bez. in den PunktepaarenjB 1? JB/; B%, JB 2 '; B S> B^ 
schneidet, so ist 



Dieses Verhaltnis besitzt die ebe^i erwahnte Eigenschaft, also 

Salmon-Fiedler, ooaaL Geonu d. Kogelschn. IL 7. Aufl. 23 
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dfirfen fur die in ihm auftretenden Strecken die Sinus der 
Winkel eingefuhrt werden, die die Punkte bestimmen. Wir 
konnen dann den zum Carnotsclien Satze reziproken Satz you 
Chasles bilden, den wir in Nr. 314 gegeben haben. 



B. Das Doppelverhaltnis des 
Biischels, das durch die Ver- 
binduDg von vier festen Punkten 
eines Kegelschnittes mit einem 
verlinderlichen ftinften Punkte 



DasDoppelverhaltnis der Punkte, 
in den en vier feste Tangenten eines 
Kegelscbnittes von einerverSnder- 
lichen funften Tangente geschnit- 
ten werden, 1st konstant. 



entsteht, ist konstant. 

Der erste dieser SStze ist fur den Kireis wahr, weil alle Winkel 
des Buschels konstant sind; infolgedessen ist der zweite fur alle 
Kegelschnitte richtig. Der zweite Satz gilt fur den Kreis, weil die 
von den vier Punkten am Mittelpunkt bestimmten Winkel konstant 
sind; infolgedessen ist der erste Satz fur alle Kegelschnitte wahr. 

Indem man die Winkel betrachtet, die in der reziproken Figur 
den am Kreise vorhandenen konstanten Winkeln entsprechen, er- 
kennt man, dafi die von den vier Punkten der veranderlichen 
Kegelschnittstangente am Brennpunkt bestimmten Winkel konstant 
sind, und daB ferner die Winkel, .die von den Scbnittpunkten der 
vier Strahlen des Biischels mit der Leitlinie am Brennpunkt ge- 
spannt werden, von konstanter GroBe sind. 

402. Metrische Theorie reziproker Kegelschnitte. Je 
n'aber eine Grerade oder ein Punkt dem Ursprung ist, desto 
weiter muB offenbar der entsprechende Punkt oder die ent- 
sprechende Grerade von demselben entfernt sein; insbesondere 
entspricht jeder durch. den Ursprung gehenden Greraden ein 
unendlicb ferner Punkt und dem Ursprunge selbst die ttn- 
endlich feme Gerade, Hieraus ergibt sich allgemein die Be- 
siimmung der Qattung des reziproken Kegelschnittes. 

Den beiden durch den Ursprung an die Kurve zu ziehenden 
Tangenten entsprechen die unendlicb ^ernen Punkte der rezi- 
proken Kurve. Je nachdem vom Ursprung aus zwei reelle 
oder imaginare Tangenten an die Kurve gezogen werden kon- 
nen, hat die reziproke Kurve zwei reelle oder imaginare un- 
endlich feme Punkte, und wenn der Ursprung in der Kurve 
liegt, so daB die von ibm aus zu ziebenden Tangenten zu- 
sammenfallen, so fallen die unendlicb fernen Punkte der rezi- 
proken Kurve zusammen und die zugehorige Tangente ist 
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die unendlich feme Gerade. Mit den genau definierten Unter- 
scheidungen gilt somit das Kriterinm von Nr. 397 allgemein: 
Der reziproke Kegelschnitt ist eine Hyperbel, eine Ellipse oder 
tine Parabelj je nachdem der Ursprung aufierhalb, innerhalb 
des gegebenen Kegelschnittes oder auf demselben liegi, unab- 
Jidngig von dessen Gattung. 

Den Beriihrungspunkten der Tangenten aus dem Ursprtmg 
entsprechen die Tangenten in den nnendlich fernen Punkten 
der Reziproken, d. h. die Asymptoten derselben. Die Ex0en- 
trizitat der Reziprolcen hangt nur von ihrem Asymptotenwinkel 
ab (Nr . 163) und dieser ist gleich oder supplemental dem Winkel, 
den die vom Ursprung ausgehenden Tangenten der Original- 
kurve einschlieBen. Die Iteziprolte eines Kegelschnities in bewtg 
auf emen Purikt seines reellen Haupfkreises als Ursprung ist 
eine gleichseitige Hyp&rbel. 

Ferner entspricht der Schnittpunkt der Asymptoten der 
Reziproken der Beruhrnngssehne der vom Ursprung an die 
gegebene Knrve gezogenen Tangenten. Also entspricht der 
Mittelpwnkt der ReziproJcen der Polare des Ursprungs in lezug 
auf den gegebenen Kegelschnitt. Es ist nur ein besonderer Fall 
hiervon, wenn dem Mittelpunkt eines Kreises die Leitkurve 
des reziproken Kegelschnittes entspricht (Nr. 180). 

Die AcJisen der Hesipro'kalkurve sind parallel der Tangente 
und Normale eines mit dem gegebenen honfoJcalen Kegelschnittes, 
der durch den Ursprung geht. Denn sie sind parallel den 
Halbierungslinien des Winkels, den die vom Ursprung an die 
gegebene Kurve gehenden Tangenten mit einander bilden 
(Nr. 188 und 229). Audi sind die Achsen der Reziproken aus 
ihrer Durchmesser-Involution zu bestimmen, die zur Involution 
harmonischer Polaren des gegebenen Kegelschnittes am Ursprung 
projektiv ist. Sofort bekannt sind die Achsen dann, wenn eine 
Achse der gegebenen Kurve durch den Ursprung geht. Insbe- 
sondere gilt offenbar der Satz: Die BesiproJce eines Kegelschnittes 
in le#ug auf sein&z Mittelpunkt als Ursprung ist der Jcoachsiale 
Kegelschnitt, dessen Achsen diereziproJcen Werte der gegebenen hdben. 

B. 1) Die Reziproke einer Parabel in bezug auf einen Punkt 
ihrer Leitlinie ist eine gleichseitige HyperbeL 

23* 
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2) Man weise die folgenden Satze als reziprok nach: 



, Die H6hen eines der Parabel 
umgeschriebenen Dreiecks schnei- 
den sick in der Leitlinie. 



Die HShen eines der gleich- 
seitigen Hyperbel eingeschriebe- 
nen Dreiecks schneiden sich auf 



der Kurve. 

3) Man leite den letzten Satz aus dem von Pascal ab. (Vgl. 
Nr. 275, 3.) 

403. Reziproke Kegelschnittsysteme. Durcli die polar- 
reziproke Umformung gelien die punktuell linearen Kurven- 
systeme aller Stufen in tangentiell-lineare Systeine derselben 
Stufen tiber (Nr. 271). Sehr haufig kann man durch geeignete 
Wahl des Ursprungs dem reziproken System einen besonderen 
Charakter geben ? der die Untersuchung desselben tibersicht- 
licher werden laBt. 

Allen Kegelschnitten init einem gemeinsamen reellenPunkt 
entsprechen fiir diesen als Ursprung gleichzeitig Pardbeln. 
Allen Kegelschnitten mit zwei reellen oder imaginaren ge- 
meinsamen Tangenten entspreclien fur deren Selmittpunkt als 
UrspruDg gleichzeitig Kegelschnitte mit parallelen Achsen und 
Asymptoten, d. h. homothetische Kegelschnitte. 

Die Eeziproken von irgend zwei Eegelschnitten konnen 
konzentrisch gemacht werden, indem man eine Ecke ihres ge- 
meinsamen Polardreiecks als Ursprung nimmt. Jedes Biiscliel 
oder jede Schar entsprickt so einer Schar oder einem Buschel 
Jconsentnscher Kegelschnitte, deren Ghrundelemente ein Parallelo- 
gramm bilden. 

Die reziproken Umformungen beliebiger Kreissysteme 
geben das Mittel, Eigenschaffcen von Kegelschnitten zu er- 
kennen ; die einen gemeinsamen Brennpunkt haben. Zu den 
Kreisen eines Buschels ohne reelle Schnittpunkte laBt sich 
stets ein Punkt finden, fur den als Ursprung die reziproken 
Kurven der Kreise JtonfoJcale Kegelschnitte werden (Nr. 228). 
Denn diese Reziproken werden konfokal, sobald sie einen ge- 
meinschaftliclien Mittelpunkt haben. Also muB der Ursprung 
in bezug auf die Kreise die namliche Polare haben, d. h. er 
muB einer der beiden Grenzpurilde des Biischels sein. 



Reziproke Kegelscbnittsysteme. 
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B. 1) Konfokale Kegelscbnitte 
schneiden einander recbtwinklig. 
(Nr. 229.) 

2) DieTangenten von zwei kon- 
fokalen Kegelschnitten aus einem 
beliebigen Punkte bilden gleiche 
Winkel mit einander. (Nr. 229.) 

3) Der Ort des Pols einer festen 
Geraden in bezug auf die Kegel- 
sebnitte eines konfokalen Systems 
1st zur festen Geraden recbt- 
winklig. (Nr. 229, 1.) 



Die gem einscbaftlicbe Tangente 
von zwei Kreisen bestimmt an 
jedem der Grenzpunkte einen 
recbten Winkel. 

Die auf einer Sekante von zwei 
Kreisen zwiscben denselben ge- 
legenen Abscbnitte spannen an 
jedem der Grenzpunkte gleicbe 
Winkel. 

Die Polaren eine? festenPunktes 
in bezug auf die Kreise eines 
Btiscbels geben durch einen festen 
Punkt, der mit jenem an jedem 



der Grenzpunkte einen recbten 
Winkel bestimmt. 
4) Die Metbode der reziproken Polaren bietet eine einfacbe 
Auflosung der Aufgabe des Apollonius dar: JSinen Krtis zu be- 
sclireilen, der drei gegelene Kreise l&ruhrt. Der Ort des Mittel- 
punktes fur einen Kreis, der zwei gegebene Kreise (l), (2) bertibrt, 
ist offenbar eine Hyperbel, die die Mittelpunkte dieser Kreise zu 
Brennpunkten bat; denn die Aufgabe reduziert sicb sogleicb auf 
diese andere: Man soil den Ort der Spitze eines Dreiecks bestimmen, 
fur das die Basis und die Differenz der Seiten gegeben ist. Infolge- 
dessen muB (Nr. 396) die Polare des Mittelpunktes in bezug auf 
einen der gegeben en Kreise immer einen Kreis beruhren, der leicbt 
konstruiert werden kann. Ebenso muB die Polare des Mittelpunktes 
fur einen unter denjenigen Kreisen, die die Kreise (l) und (3) zu- 
gleich beriibren, aucb einen gegebenen Kreis berubren. Wenn wir 
daber zu den zwei so bestimmten Kreisen eine gemeinscbaftlicbe 
Tangente zieben und den Pol derselben in bezug auf den Kreis (l) 
nebmen, so ist mit ibm der Mittelpunkt eines die drei Kreise be- 
rubrenden Kreises gefunden. 

404. Gleichnng des reziproken Kegelschnittes. Wenn 
die Lange des vom Mittelpunkt auf die Tangente : gefallten 
Lotes mit Hilfe des von ihr mit den Achsen gebildeten Win- 
kels a durch. p = "|/(a 2 cos 2 a + 6 s sin 2 a) ausgedriickt wird 
(Nr. 167, l), so ist der Abstand p Q eines beliebigen Punktes 
x o 1 2/o von ^i eser Tangente gleich p # cos a y Q sin a. 
Mit Hilfe von p Q r ft 2 ergibt sich hieraus unmittelbar die 
Gleichung der ReziproTcen eines KegelscliniUes mit lezug auf 
einen Purilct x \ y Q als Ursprung in der Form 
(27) (x,x + y,y - 
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insbesondere erhalt man a?x* + & 2 t/ 2 & 4 , wenn der Mittel- 
punkt selbst Ursprung ist (Nr. 397.) 

1st uberhaupt die Reziproke einer Kurve in "besug auf den 
#um Ursprung genommenen NullpunJd der Koordinaten lekannt, 
so Jcann man daraus die Gleichung ihrer filr einen teliebigen 
Punkt x Q | y als Ursprung gebildeten Reziprohen aUeiten. Ist 
namlich p der Abstand einer Tangente vom Nullpunkt, also 
ihr Abstand P Q Q = P vom Punkte X Q \ y Q gleich. (p X Q cos a 
y sin a), so ist wegen pr = Jc* } P - JR = JST 2 die Polarglei- 
chnng der reziproken Kurve 

JT 2 ifc 2 

~ ** "r ^o cos a 2/o ^ ^5 daher 



j r cos o: Jg cos a 

una 



*Wir mdssen demnacli in die Gleichung der auf den Koordi- 
natenanfang bezogenen reziproken Knrve fiir x und y bez. 



einsetzen, um die gesucEte Gleichung zu erhalten. 

Das Ergebnis dieser Substitution kann in der folgenden 
Art einfach. ausgedruckt werden: Sei die Gleichung der auf 
den Anfangspunkt der Koordinaten bezogenen reziproken Kurve 

u (n) + tt (-l) + w (n-2) _| ----- 0, 

wo *< m ) die Vereinigung der Glieder m* 611 Grades bedeutet 
Dann ist die Gleichung der dem Punkte X Q \ y Q entsprechen- 
den Reziproken 

* 2 . . . _ ; 



\ n 

Sie ist offenbar mit der ersten von demselben Grade. 

So wird die Reziproke eines durch die allgemeine Glei- 
chung gegebenen Kegelschnittes in bezug auf die Leitkurve 
x z + y*= W durch Einsetzen von x : \ y : It* fiir u\v 
in die Tangentialgleichung erhalten als 
^x* + 2A^xy + A^y* - 2A^Vx - S^Vy + A^ - . 

Allgemein hat die reziproke Polare einer Kurve f(x, x)=*Q 
in bezug auf eine Leitkurve g(x, x) = die Gleichung 

, 9*, ft) - 0, wo &= W(*d, * - 1; 2, 3. ' 
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Dies wurde bereits in Nr. 354 ; i gezeigt; dabei ist 

(29) ^fc,fc)-3H0(*,aO-2K*,s). 

(Vgl. auch'Nr. 395.) 

B. Man erl&utere den Fall der Bildung der Polarreziproken 
in bezug auf die symmetrisch geschriebene Leitkurve # 2 + # 2 + # 2 = 0. 

405. Parabolische Polarreziprozitat. Es gibt eine Grnppe 
von Satzen, zu deren Transformation vorteilhaft eine Parabel 
als Leifkurve m ) genommen werden kann. Diese Satze beziehen 
sich auf die GroBe von Strecken, die einer fasten Geraden 
parallel gemessen sind. Die Parabel ist zur reziproken Um- 
formung dieser Satze besonders geeignet, weil der zwischen 
irgend zwei Geraden gelegene Abschnitt in der Achse der 
Parabel demjenigeh Absclinitt der Achse gleich ist, der zwi- 
schen den von den Polen dieser Geraden gefallten Achsen- 
normalen liegt. (Nr. 204.) 

Bei der Anwendnng dieser Methode entsprechen den zwei 
Kurventangenten, die der Achse der als Leitkurve gewahlten 
Parabel parallel sind ; die unendlich fernen Punkte in der 
Eeziproken. Daher ist diese Kurve eine Hyperbel oder Ellipse^ 
je nactdem jene Tangenten reell oder imaginar sind; endlich 
ist die Kurve eine Parabel, wenn diese Achse durch einen 
der unendlich fernen Punkte der gegebenen Kurve geht. 

Immerhin ist diese Methode der parabolischen Polaren 
in ihrer Anwendung offenbar beschrankt. 



B. 1) Jede veranderliche Tan- 
gente eines Kegelschnittes be- 
stimmt in zwei festen parallelen 
Tangenten desselben Abschnitte, 
deren Rechteck von konstanter 
GroBe ist (Nr. 151 und 171, 3). 



Die Asymptoten nnd die durch 
irgend einen Punkt der Kurve 
zu ihnen gezogeuen Parallelen 
bestimmen in einer festen Ge- 
raden Abschnitte, deren Rechteck 
konstant ist (Nr. 164). 



Den Beriihrungspunkten der parallelen Tangenten entsprechen 
die Asymptoten der reziproken Hyperbel, den Schnittpunkten mit 
der beweglfthen Tangente aber Asymptotenparallelen durch den 
reziproken beweglichen Punkt. Der reziproke Satz ist gleichbe- 
deutend mit dem Satze von der Konstanz des Rechtecks der Asym- 
ptotenparallelen. 

2) Diejenigen Sehnen elner Ey- Wenn eine beliebige Tangente 



perbel, die von zwei festen Punk- 
ten derselben nach einem ver- 



einer Parabel zwei feste Tan- 
genten derselben schneidet, so be- 
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anderlichen dritten Punkte der 
Kurve gezogen werden, bestimmen 
auf jeder Asymptote je einen 
Abschnitt von unveranderlicher 



stinamen die von ibren Endpnnkten 
auf die Scbeiteltangente gefallten 
Lots in dieser einen Abschnitt 
von konstanter LSnge. 



Lange (Nr. 174, 2). 

406. Inversion. Das eindeutige Entsprechen von Punkten 
mit Punkten oder von Geraden mit Geraden, das zusammen 
fur die Kollineation, und das von Punkten mit Geraden oder 
von Geraden mit Punkten ;i das zusammen fur die Reziprozitat 
charakteristisch ist, kann getrennt nach verschiedenen Gesetzen 
in sehr verschiedenen Arten hergestellt werden. Alle diese 
Arten geben AnlaB zur Transformation von Figuren in an- 
dere Figuren und znr tfbertragung der auf jene beziiglichen 
Satze auf diese, somit zur Erkenntnis neuer geometrisclier 
Walirheiten. 

Im Anschlufi an die zirkulare Polarreziprozitat ist es 
leicht genug, ein Entsprechen von Punkten ganz analog zu 
begriinden, wie hier das Entsprechen von Pol und Polare. 
Der FuBpunkt der Polare in dem Durchmesser des Pols kann 
als dem Pol entsprechend angesehen werden; dann gilt das 
Gesetz: Entsprechende Punkte liegen auf einerlei Durchmesser 
des Leitkreises, und das Produkt ihrer Abstande votn Mittel- 
punkt ist konstant. Damit kommen wir zuriick auf die in 
Nr. 125 127 betrachtete Verwandtschaft der zirJcularen In- 
version oder der reziproken Radienvelitoren. 1 **) 

Inverse Punlde sind auch doppelt resiprolze Elements in 
jeder Reziprozitat, die den Inversionsftreis und irgend einen 
Ttonzentrischen Kreis mr Ordmtngslcune)iat. 1 * T ) (Nr. 389 und B.) 
Das involutorische Tripel besteht aus dem Inversionszentrum 
und den imaginaren Kreispunkten, d. h. diesen sind alle Punkte 
der reziproken Dreiecksseiten doppelt reziprok oder invers 
(Nr. 125). 

Infolge der quadratischen Substitution wird die Inverse 
einer Kurve n ter Ordnung im Allgemeincn von der Ordnung 2n. 
Man abersieht sofort, dafi diese Ordnung sich stets dann er- 
niedrigt, wenn die gegebene Kurve durch Ecken des Tripels 
geht. Denn, so oft dies geschieht, sondert sich von der Kurve 
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Ordnung eine Seite des Tripels ab; nur der von dem 
Tripel unabhangige Teil dieser zerfallenden Kurve entspricht 
der Kurve n ter Ordnung eindeutig. Zu einem Kegelschnitt ist 
die Inverse im allgemeinen eine Kurve vierter Ordnung; zu 
einem Kreise, da er durch die imaginaren Kreispunkte geht, 
wieder ein Kreis; zu einem Kreise durch das Inversionszentrum 
nur noch eine Gerade. 

Bilden wir in bezug auf denselben festen Kreis zu 
einer gegebenen Kurve gleichzeitig die Polarreziproke und 
die Inverse, so ist auf jeder Tangente der ersten ein Punkt 
der letzten der FuBpunkt des vom Mittelpunkt auf sie ge- 
fallten Lotes: Die Inverse ist die Fufipunldlturve der Polar- 
reziproken fur den Mittelpunkt des gemeinsamen Leifkreises. 
So ist die Fufipunktkurve eines Kegelschnifctes fur einen der 
Brennpunkte der Scheitelbertihrungskreis (Nr. 189 und 161). 

Neben der Eigenschaffc der Inversion, WinkelgroBen nicht 
zu andern (Nr. 127), tritt als die wichtigste diejenige auf, 
Doppelverhaltnisse am Kreise nicht #u andern. Nennt man 
das Doppelverhaltnis von vier Punkten eines Kreises geradezu 
das Doppelverhaltnis des Kreisvierecks, so kann man den 
Satz so aussprechen: Inverse Kreisvierecke sind doppelverhaltnis- 
gleich. Damit konnen projektive Beziehungen von Punktreihen 
und von Strahlenbiischeln auf zirkulare Reihen und Kreis- 
bxischel ubertragen werden. 

Den Beweis liefert der Satz von Nr. 297, dafi Strahlen 
eines Btischels einen Kegelschnitt in Punktepaaren einer In- 
volution schneiden, dessen besondere Anwenduug auf den Kreis 
sclion Nr. 119 enthalt. Nun haben offenbar vier Punkte eines 
Kreises und die auf den Inversionsstrahlen ahnlicb. gelegenen 
Punkte des inversen Kreises gleiche Doppelverhaltnisse, denn 
diese werden durch ahnlich gelegene Strahlenbuschel gemessen. 
Mit diesen sind aber die vier inversen Punkte involutorisch, 
namlich perspektiv zu einer und derselben Reihe in der Polare 
von in bezug auf den inversen Kreis (Nr. 125). Endlich 
haben vier Purlkte einer Geraden und die entsprechenden auf 
dem durch gehenden inversen Kreise als gemeinsames 
Doppelverhaltnis dasjenige ihrer Inversionsstrahlen. 
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B. 1) Aus den Substitutionen x : y : 1 = x : y : (x' 2 + y'*] 
folgt die einfacbe Beziebung komplexer Koordinatenverbindungen 



Schreibt man X I :X B \X^:X B fur x iy\x + iy und #/ : x s ' \ X 3 ' : #/ 
fur x + iy \ x' iy, d. b. fuhrt man das involutoriscbe Tripel als 
Fundamentaldreieek ein, so erb&lt man die symmetrischen liomogenm 



2) Aus dem Satze, dafi eine sicb um einen festen Punkt drehende 
Gerade in zwei festen Geraden projektive Reiben bestimmt, folgt 
invers: Die Kreise eines Bttscbels bestimmen in jedem von zwei 
festen Kreisen, die durcb je einen der Grundpunkte des Buscbels 
gehen, projektive Punktreiben. Ebenso folgt: Die Kreise eines 
Buscbels bestimmen in einem festen Kreise zwei involutoriscbe 
Punktreiben; usw. 

3) Die drei Kreise, die durcb einen Punkt und die Scbnitt- 
punkte von je zweien unter drei beliebigen Kreisen gelegt werden 
k6nnen, baben einen zweiten gemeinscbaftlicben Punkt. Denn die 
Potenzlinien von drei Kreisen geben durcb einen Punkt. 

4) In jedem System von drei Kreisen bestimmen die secbs 
Paare Beriibrungskreise von je zweien unter ihnen, die durcb einen 
und denselben Punkt geben, secbs Scbnittpunkte mit einander, die 
viermal zu dreien in Kreisen durcb jenen Punkt liegen. Denn die 
seebs Scbnittpunkte der gemeinscbaftlicben Tangenten von drei 
Kreisen liegen viermal zu dreien in Geraden. 

5) Wenn sicb zwei vera"nderlicbe Kreise unter konstantem 
Winkel auf einer festen Kreisperipberie und tiberdies in einem festen 
Punkte scbneiden, so umbullt der Kreis, der in jeder ibrer Lagen 
durcb den festen Punkt mit ibren veranderlicben Scbnittpunkten 
im festen Kreise bestimmt wird, einen zweiten festen Kreis, der 
mit dem ersten und jenem Punkte dieselbe Potenzlinie bat. Denn 
wenn sicb zwei Geraden in einem festen Punkte eines gegebenen 
Kreises unter konstantem Winkel scbneiden, so umbullt die Ver- 
bindungslinie ibrer Scbnittpunkte mit dem Kreise einen zweiten 
festen, dem ersten konzentriscben Kreis. 

6) Man transformiere durcb Inversion die Figur, durcb die 
man aus drei Paaren entsprecbender Punkte zweier projektiver 
konzykliscber Eeiben die Doppelpunkte derselben bestimmt (Nr. 297), 
for ein auf der Kreisperipberie gelegenes Zentrum. Man erbSlt 
eine von Chasles benutzte Konstruktion. 

7) Aus dem Satz vom Scbneiden der Hoben eines Dreiecks 
folgt nacb der Tbeorie der reziproken Polaren: Die drei Lote, die 
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man in einem Punkte auf seinen Yerbindungslinien mit den 
Ecken eines Dreiecks ABO errichten kann, treffen die Gegenseiten 
des Dreiecks in Punkten einer Geraden. Durch Inversion mit dem 
Zentrum folgt: Wenn man auf den gemeinschaftlichen Sehnen 
OA, 0jB, OC von drei in sich schneidenden Kreisen in Lote 
errichtet, so liegen iJire zweiten Schnittpunkte mit den entsprechen- 
den Kreisen auf einem durch gehenden Kreise. Die abermalige 
Bildung der Reziprokalfigur mit dem Ursprung JjLfrt: Wenn drei 
Parabeln von einerlei Brennpunkt von je zwei l^ten desselben 
Dreiecks beruhrt werden, so beruhren die zu diesen Seiten recht- 
winkligen Tangenten der entsprechenden Parabeln eine und die- 
selbe Parabel vom namlichen Brennpunkt. 

407. Methode der reziproken Koordinaten. Um ein im 
allgemeinen eindeutiges Entsprechen von Elementen zu defi- 
nieren, kann, wie bisher ein Kegelschnitt, auch ein Dreieck 
oder Yiereck als feste Hilfsfigur dienen. Es geniigt auf einige 
solche Methoden hinzuweisen. 

Verbindet man einen Punkt x i mit den Ecken eines Drei- 
ecks und nimmt man zu jedem Eckstrahl den symmetrisclien 
in bezug auf die Halbierungslinie des zugehorigen Dreiecks- 
winkels, so schneiden sich diese drei Eckstrallen wieder in 
einem Punkte y i (Nr. 65, 8). Die trimetrischen Nornialkoordi- 
naten des einen Punktes sind die reziproken Werte von denen 
des andern. Man kann offenbar diese Punkte als einander ein- 
deutig und vertauschbar entspreehend in bezug auf das Drei- 
eck oder nach der Methode der reziproken Koordinaten an- 
selien. (Nr. 317, 2.) 55 ) 

Die Zuordnung ist wiederum quadratisch, und zwar so, 
da8 bei Benutzung trimetrisclier Normalkoordinaten einer Ge- 
raden Ea^ = ein dem Dreieck umgescliriebener Kegel- 
sclinitt Z"(a : x^ entspricht" (Nr. 302) und umgekehrt. 
Damit erkennt man die Inversion als Sonderfall dieses Ent- 
sprechens (Nr. 406, i). Der unendlich fernen Geraden ent- 
spricht der umgesckriebene Kreis des Dreiecks (Nr. 302, 3), 
jedem Eckpunkt aber entsprechen alle Punkte der Gegen- 
seite. Die einzigen sich selbst entsprechenden Punkte sind 
die Mittelpunkte der vier dem Dreieck eingeschriebenen Kreise. 
(Teil 1, Nr. 73, S. 138.) 
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Ebenso konnte man ein Entsprechen yon Geraden naci 
reziproken Linienkoordinaten aufstellen. 

Endlich kann jedem Punkte eine Gerade zugeordnet werden, 
deren Linienkoordinaten die Reziproken der Punktkoordinaten 
sind. Geometriscb bedeutet dies nacb Nr. 67, i das Entsprechen 
swisclien einem Punlte y i und seiner Harmonikde 2(x t :y^) = Q 
in lezug auf^as Fundamentaldreieck. Die unendlich feme 
Gerade ist die Harmonikale des Schwerpunktes. Den Punkten 
einer geraden Reihe 270^=0 entsprecben als Harmonikalen 
die Tangeiiten eines dtm Dreieck eingeschriebenen Kegel- 
sehnittes -(0^ : u?) = 0. Den Ecken des Dreiecks entsprechen 
alle durch sie gehenden Strahlen. 

B. 1) Nach der Methode reziproker Koordinaten liegen ent- 
sprechende Punkte entweder zugleich im Innern des Dreiecks, also 
anch des urageschriebenen Kreises, oder beide aufierhalb dieses 
Kreises und in derselben Winkelflacbe des Dreiecks, oder der eine 
in dem zwischen einer Dreiecksseite und dem umgescbriebenen 
Kreise gelegenen Abschnitt und der andere im Scbeitelwinkelraum 
der Gegenecke. Dem Mittelpunkt des umgescbriebenen Kreises eni;- 
spricbt der Hohenscbnittpunkt usw. Je zwei einander entsprechende 
Punkte konnen als die Brennpunkte eines dem Dreieck eingescbrie- 
benen Kegelscbnittes angeseben werden. 

2) Einer beliebigen Geraden entspricbt der Neunpunkte-Kegel- 
scbnitt derselben in bezug auf das durcb die Punkte von den Ko- 
ordinaten 1 | 1 | 1 gebildete Viereck. (Vgl. Nr. 365, B.) 

3) Den Tangenten eines mit dem umgescbriebenen Kreise kon- 
zentrischen Kreises entsprecben umgescbriebene, unter einander 
Shnlicbe Kegelscbnitte; jenem Kreise selbst die Hullkurve dieser 
Kegelsebnitte, eine Kurve yierter Ordnung. 128 ) Man erSrtere den 
Sonderfall der gleichseitigen Hyperbeln. (Nr. 165, 2.) 

4) Die Harmonikalen der unendlicb fernfn Punkte umbiillen 
diejenige Ellipse, die die Seiten des Dreiecks in ibren Mittelpunkten 
berubrt. 

408. Quadratische Verwandtscliaft. Suchen wir ein Ent- 
sprecben von Elementen unter Bemitzung von vier festen 
Elementen zu vermitteln^ so konnen wir diese durcli die mit 
itnen bestimmten linearen Kegelschnittsysteme ersetzt denken. 
Eine Zuordnung von Punkten, bei der geraden Reihen wieder- 
um Kegelschnitte entsprechen, gibt die Beziehung der doppelt 
konjugiertenPole eines Kegelschnittbiiscliels (Nr.250 und 322). 
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nach %: # 2 : # 3 . Demnach gelien alle Kegelschnitte, die den 
geraden Reihen 2/^=0 entsprechen, durch diese drei Punkte x if 
und jedem yon diesen entsprechen umgekehrt alle Punkte y i 
der Geraden 27-X,.%= 0. Jedem andern Punkte y i entspriclit 
also, da er als Schnittpunkt zweier Geraden angegeben werden 
kann, der vierte Schnittpunkt der jenen zugeordneten Kegel- 
schnitte, einem Strahlenbiischel ein Kegelschnittbuschel. Die 
drei festen Punkte des Kegelschnittnetzes nennen wir die 
Hauptpurikte des Systems der x^ 

Umgekelirt gilt fur die Bestimmung des einem Punkte # f 
entsprechenden Punktes y i das Analoge, vermittelt durch die- 
selben, nur nach den x t geordneten, Gleichungen T i x i =O f 
2?F/^=0, in denen T" i? Tf die y i linear enttalten. Den 
geraden Reihen l l x l + A 2 a? 2 + /I 3 it? 3 = entsprechen die Kegel- 
schnitte des Netzes 



durch die drei Kaupipunkte des Systems der y f . Den durch 
einen Hauptpunkt der x t gehenden Geraden entsprechen nun 
zerfallende Kegelschnitte ; denen eine Verbindungslinie zweier 
Hauptpunkte der y i angehort. In den leiden Bauptdrtiecken 
entsprechen einander daher eine Ecke des einen und eine Seite 
des andern. Endlich gibt es noch vier sicli selbst entsprecfiende 
Punkte in der Verwandtschaft, namlich die Schnittpunkte der 
Polkegelschnitte SX i x i ^ ; ZX i f x i =^ beider Reziprozitaten. 
Besch'aftigen wir uns nur mit dem allgemeinen Fall, wo 
die Hauptdreiecke nicht ausarten, so konnen wir auf eines 
derselben die Koordinaten beziehen. Sollen z. B. alien Ge- 
raden x i Kegelschnitte ^y^ + h^h + ^ift entspre- 
chen, so muB es drei Konstanten Js ( geben, so daB 5T/ = Jc^ 
wird; nur dann entsprechen den Fundamentalpunkten drei 
Geraden X,.=*=0, die das Hauptdreieck der x t bilden. Nun 
werden die Substitutionen der einen Gruppe 



Die allgemeine guadratische Verwandtschaft enflialt die 
KoUineatiori*} als Sonderfall. Ihre Grundgleichungen drucken 

*) Auch die Beziprozitat 1st in der allgemeinen Verwandtsohaffe 
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die Koordinatenverhaltnisse y : y s \ y% : y s in Form von 
benannt gebrochenen Funktionen der x i aus ; und man erh'alt 
dies, sobald man identisch X t =0 ; X%'=0, X%~ X^ setzt. 
Auf die allgemeine quadratische Verwandtschaffc kommt man 
umgekehrt, wenn man die Nenner der jenen Yerhaltnissen 
gleichwertigen Ausdriicke als ungleicli voraussetzt y^y^^L^.L^ 
y s : 3/3 = L% : L^. Einer Geraden ay 1 + ~by% + cy & = entspricht 
jetzt ein Kegelschnitt aL^L^ + 6Z 2 L 3 + cL B L = ; der durch 
die drei Punkte i x L 3 0, i 2 = L 4 == 0, L B = 4 == hin- 
durehgeht; diese sind jetzt die Hauptpunkte der %., ater 
^==0, LZ=*O sind nicht Seiten ilires Dreiecks. 

409. Verwandtscliaft doppelt konjugierterElemente. Von 
Wichtigkeit ist vorztiglich der Fall der involutorischen Ver- 
wandtschaft zweiten Grades, fur die das Gleichxmgspaar in 
den x i und y i symmetriscli sein muB. Alsdann kann nur ent- 
weder X^ Y f , 2/= Y t ' oder Z.= Yf, r, Xf sein, sofern 
man x i und y. als gleichartige Yeranderliclie rechnet. Diese 
Bedingungen definieren- aber die durch zwei Potorsysteme 
oder eine Reziprozitat vermittelte Verwandtscltaft. In beiden 
decken sich die Hauptdreiecke, nur in verscldedener Zuordnung 
der Ecken und Seiten (Nr. 389). 

Nehmen wir die Fundamentalpunkte als die Hauptpunkte, 
so miissen ^=0 deren Verbindungslinien darstellen (Nr. 408). 
Also sind fur die Substitutionen nur die Anordnungen moglicli 

und : o;: 07 



die nach dem Friiheren die genannten Hauptf alle charakteri- 
sieren. Somit isi die Methode der reziproJcen Koordinaten der 
Ausdruck der allgemeinen Verwandtschaft doppelt 'konjugierter 
Elemente. 

Nack fruheren Ergebnissen kann sie leicht geometrisch. 
konstruiert werden, sobald man ilire sich selbst entsprechen- 
den Elemente, die gemeinsamen Elemente der die Polarsysteme 
definierenden Kegelschnitte, kennt. Das Hauptdreieck ist das 
Diagonaldreieck jenes Quadrupels, von dem ein Element als 

mit enthalten, n'amlich dann, wenn eine der definierenden Gleichungen 
identisch wird (JX^O). 
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Einheitselement gewahlt werden kann. Alsdann definiert die 
allgemeine Methode der reziproken Koordinaten die Verwandt- 
schaft der in loezug auf das Quadrupel 1 1 1 [ + 1 doppelt kon- 
jugierten Elemente folgendermafien: Die Gleichungen %$. = x k y k 
definieren involutorische Strahlenbiischel mit den Doppel- 
strahlen x* = cc k * 9 d. h. die Verbindungsstrahlen von ent- 
sprechenden Punkten mit einem Diagonalpunkt sind konju- 
giert harnaonisch zu den durch ihn gehenden Seiten des 
sich selbst entsprechenden Vierecks. (Vgl. die B. i, 2, 3 fiber 
die Konstruktion der gemeinsamen Eleinente von zwei Polar- 
systemen.) 

Wir konnen aber z. B. die Verwandtschaft in I>e0ug aufein 
Vierseit&uch. direkt auf einen Sonderfall des Satzes von Nr. 314, 5) 
grtinden: 130 ) Die liarmonisch. konjugierten der Schnittpunkte 
einer Geraden L mit den Diagonalen in bezug auf die zuge- 
horigen Ecken liegen in einer Geraden U. Dreht sicli L um einen 
Punkt P, so seLneidet L' in den Diagonalen projektive Punkt- 
reiben aus ; d. L L' umlmllt einen dem Diagonaldreiseit ein- 
gescliriebenen Kegelschnitt P ; und umgekehrt. Dieser P ent- 
sprechende Kegelschnitt P artet nnr aus, wenn P einer Diago- 
nale aagehort, n'amlich in das Punktepaar, das ans dem zu P 
in der Diagonale liarmonisch konjugierten und dem gegen- 
ftberliegenden Diagonalpunkt besteht. 

Damit tritt deutlich hervor, daB vier Strahlen von P 
und die entsprechenden Tangenten von P dasselbe Doppel- 
verhaltnis haben. Doppekerhaltnisse in ' entsprechenden Oebilden 
ersten und zweiten Grades einer guadratischen Transformation 
haben gleiclien Wert (vgl. Nr. 406). 

Die vorige Zuordnung ist aber identiscli mit der Ver- 
wandtschaft der doppelt konjugierten Polaren in bezug auf 
die Scliar der dem Vierseit eingeschriebenen Kegelsclmitte, 
denn ihr analytischer Ausdruck ist tyt^ -= tt^, und die Glei- 
chungen der Punktepaare der Schar sind in u^ = w/ =- u s * 
enthalten. Durch jeden Punkt P gehen also zwei doppelt 
konjugierte Polaren, die die Tangenten aus P an den ent- 
sprechenden Kegelschnitt P sind und in P von den durch diesen 
Punkt gehenden beiden Kurven der Schar beruhrt werden. 
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B. 1) Man konstruiere die gemeinsamen Elemente von zwei 
Polarsystemen, die durch je ein Polardreieck und ein Paar bestimmt 
sind. 131 ) 

Insofern wir die Polarsysteme als zwei Kegelscbnitte auffassen, 
erscheinen ihre vier gemeinsamen Punkte und ihre yier gemeisamen 
Tangenten als die Objekte der Aufgabe sie 1st biquadratisch. 
Da aber die gemeinsamen Punkte durch sechs gemeinsame Sehnen 
verbunden werden und die gemeinsamen Tangenten sich in Paaren . 
in sechs Punkten schneiden, erhalten wir jene vier Punkte als 
Schnitte der gemeinsamen Sehnen zu je drei, und dual die vier 
.gemeinsamen Tangenten als Yerbindtmgsgeraden jener sechs Schnitt- 
punkte zu je drei. Auch ist die Definition der die vier Punkte ver- 
bindenden Sehnen und die der Schnittpunkte der vier gemeinsamen 
Tangenten nach der Natur der Polarsysteme klar: Die sechs Yer- 
bindungsgeraden s der gemeinsamen Punkte sind die Geraden, 
<lenen in beiden Polarsystemen dieselbe Involution harmonischer 
Pole zukommt, und die sechs Schnittpunkte T der gemeinsamen 
Tangenten sind die Punkte mit einerlei Involution harmonischer 
Polaren. Wir wissen auch schon, daB die Sehnen zwischen den 
gemeinsamen Punkten in Paaren durch die Ecken des gemeinsamen 
Polardreiecks beider Kegelschnitte gehen, und daB die Schnittpunkte 
<ler gemeinsamen Tangenten in Paaren auf den Seiten des gemein- 
samen Polardreiecks liegen. Ist also dieses gemeinsame Polardreieck 
gefunden, so wird alles tJbrige durch Involutionen, also durch qua- 
<lratische Gleichungen erhalten das Polardreieck ist so zu sagen 
der Vertreter der kubischen Kesolvente der biquadratischen Gleichung 
der Aufgabe. 

2) Die Bestimmung des gemeinsamen Polardreiecks geschieht 
^benso leicht durch Ermittelung seiner Ecken wie dual durch die 
seiner Seiten mit Hilfe der doppelt konjugierten Elemente der 
beiden Polarsysteme. Weil der doppelt konjugierte Punkt zu einein 
gegebenen der Schnittpunkt seiner beiden Polaren ist, so entsprechen 
-einer geraden Punktreihe in der Ebene der Polarsysteme zwei zu 
^inander (weil zu ihr) projektive Strahlenbuschel ihrer Polaren und 
damit als Punkten der Eeihe doppelt konjugiert die Punkte eines 
Kegelschnittes. Diese Kegelschnitte gehen alle durch die drei Punkte 
mit einerlei Polaren und ihre Yerbindungsgeraden sind diese Po- 
laren selbst. Zwei gerade Eeihen 0, Z, in denen wir auBer dem 
gemeinsamen Punkt je zwei Punkte willkurlich wahlen, liefern je 
fiinf Punkte far solche Kegelschnitte <?, i, die sich im doppelt 
konjugierten des Punktes gl und in den drei Ecken des gemein- 
samen Polardreiecks schneiden. (Und dual.) 

3) ATI dies Dreieck schlieBt sich nun die Konstruktion der 
gemeinsamen Punkte und Tangenten derLeitkegelschnitle wie folgt: 

Salmon-Fiedler, anal. G-eom. d. Kegelgchn. II, 7. Aufl. 24 
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Die beiden Yerbindungsgeraden gemeinsamer Punkte, die durcb: 
eine seiner Ecken gehen, sind die Doppelstrahlen der Involution^ 
die durch die Verbindung dieser Ecke mit zwei Paaren doppelt 
konjugierter Punkte bestimmt wird. Und die beiden Schnittpunkte 
gemeinsamer Tangenten, die in einer seiner Seiten liegen, sind di^ 
Doppelpunkte der Involution, die in ihr durch die Schnittpunkte 
mit zwei Paaren doppelt konjugierter Geraden bestimmt wird. (In 
B. 2 sind g und die Verbindungsgerade g* ihrer Pole, und wieder 
Z, I* zwei solche Paare.) Nach dem Fruheren sind die Realitats- 
verhaltnisse ersicMlich. 

4) An das Polardreieck der vorigen Beispiele kann man die 
Definition der Btischel wnd Scliaren wn Polarsyst&nien knupfen. 
Die Angabe eines Polardreiecks und zweier konjugierter Punkte be- 
stimmt unendlich viele Kegelscbnitte, weil jede durch den eineu 
dieser Punkte gehende Gerade als Polare des andern einen solchen 
liefert; weil die Involutionen mit den $ als Doppelstrahlen fiir alle 
dieselben sind, so bilden diese Polarsysteme wie ihre Leitkurven 
ein Biischel; zu einem Punkte ein Polarenbuschel. Der Angabe eines 
Polardreiecks und zweier konjugierten Geraden entspringt die Schar 
von Polarsystemen mit der dualen Grundeigenschaffc. 

5) Nimmt man als Definitionsgleichungen - x^y x^ , 
^i%^i+ ^^22/2 + ^3^3% "^ 0> wo ^ as ers * e Polarsystem in die 
Yerbindungsstrahlen der Pole mit einem Hauptpunkt ausartet, so 
entsprechen den Geraden u t die Kegelschnitte 

<S(^ f + ^) - ^(Hi + ^2) - 0- 
Bei Deutung in rechtwinkligen Koordinaten (a? 3 = y$ 1) besteht 
das Fetz aus den durch den Nullpunkt gehenden homothetischeii 
Kegelschnitten. Je zwei Kegelschnitte schneiden sich im Nullpunkt 
unter demselben Winkel, wie die entsprechenden Geraden. Mifc 
A t oder mit A x = h% erhalt man ein Netz von Parabeln oder- 
von Kreisen, Der letzte Fall isfc derjenige der Inversion (Nr. 406). 

6) Eine Anwendung der allgemeinen involutorischen Trans- 
formation bietet die Figur zweier projektiven Strahlenbuschel 
in perspektiver Lage. So entspringt der Satz: Wenn zwei 
projektive Biischel von Kegelschnitten /"(a?, ir) + A#(#, x) = O v 
f(0,0) + Ag(a?, x) (Nr. 322) durch dieselben drei Punkte 
JL, B, gehen, so daB der vierte Grundpunkt des einen D, der 
des andern E ist, und sie so liegen, daB der durch die fBnf Punkte- 
-4, 5, (7, D, E bestimmte Kegelschnitt sich selbst entspricht, so^ 
liegen die vierten Schnittpunkte der entsprechenden Kegelschnitte 
beider Bfischel s^mtlich auf einem dem Dreieck Jl, -B, C umge- 
schriebenen Kegelschnitt. 

Besonders bequem erlaubt diese Methode von Kegelschnitte a 
zu Kurven hSherer Ordnung uberzugehen; so gibt die Erzeugtrng 
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der Kegelschnitte durch projektive Buschel eine Erzeugung von 
Kurven vierter Ordnung; usw. 

7) Wenn die Punkte c, c (Fig. 36, S. 112) mit den unend- 
lich fernen imaginaren Kreispunkten zusammenf alien, so bilden 
die dem Vierseit eingeschriebenen Kegelschnitte eine Schar kon- 
fokaler Kurven, fur die die assoziierten Punkte (Nr. 115 und 181) 
a, a und &, V die reellen und imaginaren Brennpunkte bezeichnen, 
wahrend C der gemeinsame Mittelpunkt ist Nach Nr. 374 sind 
nun die entsprechen den Geraden X, l! zu einander rechtwinklig, 
und da sie die Abschnitte a a', W zwischen den Brennpunkten bar- 
moniscb teilen, so sind sie Tangente und Normale zweier konfo- 
kaler Kegelschnitte in ihrem Schnittpunkt. Zugleich entspricht 
jedem Punkte p eine Parabel P, die die Geraden a a', W bertihrt 
und die Gerade p zur Leitlinie hat. 

Den Normalen, die von p an einen Kegelschnitt 8 der konfo- 
kalen Schar gezogen werden kSnnen, entsprechen die Tangenten, die 
der Kegelschnitt 8 mit dieser Parabel gemeinsam hat. Wenn diese 
gemeinschaftlichen Tangenten konstruiert sind, so bestimmen ihre 
Bertihrungspunkte in 8 mit C die fraglichen Normalen. Das Doppel- 
verhaltnis der vier Tangenten ist dem der vier Normalen gleich. 

Die FuBpunkte der Normalen sind die .Schnittpunkte von S 
mit einem Kegelschnitt H, der die Polarkurve von P in bezug auf 
ist und daher, weil P dem zu 8 -harmonischen Dreieck ABC 
eingeschrieben ist, demselben Dreieck ABC umgesehrieben sein 
mufi. Also ist er eine gleichseitige Hyperbel durch den Mittelpunkt 
von 5, deren Asymptoten den Achsen von 8 parallel sind. (VgL 
Nr, 178.) TJmgekehrt bestimmt jede dem Dreieck ABC umge- 
schriebene gleichseitige Hyperbel in S vier Punkte, deren Normalen 
sich in einem Punkte p schneiden, wo p der Parabel P entspricht, 
die die Polarkurve jener Hyperbel in bezug auf S ist. 

Wenn nun den Tangenten von S die zugehSrigen Normalen 
entsprechen, so entspricht der Kurve 8 ihre Evolute (Nr. 245), eine 
Kurve von der vierten Klasse, die durch diese Zuordnung mit Hilfe 
der*bekannten Kurve S untersucht werden kann 



24* 



Zweiundzwanzigstes KapiteL 
Yon der Methode der Projektion. 

410. Zentralprojektion. Wir haben im Vorhergehenden 
gezeigt, wie die allgemeine Idee der Verwandtschaft zweier 
geometrischer Figuren in mannigfachen Formen ersclieint. 
Die einfachste und anschaiilichste Begriindung einer solchen 
Beziehung bietet die Mefhode der Projektion dar, 182 ) 

Wenn alle Punkte einer in der Ebene E gelegenen Figur 
mit irgend einem reellen, festen Punkte im Raume durch 
Strahlen verbunden warden, so bilden diese einen Kegel von 
der Spitse 0; die Schnittlinie dieses Kegels mit einer be- 
liebigen Ebene E' bildet eine Figur, die man die Zentral- 
jorojeMon der gegebenen Figur aus dern ProjeMonszentrum 
auf die Bildebene oder Projektionselwie E' nennt. Man be- 
zeiclmet den Kegel dann aucli als den projizierenden Kegel. 

Jedem Purilcte in der einen Figur entspricht em Purikt in 
der andem, namliclx der Sclinittpiinkt ihrer Ebene mit dem 
,projizierenden StraHe des ersten. Eine Gerade wird immer 
als Gerade projiziert. Denn die projizierenden Strahlen aller 
Punkte der Geraden bilden eine enthaltende Ebene, die 
projizierende Ebene der Geraden, die durcb. ihren Schnitt mit 
E' die Projektion der gegebenen Geraden bestimmt. 

Wenn Punkte in der einen Figur in einer Geraden liegen ; 
so liegen auch die entsprechenden Punkte der andern Figur 
in einer geraden Linie; wenn Geraden in der einen Figu-r durch 
denselben Punkt liindurcligelien, so scbneiden sicL. auch. die 
entsprechenden Geraden der andern in einem Punkte, namlich 
dem entsprechenden Punkte jenes ersten. 
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Die den Punkten einer Geraden entspreclienden Punkte 
und ebenso die Busehel einander entsprechender Geraden sind 
projektiv oder von gleichen Doppelverhaltnissen nacli NT. 84ff. 
und kurz: Die geometrische Verwandtschaft, die die Zentral- 
projektion zwischen zwei Ebenen begriindet, ist die aus Nr, 92 
bekannte Kollineation. Ihr algebraisclier Ausdruck ist somit 
die lineare Substitution der Punktkoordinaten von Nr. 91 mit 
cler transponierten der Linienkoordinaten bei nichtverschwin- 
dendem Modul A. In Nr. 387 f. ist ebenso die Verwandtschaft 
der Ressiprozitat zwischen vereinigten ebenen Systemen von 
den linearen Substitutionen mit nichtverschwindendem Modul 
aus behandelt worden, in der jedem Punkt eine Gerade und 
umgekehrt, jeder geraden Reihe ein zu ihr projektives Buschel 
und umgekehrt entspricht; die dureh einen reellen Kegel- 
schnitt definierte Polarreziprozitat bildet einen griindlich be- 
kannten Sonderfall; dabei ist aber mit dem Fall der ver- 
schwindenden Diskriminante in Nr. 310 die Unbestimmtheit 
der polaren Zuordnung als wichtig hervorgetreten, also die 
Frage nach der geometrischen Bedeutung der linearen Substi- 
tutionen mit verschwindendem ModuL Es ist ein Yorzug der 
Methode der Projektion, daB sie dieselbe in alien hierher ge- 
horigen Fallen klar stellt und damit auch sicher zur algebrai- 
schen "Behandlung fuhrt. 

411. Die singulSren Irojektivitaten. Solche sind in der 
Methode. der Projektion, also fur die Kollineation, fundamental, 
weil sie mit den projitsierenden Strdhlen und Ebenen ent- 
springen, die die Projektion vermitteln. 188 ) 

Wenn a) die Ebene E das ProjeJctionszentrum enthalt, 
so liegen die Bilder aller ihrer Punkte auBer in ihrer 
Schnittlinie s mit der Bildebene E' ; in der Art, daB jeder 
Punkt von dieser alle Punkte der Geraden abbildet, die ihn 
mit verbindet; und zugleich liegen in $ die Bilder aller 
Geraden in E, die nicht durch gehen. Dagegen liegen die 
Originale aller Punkte von E' auBer $ in 0, und die Origi- 
nale aller Geraden in E' auBer 5 sind gerade Linien durch 
in E, so zwar, daB alle durch denselben Punkt von 5 
gehenden denselben Originalstrahl haben. 
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Wir haben also in der einen Ebene einen singulars 
PunTct oder sagen wir tier 8, dem die Punkte der andera 
Ebene entsprechen, und in der andern Ebene eine singv&wre 
Gerade s, die alle Greraden der andern Ebene abbildet; den 
geraden Reihen durcit S entsprechen die Punkte auf s' pro- 
jektiv, den Strahlenbtischeln aus Punkten von s' die nacli 
diesen gehenden Greraden aus S. 

Wir gehen zum algebraischen Ausdruck dieser Besonder- 
heiten. Damit dem Punkte S von den Koordinaten s t jeder 
Punkt des gestrichenen Systems und der Greraden von den 
Koordinaten tf/ jede (Jerade des ungestrichenen entspriclit, 
d. h. damit die Verhaltnisse der Koordinaten der dem Punkt s 
und der Geraden 6 i entsprechenden Gebilde die Form : 
erhalten, miissen die Substitutionen 



die Besonderheit haben, daB 

<*n s i + %5 S + ^ s $ s 0, ?!&'+ s ^ s ' + CC B .0* 
istj -also nach'der ersten Bedingung 



und nach der zweiten 



Damit erhalten wir die Substitution wie folgt: 



- (^32^2 + CC^Ss) + 83 ^ 2 + 



Sie ist bestimmt, aber ikre Moduldeterminante ist Null, 
weil die Elemente der ersten Zeile die Summen der mit Kon- 
stanten multiplizierten entsprechenden Elemente der zweiten 
und dritten Zeile sind. Die Substitution wird vereinfacht, 
wenn wir bei beliebig gedachter Vereinigung der Ebenen E 
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E" den singularen Punkt als Fundamentalpunkt A^ mit 
Koordinaten $ 1? 0, und die singulare Gerade als gegenuber- 
iiegende Fundamentallinie #/ mit Eoordinaten tf/ ? 0, wat- 
len; sie 1st dann 

pxi 0, 
und inyers 

0, 

der ersten Unterdeterminanten ihres Moduls 1st von 
verscMeden, man hat zwei statt drei Grleiclmngen zur 
Bestimmung. Einer bestimmten Geraden durcli den singularen 
Punkt x% Ax s = entspricht nun z. B. auBer der singularen 
<Jeraden die andere Grerade dnrcb. ihn aus 

(>83 + ^^32)^2 - 0*23 

die nur fiir 



mit jener zusammenfallt, usw. 

Aber noch ein anderer Fall ist moglich, namlich b) 
das J?rojektionsgentrum ein Punkt in der Schnittlinie EE' ist. 
Wir konnen kurz sagen ? daft dann jede der leiden Ubenen 
einen singularen PunJct oder 8 in einer singularen Geraden s 
enfhalt, also dafi jene Punkte alien Punkten der jeweiligen 
andern Ebene und diese Greraden alien Geraden derselben ent- 
spreclien; xiberdies jeder Geraden durcli den singularen Punkfc 
<des einen alle Geraden durcli den singularen Punkt des andern 
Systems. Denken wir wieder beide Ebenen beliebig yereinigt, 
so konnen wir die singularen Ptinkte zu Ecken und die durcli 
sie gehenden singularen Geraden zu Seiten des Fundamental- 
'dreiecks wahlen und erhalten nach dem Vorigen die Substi- 
tution mit ji^'^0, nx z '=*Q, ^#3'=a 33 # s ; statt drei Glei- 
chungen hat man nur eine, und neben A verschwinden auch 
.aJle ersten Unterdeterminanten. 

GemaB der Definition, nach der wir die Projektiyitaten 
in Kollineationen und Reziprozitaten scheiden, ergeben sicli 
^.ber hieraus auch die mogliclien Falle der singularen Re#i- 
jprositaten. Ersetzen wir das eine der kollinearen Systeme 
a) durcli ein reziprokes, so ist dieses zum andern reziprok 
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und es entstehen so zwei Falle singularer Reziprozitat, nam- 
lich durcli tFberfiihrung des Systems mit singularem Punkt 
in ein reziprokes mit singularer Geraden a#) Re#ipro0itat mit 
swei singulars Geraden, denen je alle Punkte der andern 
Ebene entsprechen, wahrend jedem Punkte einer singularen 
Linie jede Gerade durch einen bestimmten Punkt der andem 
entsprieht. Ersetzen wir' aber das andere der beiden kolline- 
aren Systeme durch ein reziprokes, so entsteht a/3) die Be#i- 
prositat mit singularen Punktm, wo jedem derselben jede 
Gerade des andern Systems entspricht und insbesondere jeder 
Geraden durch den singularen Punkt des einen ein unbe- 
stimmter Punkt in einer projektiv zugeordneten Geraden 
durcli den singularen Punkt des andern. Dagegen entsteht 
aus der singularen Eollineation b) nur eine singulare Rezi- 
prozitat b/3) mit einem singularen Punkt in einer singularen 
Geraden in jedem System, denen je eine unbestimmte Gerade 
und ein unbestimmter Punkt des andern entspreclien, Vahrend 
einem. andern Punkte der singularen Linie ein unbestimmter 
Strahl durch den singularen Punkt des andern Systems ent- 
spricht. 

Die zugehorigen Substitutionen bildet man durch die ge- 
eigneten Ersetzungen der x i durch die u., usw. Die Ubertragung 
alles dessen auf kollineare und reziproke Biindel, insbesondere- 
Biindel von einerlei Scheitel (Nr. 415) ist augenscheinlich. 

B. 1) Wenn das Projektionszentrum in einer Originalgeraden 
liegt, so ist deren Bild ein Punkt, ihr Schnitt mit der Bildebene. 
Die ProjektivitStsgleichung (Nr.'DS) zwischen zwei entsprechenden 
Beihen aU' + bl + cl' + d = enthalt diesen Fall; sie gibt 
fftr l f den Wert <?' bei I = : 0, wenn man hat d ctf', 
b *= a a'. Sie wird dann 

aU' till. + cl'- c</= 0, d. i. (Y- ^)(<j + a A) 0. 
Man bemerke, dafi die Auswertung der Parameter in beiden Reiheii 
die Bestimmtheit der projizierenden Ebene der projizierenden 
Geraden gibt Dasselbe ergibt die Behandlung der Substitution 
/*#/*= a n flJ 1 + ^.gOJj} fur den singul&ren Fall, aus der durch 



Oder . M u' ^ A + 3SJ l' - (* 1S 
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als Parametergleichung entspringt. Das gilt offenbar auch fur pro- 
jektive BtLschel. Der Zusammenhang mit der parabolischen Involu- 
tion 1st offenbar. (Nr. 18 und 331.) 

2) Man untersuche die Ausartungsformen der Kegelschnitte r 
die aus der Verbindung solcher singular projektiver Elementar- 
gebilde hervorgehen. 

3) Bei den beliebig vereinigten singularen Reziprozitaten aa) r 
a]3) den Polkegelschnitt und den Polarkegelschnitt zu bestimmen, 
ist leicht. Fur a a) 1st der Polkegelscbnitt ein die singularen Punkte 
enthaltenderKegelschnitt; diese zwei Punkte selbst bilden den Polar- 
kegelsehnitt. Fur a|3) wird Her Polkegelscnnitt von den singulSren 
Geraden gebildet, und der Polarkegelschnitt ist eine sie beruhrende 
Kurve zweiter BHasse. Endlicn bilden im Palle b(3) die singularen 
Geraden den Polkegelscnnitt und die in ihnen liegenden singularen 
Punkte den Polarkegelschnitt. 

4) Durch Deckung der singularen Elemente singular-reziproker 
ebener Systeme entstenen Polarsysteme. Welcher Art ist der.Leit- 
kegelschnitt? Punktepaar, Geradenpaar, Doppelpunkt und Doppel- 
gerade ineinanderliegend. 

412. Wir projizieren nun eine nicht durch. das Zentrum 
gehende Ebene. Wenn eine durch das Zentrum parallel zur 
Bildebene E' gelegte Ebene die Originalebene E in einer Ge- 
raden r schneidet, so projiziert sich jedes Strahlenbiischel 
in ; das seinen Scheitel in dieser Geraden r hat, in ein 
System von Parallelen in E'. Denn ein Strahl, der vom Zen- 
trum nach einem beliebigen Punkte der Geraden r gezogen 
wird, begegnet der Projektionsebene erst in unendlicher Ent- 
femung. Insofern jener Punkt Schnittpunkt von mehreren 
Geraden ist, mtissen sich diese als solche Geraden projizieren, 
deren Schnittpunkt unendlich fern liegt. Umgekehrt wird 
jedes System von Parallelen in E in ein solches Strahlen- 
biischel projiziert, das seinen Scheitel in einem Punkte der 
Geraden q' hat, in der eine durch parallel zur Original- 
ebene E gelegte Ebene die Projektionsebene E' schneidet. Nur 
die Parallelen zur Bildebene haben auch parallele Bilder. 

So fuhrt nns die Methode der Projektionen zu dem 
Schlusse, dafi ein beliebiges System von Parallelen als ein 
durch einen unendlich fernen Punkt gehendes Buschel be* 
trachtet werden kann (Nr. 68); ebenso, daB alle unendlich 
entfernten Punkte einer Ebene als in einer Geraden gelegen 
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anzusehen sind (Nr. 75), da ihre Projektionen in der Ge- 
raden q' liegen. 

Wir bemerken endlich, daB die Sdmittlinie s der Pro- 
jektionsebene mit der Ebene der Figur zugleich der Ort der 
Schnittpunkte der Geraden der Figur mit ihren bez. Pro- 
jektionen ist. Man nennt diese Gerade, den Ort der in beiden 
Systemen sich selbst entsprechenden Punkte, die Spur der 
einen Ebene in der andern. Auf jedem Strahl durch nach s 
ist die Mitte zwischen und s auch Mitte zwischen c[ und r. 
Jede der beiden Geraden r, g[, die in jeder Ebene der un- 
endlicli fernen Geraden der andern entsprechen, heifit Flucht- 
linie oder Gegenachse der einen Ebene in der andern. Die 
Punkte jeder Fluchtlinie entsprechen den Eichtungen der 
Strahlen der andern Ebene und heiBen Gegen- bez. Flucht- 
punkte der zugehorigen Parallelen. 

413. Jede ebene Kwrve wird in eine andere Kurve von 
derselben Ordnung und Klasse projiziert. Denn wenn die ge- 
gebene Kurve durch eine Gerade in einer Anzahl von Punkten 
A, B, C, D . . . geschnitten wird, so wird ihre Projektion 
durch die Projektion der Geraden in eben so vielen entsprechen- 
den Punkten A', I?, C', D f , . . geschnitten. Aber die Ordnung 
einer Kuire wird durch die Zahl von Punkten geometrisch 
bestimmt, die sie mit einer Geraden gemein haben kann 
(N"r. 27). Wenn unter den Schnittpunkten der Kurve mit einer 
Geraden neben reellen auch imaginare sind, so bleibt die 
Zahl der reellen und der imaginaren Punkte durch Projektion 
ungeandert. Wenn sich zwei Kurven schneiden, so schneiden 
^ich ihre Projektionen in derselben Anzahl von Punkten; reellen 
Schnittpunkten entsprechen reelle, imaginaren aber imaginare.*) 

Jed$ Tangente der einen Kurve wird in die entsprechende 
Tangente der andern Kwrve projiziert. Denn jede Sehne AB 
der einen Kurve wird als eine Sehne All$ projiziert; wenn 
aber die Punkte A, S zusarnmenfallen, so fallen auch J/ ; 2? 
.zusammen, und die Sehne AS ist die entsprechende Tangente 

*) Eine Attsnahme machen nor die Kurven, deren Bbenen duich 
das Projektionszentrum gehen, da ihre Projektionen in die Spur der 
Ebene fallen. 
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<ler Projektion der Kurve (Nr. 104). Wenn zwei Kurven ein- 
-ander in einer Anzabl von Punkten beriibren, so beriihren 
ibre Projektionen einander in eben so vielen zu jenen ent- 
sprecbenden Punkten. 

Wenn irgend eine Eigenscbaft, die sieb nicht auf die 
GroBe von Strecken oder von Winkeln, sondern auf die Lage 
von Geraden als durcli gewisse Punkte gebend oder gewisse 
Kurven beruhrend, oder auf die Lage von Punkten usw. be- 
ziebt, fur eine gegebene Kurve wabr ist, so bleibt diese Eigen- 
scbaffc fur alle die Kurven giiltig, die aus der gegebenen durch. 
Projektion bervorgeben. 18<t ) Beispiele bietet Nr. 423 f. 

414. Projektive Eigenscliaften heifien Eigenscbaften 
einer Figur, die erhalten bleiben, wenn man durcb Projektion 
&us der gegebenen Figur eine neue Figur entsteben laBt. Zu 
diesen Eigenscbaften geboren auBer den vorbin bezeicbneten 
aucb einige solcbe, die die GroBen von Strecken und Winkeln 
scbeinbar entbalten. So stimmt das Doppelverbaltnis von vier 
Punkten in einer Greraden (ABC If), da es durcb das Doppel- 
scbnittverbaltnis des projizierenden Bdscbels (0 ABCD) am 
Zentrum der Projektion gemessen wird ; mit dem der vier 
Punkte (A'&C'D') uberein, in denen dies Buscbel durcb eine 
beliebige Transversale geschnitten wird. Doppelverhctttnisse 
werden durcli Projection nicht geandert. (VgL Kap. V.) Aber 
Halbierungen werden zu harmoniscben Gruppen, symmetriscbe 
Reiben oder Buscbel zu involutoriscben. 

Oder, wenn zwiscben den durcb eine beliebige Anzabl von 
Punkten in einer Geraden bestimmten Strecken eine Gleicbung 
von der Form 



bestebt, in der jedes Glied die namlicben Punkte nur in ver- 
scbiedener Ordnung enthalt, so ist diese Eigenschaft projektiv. 
Denn nacb Nr. 84 kann man fur AB das Verbaltnis 

OA- OB.sin.AOB: OP 

und fiir die tibrigen Strecken entsprecbende Ausdrucke ein- 

setzen, wodurch die Gleicbung in alien Gliedern das Produkt 

OA- OB^ OC-OV-OE* OF 
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im Zahler und die Grofie OP 3 im Nenner enthalt; durch 
Division mit diesen Faktoren wird sie dalier auf eine Be- 
ziehung zwiscben den Sinus der am Punkte gebildeten 
Winkel zuruckgefuhrt. 

Auch ist leicht zu erkennen, daB die Punkte A, B, C, 
D, E, F nicht in einer Geraden zu liegen brauchen, um diese 
Projektivit'at zu begrunden; wenn die Senkrechte OP nicht 
fiir alle in der Gleichung auftretenden Strecken die namliche 
ist, so miissen diese nur so geordnet sein, daB in jedem Gliede 
der Gleichung im Nenner das namliche Produkt solclier zu- 
gehorigen Lote OP OP'- OP" . . . auftritt. Als ein Beispiel 
dafur erw'ahnen wir den Satz: Wenn Geraden, die von den 
Ecken eines Dfeiecks ABC nach. demselben Punkte seiner 
Ebene gezogen werden, die Gegenseiten desselben in den 
Punkten a ; 6 ; c schneiden, so ist Ab Sc - Ca gleich A c Ba - Ob. 
Weil diese Gleiclrang von der eben besprochenen Art ist ; so 
reiclit es hin, sie fur irgend eine Projektion des Dreiecks ABC 
zu beweisen; machen wir fur diese die Voraussetzung, daB 
der Punkt C in unendlicher Entfernung projiziert sei, so 
werden die Geraden AB, BC, Gc einander parallel und die 
Gleichung wird Ab Be = Ac Ba, deren Wahrheit ohne 
Weiteres ersichtlich ist. 

Offenbar reicht es uberhaupt zum Beweise solclier pro- 
jektiver Eigenschaften von Piguren hin, den Beweis fiir die 
einfachste derjenigen Figuren zu liefern, in die die gegebene 
projiziert werden kann; z. B. oft fiir eine solche, in der eine 
gewisse Gerade der Figur unendlich fern erscbeint. Wenn 
z. B. gefordert ware, die harmonischen Eigenschaften des voll- 
standigen Vierecks ABCD mit den Diagonalpunkten EFG zu 
untersuchen, so verbinden wir alle Punkte dieser Figur mit 
einem Punkte im Raume durcb Strablen und scbneiden die 
Verbindungslinien durcn eine zur projizierenden Ebene OEf 
bez. OFGr oder OGE parallele Ebene , so daB etwa EF in 
unendliclier Entfernung projiziert erscbeint. Die Projektion 
A'JXC'D' des Vierecks ist dann ein Parallelogramm. Jedes 
Viereck 1cmn demnach #unachst (vgl. Nr. 424, s) sentml in ein 
PwaUekgrammprojitiert werden. Da nun die Diagonalen G'E', 
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G'F' eines Parallelogramms die Seiten JS'O' uud bez. A'B' 
halbieren und zu A'B' bez. B'C' parallel sind, d. L je mit 
den Ecken und dem unendlicli fernen Punkt dieser Seiten 
harmonische Gruppen bilden, so schlieBt man aus der projek- 
tiven Natur dieser Beziehung die Satze von Nr. 66. Die 
Projektion in ein Rechteck oder Quadrat andert hieran niclits. 

B. 1) Wenn zwei Dreiecke ABC, A' B'C' so gelegen sind, 
daB die Schnittpunkte der entsprechenden Seiten AB, A'B'; 
BC t B'C'] CA, C'A' in einer Geraden liegen, so schneiden sich 
die Verbindungsgeraden der entsprechenden Ecken A A', BB', CO' 
in einem Punkte. (Ygl. Nr. 67, 4.) 

Der Satz bedarf keines Beweises mehr, wenn man, wie es 
seine projektive Natur erlaubt, die Figur, auf die er sich bezieht, 
so projiziert, daB die Gerade, in der sick die entsprechenden Seiten 
beider Dreiecke schneiden, in unendlicher Entfernung erscheint; 
denn er geht alsdann in den einfachen Ausdrnck der Ahnlichkeit 
nnd ahnlichen Lage beider Dreiecke uber: Wenn in zwei Dreiecken 
al)c\ a'Vc' die Seiten des einen den Seiten des andern parallel sind, 
so schneiden sich die Verbindungsgeraden der entsprechenden Ecken 
in einem Punkte; dies geht einfach aus der Bemerkung hervor, daB 
die Geraden a a' und bb f beide die Gerade cc f in dem namlichen 
Verhaltnis teilen, 

2) Aber der yorige Satz und sein dualer: Wenn zwei 'Dreiecke 
so gelegen sind, daB die Verbindungsgeraden ihrer entsprechenden 
Eckenpaare durch einen Punkt 8 gehen, so schneiden sich die Paare 
ihrer entsprechenden Seiten in einer Geraden s erscheinen nach 
den Projektionsgesetzen umnittelbar klar aus den Definitionen. Denn 
in der Figur des ersten sehen wir eine Projektion der zwei Drei- 
ecke, die die Schnittpunkte von drei nicht in derselben Ebene 
liegenden Geraden durch 8 mit zwei 8 nicht enthaltenden Ebenen 
bilden; ihre entsprechenden Seiten schneiden sich in der Schnitt- 
linie dieser Ebenen. Und wenn man von drei Punkten dieser Schnitt- 
linie s zweier Ebenen ausgeht, und in diesen Ebenen Dreiseite ge- 
bildet denkt, deren entsprechende Seitenpaare durch jene drei Punkte 
bez. gehen, so liegen ihre entsprechenden Ecken auf drei Geraden 
durch einen Punkt $, weil sich Geraden, die paarweise aber nicht 
alle in einer Ebene liegen, in einem Punkte schneiden. Die betrach- 
teten Satze sprechen nur die Eigenschaften der Projektionen dieser 
raumlichen Figuren aus. 

3) Daran schlieBt sich ohne neue Voraussetzungen die Er- 
weiterung auf die per&peJctiven Vierecke md Vierseite: Wenn zwei 
bene Vierecke ABCD, A'B'C'D' so liegen, daB sich fiinf ihrer 
entsprechenden Seitenpaare AB, A'B', usw. in funf Punkten einer 
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Geraden s schneiden, so liegt auch der Schnittpunkt des sechsten 
Seitenpaares, etwa CD, C'D' y in dieser Geraden, und die Yerbin- 
dungsgeraden der entsprechenden Ecken A A', usw. gehen durch 
einen Punkt 8. Und: Wenn zwei ebene Vierseite so liegen, daB 
funf ihrer entsprechenden Eckenpaare in Geraden aus einem Punkte 
enthalten sind, so liegt auch ihr sechstes Eckenpaar in einer Ge- 
raden durch diesen Punkt, und die vier Schnittpunkte ihrer ent- 
sprechenden Seiten liegen in einer Geraden s. 

Denn fur den ersten Satz: Die Dreiecke A B (7, A' B'C' und 
wieder ABD, A'B'D' liegen nach Yoraussetzung perspektiv fiir 
die Gerade 5 als Achse und einen Punkt 8 als Zentrum; daher 
geht DD' auch durch #, und die Dreiecke BCD, B'C'D' sind r 
weil sich BC, B'C' und BD, B'D' in s schneiden, ebenso per- 
spektiv, oder die Geraden CD, C'D' gehen durch einen Punkt 
von 5. Und dual. 

Denken wir das erste Yiereck (Vierseit) und die Gerade $ 
(den Punkt $) gegeben, so laBt sich das zweite in seiner Ebene 
auf dreifach unendlich viele Arten bilden, weil man seine Seiten 
A'B', B'C', C'A' durch die Schnittpunkte von s mit bez. AB, 
J?<7, CA beliebig nur so, dafi sie ein Dreieck A' B'C' bilden 
ziehen kann; dann treffen sich die von A' nach dem Schnitt- 
punkt von s mit AD und die von B' nach dem Schnittpunkt von 
s mit BD gezogene Gerade in einem Piinkte D', dessen Yerbin- 
dungsgerade mifc C' durch den Schnitt der Geraden $ und CJ> 
gehen mufi. Die Bildung eines Yierecks ABCD gentigt ojffenbar 
urn den sechsten Punkt 5, CD zu erhalten; und die Bilduug eine& 
Yierseits alcd um den sechsten Strahl S, cd zu finden: Das voll- 
st^ndige Yiereck (Yierseit) liefert durch die Schnittpunkte zweier 
Gegenseitenpaare mit s (die Yerbindungsgeraden seiner Gegenseiten- 
paare mit 8} drei Paare der Involution in s (an S). Man hat die 
Konstruktion einer involutorischen Eeihe in s aus dem Paare s, BC\ 
s,AD und dem Paare $,AC] s,BD oder die Konstruklion des- 
entsprechenden Punktes 5, CD zu dem Punkte s,AB. Und dual 
erhalt man die Konstruktion des involutorischcn Bttschds aus S, das 
dwrcti zwei Paare bestimmt ist, d. h. zu jedem funften Strahl aus. 
8 den sechsten, der mit ihm ein Paar bildet. 

4) Bewegt sich der funfte Punkt der Involution aus zwei 
Paaren in der Geraden 5, bez. dreht sich der funfte Strahl des 'in- 
volutorischen Buschels um S, und will man die Lagen des jeweiligen 
entsprechenden mit dem geringsten Linienaufwand konstruieren, so 
erMlt man m der Konstruktion der involutorisclicn Reihe stets ein 
Paar projeMve StraUeribuschel, aus denen sie geschnitten wird, und 
zur Konstruktion des involutorischen StraJilenMscJiels ein Paar der 
jprojektiven Puriktre&ien, die von -ihm projwicrt werden; so daB sich 
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die Konstruktion projektiver Buschel und Keihen und damit die 
gauze projektive Geometrie als mit folgend aus der vorigen Ent- 
wicklung, also als Bestandstuck jeder Geometric, wiabMngig von 
ParaUelenaxiom und Matrik ergibt. 

Wenn in der Involution auf s zwei Paare J., A und B, S t 
gegeben sind und zu dem Punkte der entsprechende C^ gesucht 
wird man wird die Figuren Mer wie im Vorigen leicht selbst 
bilden so daB man die Konstruktion mit der Bildung eines Drei- 
ecks zu beginnen hat, dessen Seiten durch A , B , bez. gehen, so 
wahle man auf der Seite durch A zwei seiner Ecken T, T' fest, 
so daB fur jedes C die dritte Ecke U auf der Geraden BT' in 
ihrem Schnittpunkt mit dem urn 1 sich drehenden Strahle 1C 
liegt. Dann 1st die Konstruktion yon C l als Partner von C in der 
Involution in 5 die Konstruktion des zu TC entsprechenden Stranles 
in dem Buschel aus T', das zu T- ABC projektiv ist. Denn A t 
ist das perspektive Zentrum T" dieser beiden Buschel (Nr. 67) 
und die Bildung des Vierecks durch Hinzufugung der Ecke U f zu 
T, T', U fordert den Schnitt der Geraden TB mit TJA^ d.h. mit 
D r T // , und T' C geht nach diesem U'. .Etickt C in s fort, so U in 
T"B^ U' in TB und TJ' T' schneidet aus s eine Kette von 
Sliedern in paarweis perspektivem Zusammenhang, also von glei- 
chen entsprechenden Doppelverhattnissen (Nr. 86) nach der ersten 
Entwicklung. Und dual fur die Involution im Strahlenbuschel mit 
<Jem vollstandigen Vierseit 105 ) 

415. Geometrie im BtindeL Die projizierenden Strahlen 
der Punkte, die projizierenden Ebenen der Geraden einer Ebene 
bilden, wie man sagt, ein BUndel von Sfrdhl&n und Ebenen 
am Zentrwm als Scheitel. Also ist das Bundel in seinen 
Elementen Strahl und Ebene von derselben Mannigfaltigkeit,. 
wie die Ebene in den ihrigen Punkt und Gerade. Aus der 
ebenen Geometrie folgt somit eine Geometrie im Bundel, die 
die Lagenbeziehungen zwischen den Strahlen und Ebenen durch 
einen Scheitel untersucht. Nach dem Vorigen gelten alle 
Doppelverhaltniseigenschaften ebener Figuren auch fur die sie 
projizierenden Figuren des Biindels, sobald man den Begriff des 
Doppelverhaltnisses von vier Strahlen eines Buschels auf die 
sie projizierenden Ebenen eines Biischels ubertragt Demnach 
erhalten wir aus projektiven Satzen der ebenen Geometrie 
die entsprechenden der Geometrie im Bundel, indem wir nur 
Strdhl und Ebene an Stelle von Punkt und Strdhl setzen. 
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Wahrend die gewohnliche Anschauung das Biindel als 
yon der Ebene wesentlich verschieden ansieht, weil es den 
ganzen Kaum erfiillt, 1st die allgemeine analytische Geometrie 
im Bundel und in der Ebene identisch. Hierin liegt die un- 
mittelbare RechtfertiguBg der Einfiihrung der raumlichen Pro- 
jektionsmethode in die Untersuchungen der ebenen Geometrie. 
In der Tat Wnnen wir die terndren homogenen Koordinaten 
von Elementen der Ebene aiich als die Koordinaten der proji- 
#ierenden Elemente des Biindels deuten, sobald wir als Funda- 
mentalstrahlen und -ebenen des Biindels die projizierenden der 
Fimdanientalpunkte und -linien der Ebene einfiihren; denn die 
Koordinatenverhaltnisse sind Doppelverhaltnisse. Gleichnngen 
ersten und zweiten Grades in x t , bez. U+ definieren Ebenen bez. 
Strahlen, und Eegel zweiter Ordnung bez. Klasse im Biindel. 
Und schneiden wir Strahlen und Ebenen des Biindels mit 
siner Original- und einer Bildebene, .so definieren die Koordi- 
naten der Elemente P der einen Figur die der entsprechenden 
Elemente P' der andern, falls wir sie je auf entsprechende 
Fundamentalelemente A if E, A^, E' der Ebenen beziehen. 
Eine Originalkwrve und iJwe Projektionen sind durcfi dieselbe 
{rleichung in perspektiven Koordinatensystemen dargestellt. 

Fiihren wir insbesondere nicht-homogene Koordinaten ein, 
indem wir x$ und U B konstant denken ; so heifit dies, wir unter- 
suchen statt der Originalfigur eine Projektion auf eine Ebene ; 
die zur Yerbindungsebene des Zentrums mit der Fundamental- 
linie A^A^ parallel ist. Dann ist AA% die unendlich feme 
Gerade und man hat noch dafiir zu sorgen, daB die Projek- 
tion des Einheitspunktes E in die Halbierungslinie A B 'E' des 
Winkels der Achsen A^A BJ A^A^ fallt (Mfr. 88), wozu nur 
OE die Strecke A^A^ halbieren mufi. Umgekehrt wird mit 
dem Homogenmachen eine beliebige Projektion eines auf zwei 
Achsen bezogenen Originals eingefuhrt. 136 ) 

416. Zentralkollineation -cuid Umlegung. Ebene Systeme 
'entsprechen sich nach der Methode der Zentralprojektion in 
der Weise, daB alle Paare entsprechender Punkte in Geraden 
AUS einem Punkte liegen, und alle Paare entsprechender 
Geraden sich in Punkten einer Geraden 5 begegnen; und diese 



Geometric im Bundel. Zentralkollineation. 385 

Beziehung bleibt aucli ungestort, wenn wir beide Systeme 
durcli eine Drehung des einen um ihre gemeinscliaftliclie 
Schnittlinie s in eine Ebene zusammenlegen. Mem erkennt 
daraiis die Identitat der zwitralprojektivm Be0iehung ebener 
Systeme mit der eentrischen Lage Jcollinearer Systeme. 

Denn da der Winkel y von zwei sicli schneidenden Ge- 
raden durcli den von ParaUelen aus dem Zentrum an diesem 
gemessen wird, so liefert die Umlegung der Ebene Oq' um c[ 
als die Fluchtlinie der Ebene des Winkels seine wabre GroBe; 
man verbindet das mit Oq umgelegte Zentrum (0) mit den 
Fluchtpunkten $/, Q% der Schenkel, d. i. init den Schnitt- 
punkten ikrer Bilder rnit %'. Infolgedessen ist auch. der von 
(O)Q f mit q[ eingeschlossene Winkel der Winkel der Greraden 
gegen die Spur s der Ebene des Winkels. Wenn man also 
die Fluchtpunkte der Greraden in der Ebene rnit dem mit der 
Ebene Oq' umgelegten Zentrum (0) durch Strablen verbindet 
und zu diesen durcli die entsprecbenden Durchgangspunkte 
flfj, S% Parallelen zieht, so geben diese die Lagen jener Ge- 
raden nacb Uberfiihrung in die Bildebene an. Insbesondere ent- 
spriclit diesem Gesetze gemafi jeder durcli (0) gebende Strahl 
sicli selbst. Es liegen also, weil entsprechende Punkte die 
Schnittpunkte von entsprechenden Geraden sind, auch nocli 

nach der Zusammenlegung beider ^ .. 

Systeme in eine Ebene die entspre- s'' ..--fP ^ x ^ 

<3henden Punkte in Strahlen aus / ^' '" ,. -''^ "\._ \ 
einem Punkte (0), dem Zentrum der r {/-,$ '^^ 1 

Kollineation. Zur Konstruktion nur 
noch. dies. 

Wir denkenvom Zentrum dei 
ProjektiondieNormalezurBildebene 
O Oi mit dem FuBpunkte 0^ (Fig. 43) 
xmd beschreiben mit ihrer Lange \ 1 / 

(der Distanz) als Radius um 0^ in . \J/ 7 

der Bildebene den Distanz-Kreis D; \^. 

ist dann $ die Spur und q' die Flucbt- 

linie der Ebene eines in die Bildebene projizierten Systems, 
so erbalten wir das zugehorige Zentrum (0) der Kollineatiou 

S alia on -Fiedler, anal. Geom. d. Kegelsclm. II. 7. Aufl. 25 
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in dem Lot von O l auf (f rnit dem Fufipunkt H', indem wir 
von H' auf die Gerade H' 0^ die Hypotenuse des recktwinkli- 
gen Dreiecks aus den Katheten O^R' und abtragen. 

Wie vorher besckrieben, zeichnet man nun die Figur der 
Ebene sq' (Fig. 44) in die Bildebene, indem man zu jeder Geraden 
8 ($ oder g derselben die entsprechende Gerade g als Parallele 
zu (O)Q f durch 8 zieht. Die Spur s der Ebene wird die Achse 
und (0) das Zentrum der Kollineation genannt; die Flucht- 
linie g[ die Gegenachse im Bild, und die Parallele r zu ihi^ 
die von (0) ebenso weit und im namlielien Sinne entfernt ist, 
wie $ von q (N"r. 412) die GegenacKse in der Umlegung oder 
im Original; diese liat fur den tlbergang vom Original zum 
, Bild die gleiche Verwendung 

wie <l fiir den- vom Bild zum 
Original. DasrechtwinkligeKo- 
ordinatensystem im Bilde mit 
gf als x' und dem Null- 
punkt in H' entspricht dem 
rechtwinkligen System im Ori- 
ginal mit r als x und dem 
JSTullpunkt H\ die Achsen der 
x und %' entsprechen einander^ 
die y' und y je der unendlicb 
fernen Geraden des andern 
Systems. Auch die symmetrised 
gleichen" Reihen t, i f und Bii- 
schel T } T' konstruiert man 
leicht aus derselben Umlegung. 
(S. Fig. 44.) Die Gegenachsen 
konnen in der Mitte zwischen 
Kollineationszentrum und -Achse zusammenfallen ; namlich 
dann, wenn das Projektionszentrum in der Halbierungsebene 
des Drehungswinkels zwischen beiden Ebenen liegt; wenn es 
in der Halbierungsebene seines Nebenwinkels liegt, so sind die 
Gegenachsen symmetriseh. zur Kollineationsachse und diese 
enthalt das Kollineationszentrum. Im ersten Falle Lat man die 
Involution der Jcollinearen ebenen Systeme. Aus der Kollineations- 
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achse, der einen Gegenachse und dem umgelegten Zentrum (0) 
bestimmt sicli zu dem als gegeben gedachten einen System 
das andere durch lineare Konstruktion, zum Original das Bild 
auf gleiche Weise nur mit der anderen Gegenachse wie zum 
Bilde das Original. 137 ) 

Wir kehren zur Winkelbestimmung zurftck. Die Bilder von 
zwei zueinander rechtwinkligen Richtungen im Original sind 
zwei Punkte in g', deren Verbindungslinien mit (0) an diesem 
Punkte einen rechten Winkel bilden, oder sie sindDurchmesser- 
endpunkte eines Kreises durch (0), also nach der schon in 
Nr. 18 benutzten Ausdrucksweise: AJle Paare rechtwinkliger 
Richtungen in der Originalebene werden abgebildet durch die 
Paare der elliptischen Involution in q r , die von (0) aus durch 
die Rechtwinkelinvolution projiziert wird ; die also H' zum 
Mittelpunkt und das Paar im Kreis aus H f durch (0) zum 
symmetrisclien Paar hat. (Distanzpunkte.) 

Und ebenso: Die Paare rechtwinkliger Richtungen in der 
Bildebene hgJben ihre Originale in der Gegenachse r in den 
Paaren derjenigen elliptischen Involution, die durch die Recht- 
winkelinvolution um (0) projiziert wird, die also in H ihren 
Mittelpunkfc und auf dem aus fl" durch (0) beschriebenen 
Kreise ihr symmetrisches Paar hat. 

Die letztgenannten Paare bilden die symmetrisch har- 
monische Darstellung der Entsprechenden zu den absoluten 
Punkten der Original- bezr der Bildebene. Da nun die Invo- 
lution der Paare rechtwinkliger Richtungen die Polinvolution 
des Kreises auf der unendlich fernen Geraden ist, so hat 
notwendig der in einer kollineai*en Pigur einem Kreise ent- 
sprechende Kegelschnitt die in der Gegenachse seines Systems 
liegende elliptische Involution mit den Distanzpunkten als 
dem symmetrischen Paar zu seiner Polinvolution in dieser 
Gegenachse. Und wenn Kegelschnitte des einen Systems in 
dessen Gegenachse dieselbe elliptische Polinvolution bestimmen, 
so entsprechen ihnen im andern System immer dann lauter 
Kreise, wenn das Zentrum der zwischen beiden bestehenden 
KoUineation der Scheitel der fiber jenen stehenden Recht- 
winkelinvolution ist; die Wahl der Kollineationsachse hat nur 

25* 
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EinfluB auf ihre GroBe und Lage. Bs ist klar, daB damit 
die Fragen nach der "Oberftthrung von Kegelschnitten in Kreise 
durch Projektion vollstandig und in einfaclister Art erledigt 
sind. (Man vergleiche aber die elementare Behandlung der- 
selben in Nr. 418 f.) 

Bringen wir Original und Bild irgendwie unverandert zur 
Vereinigung in eine Ebene, so konnen nun die Elemente beider 
Systeme auf eines der beiden Fundamentalquadrupel A u E bez. 
A t ' 9 E' bezogen werden. Dann unterliegen die bisher ini andern 
gedeuteten Koordinaten einer linearen Transformation, die 
durch die Lage ihres Quadrupels im gewahlten System be- 
stimmt ist. Der geometrische ProzeB zeigt so die Identit'at 
des analytischen Ausdrucks fur Koordinatentransformation und 
aUgemeine Kollineation. Haben wir ; wie oben, die Kollinea- 
tion nur durch eine Drehung der gegebenen Ebenen urn die 
gemeinsame Scknittlinie erzeugt, so sind die Substitutionen 
von der besonderen Art, wo ein Strahlenbuschel und eine 
Punktreihe je sich selbst entsprickt. Vgl. B. 7. . 

B, 1) Der Mittelpunkt des Bildes von einem Kegelschnitt ent- 
spriclit dem Pol der Gegenachse r in ibm (Nr. 414). 

2) Die zentrisck kollineare Figur zu einem kreisfSrmigen Ori- 
ginal mit dem Kollineationszentrum als Mittelpunkt ist ein Kegel- 
scnnitt, der diesen Punkt zum Brennpunkt und die Gegenachse q 
zur entsprechenden Leitlinie hat. Auch das fulhrt direkt auf das 
Gesetz von Nr. 183. 

3) Urn zwei Kreise einer Ebene in zwei Kreise zentral zu pro- 
jkieren, hat man ihre Potenzlinie als Gegenachse r der Kollineation 
zu wahlen und von ihrem Schnitt mit der Zentrale aus in dieser 
den Radius des kleinsten Orthogonalkreises beidey Kreise abzu- 
tragen (Kreis tlber dem symmetrischen Paar der gemeinsamen Pol- 
involution durch (0)), urn das Kollineationszentrum zu erhalten. 
Die Wahl der andern Gegenachse c[ oder der Achse 5 (parallel r) 
liefert entsprechende Kreise fiir alle Kreise des Biischels, das die zwei 
gegebenen hestimmen. Man schneidet ihre Eadien leicht in s ab. 

4) Zu einer gewahlten Zentralkollineation gehoren immer un- 
endlich viele Zentralprojektionen: Ihre Projektionszentren liegen 
atif dem Kreise, der in der Normalebene durch (0) zu r aus H be- 
schrieben wird. 

5) Wenn unter den drei Geradenpaaren eines Kegelschnitt- 
buschels (Nr. 25 If.) nur ein reelles ist, so sind entweder die in 
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ilinen liegenden, alien Kegelschnitten gemeinsamen Polinvolutionen 
beide elliptisch oder eine von ihnen ist hyperboliseh, Im ersten 
Falle sind beide Gegenachsen fiir die Oberfuhrung des Kegelschnitt- 
btlschels in Kreisbiischel verwendbar und der Gesamtort der zuge*- 
hSrigen Projection szentra besteht aus den zwei Kreisen in ihren 
Kormalebenen mit den halben Distanzen ihrer symmetrischen Paare 
als Eadien, usw. Fiir ein bestimmtes Zentrum ist die Bildebene 
parallel zur Ebene Or. 

6) Die dreifach unendlich vielen Kegelschnitte, die auf einer 
Geraden r dieselbe elliptische Polinvolution bestimmen (und deren 
jeder durch drei seiner Punkte bestimmt werden kann), liefern als 
entsprechend alle Kreise der Bildebene je durcn die entspreehen- 
den der drei Punkte. 

7) Nimmt man den Nullpunkt von recntwinkligen Koordi- 
naten als Kollineationszentrum (0), x = a als Achse (Spur) und 
# b als Muchtlinie ({, so gibt die Ausfunrung der Konstruktion 
des Textes die Gleichungen 



Das entsprechende Koordinatendreieck der Projektion,'in dem die 
Itomogenen Koordinaten die Werte px \ py \ p haben, ist gebildet 
aus a 6 | 0; 0|oo; 0|0 (Streifenkoordinaten BTr. 88). 

Ftir a = 2 1 hat man die involutoriscne Kollineation, far a 
ihre entgegengesetzte Umlegung. 

417. Kegel zweiten Grades. Alle Projektionen eines 
Ereises aus einem nicht seiner Ebene angehorigen Zentrum 
sind nach. Nr. 413 Kurven zweiten Grades. Man nennt daher 
Kegel fiber kreisformiger Basis selbst Kegel zweiten Grades. 
Die Untersuchung der % ebenen Quersclmitte soldier Kegel ist 
nach. dem Yorhergehenden identisch mit der Theorie der zu 
Kreisen kollinearen Kurven. Es soil hier aus der raumlichen 
Auffassung die elementare Definition dieser Querschnitte ab- 
geleitet und damit die Bezeichnung der Kurven zweiten Grades 
als Kegelschnitte direkt begrundet werden. 

Man pflegt einen Kreiskegel ferner gerade oder schief zu 
nennen, je nachdem die Yerbindungsgerade seiner Spitze mit 
dem Mittelpunkt des Basiskreises auf dessen Ebene senkrecht 
ist oder nicht: Achse des Botationskegels im ersten Fall. Da 
die Yorstellung des ger^den Kreiskegels die einfacheie ist, so 
ist es zweckmafiig, von ihm auszugehen. Jedoch stimmt die 
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Untersuchung der Schnitte des schiefen Kegels mit derjenigen 
der Schnitte des geraden Kegels vollig uberein. 

Die Schnitte eines jeden Kegels mit parallelen Ebenen 
sind ahnliche Kurven. Denn wenn wir in der Ebene der einen 
Kurve einen Punkt A und in der Ebene der andern Kurve 
den entsprechenden Punkt a auf OA annehmen, und von ihnen 
nach irgend zwei entsprechenden Kurvenpunkten S, I Vektorea 
ziehen, so folgt aus den ahnlichen Dreiecken OAB und Gab 
die Verhaltnisgleiehheit OA : Oa AS : ab. Weil also jeder 
Vektor der einen Kurve zu dem entsprechenden Vektor der 
andern in dem namlichen konstanten Verhaltnis OA: Oa steht 
und die entsprechenden Winkel tibereinstimmen, so sind 'die 
beiden Kurven ahn^ich (Nr. 227). Insbesondere wird jeder Kreis- 
kegel durch eine Ebene, die seiner Basis parallel ist, in einem 
Kreise geschnitten. Wir denken nur die entsprechenden 
Punkte Ay a als die Mittelpunkte der beiden Kurven, 

Allgemeiner erkennen wir aber nach denselben tTber- 
legungen, daft die ZentralprojeUion ebener Figwren auf parallele 
Ebenm ahnliche Figuren liefert. Da alsdann Spur und Flucht- 
linie unendlich fern sind, so ist unter Umlegung der einen 
Ebene in die andere eine Parallelverschiebung zu verstehen, 
bei der alle Punkte Normalen der Ebene beschreiben. Man 
kommt so auf die Ahnlichkeit in ahnlicher Lage als Sonder- 
fall der Zentralkollineation. 

418. Die ebenen Schnitte eines KreisJcegels sind von Ge- 
radewpawen abgesehen entweder Ellipsen oder Hyperbeln oder 
Paralehi. Im Falle des geraden Kegels lege man durch die 
Achse 0(7 eine Ebene OAS senkrecht zur Schnittebene M SsN 
und betrachte OAB als die Ebene der Zeichnung. Die Schnitt- 
ebene sowohlwie dieBasisebene-4.SJ5 ist dann rechtwinklig zur 
Ebene der Zeichnung, ebenso die Gerade BS, in der sich jene 
beiden Ebenen schneiden. Wir setzen alsdann zuerst voraus, daB 
die Grerade M JV, in der die Schnittebene die Ebene AS schnei- 
det, den beiden Seitenlinien OA und OS des Kegels auf der- 
selben Seite des Scheitels begegnet, wie Figur 45 es angibt. 

Durch irgend einen Punkt s der Schnittkurve legen wir 
eine zur Basis parallele Ebene und erhalten dadurch fiir das 
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<Quadrat der Ordinaten US und rsr der Kreise ASS und 

die Ausdrflcke JS/S 2 ^ J.J2 JS.2? und rs s = ar r&. Wenn man 

=aber die ahnliclien Dreiecke J.JS M und 

<*rJ!f, J5JSJV und brN betrachtet, so 

folgt 

AR-RBiMR-RN^ar-rbiMr-rN; 

also 

2 : 7? 




Pig. d5. 



MR - JRAT: Jfr 

Das Quadrat einer beliebigen Ordi- 
nate r$ der Schnittkurve MSsN steht 
also zu dem Rechteck aus den von ihr in 
der Geraden MN bestimmten Abschnit- 
ten in dein konstanten positiyen Ver- 
haltnis BS* : ME RN. Nach Nr. 151 ist der betrachtete 
Kegelschnitt eine Ellipse, die MN zur Hauptachse hat, und 
deren kleine Achse sich aus der Bemerkung bestimmt, daB 
ihr Quadrat zu MN* im Verhaltnis BS* : MR JS2V stehen muB 

Die Tatsaclie ; daB das Verhaltnis rs 2 : JVr rJlf konstant ; 
etwa gleich * ist, fuhrt sofort zur Scheitelgleichung der Ellipse. 
Denken wir uns namlieh in der Sclinittebene MSsN ein Ko- 
ordinatensystem mit NM als Abszissenacbse, einer durch N 
rechtwinklig zu NM gezogenen Geraden als Ordinatenaclise, 
iso ist Nr x, rs == y. Setzt man ferner 
NM 2a ; so folgt rlf = 2a a;, und aus 
rs 2 : Nr r Jf = sc 2 gelit ' / a = x(2a r)^ 2 

hervor oder auch y* 2j30? ^- a; 2 , wenn man 
2a^ 2 durch 2p ersetzt. Vgl. Nr. 192. 

Wir nehmen zweitens an, eine der, bei- 
den Seiten OA und OB, etwa OA, werde 
Yon der Geraden MN erst in der Verlange- 
grung geschnitten (Fig. 46). Der vorige Be- 
weis bleibt vollig unverandert* nur in dem 
Endergebnis tritt die Veranderung ein, daB 
jaun das konstante Verhaltnis zwischen dem 
Quadrat der Ordinate rs und dem Rechteck 
Mr rN aus den Abschnitten stattfindet, die ein tmfierer 



\ 



ITig. 46. 
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Teilpunkt in der Strecke MN bestimmt. Die Schnittkurve 
ist in diesem Falle eine aus den beiden Zweigen Ns8 und 
Ms'S' bestehende Hyp&rbel mit der Hauptacbse MN 2 a. 

Fiihrt man bier das entsprechende Koordinatensystem 
ein wie im zuvor betrachteten Falle, so ist Nr #, rs = y r 
Mr =< 2a + x\ da ferner Mr und rN entgegengesetzte Rich- 
tung haben, ist das Verhaltnis rs* : Mr r N nun negativ, 
etwa gleich x?, also r~s*: Mr Nr = + sc 2 , und man erMlt 

f=* x(2a + a?)^ 2 - 2px + ^x\ Vgl. Nr. 192. 

Wenn drittens die Gerade MN zu einer der Seiten 
parallel ist (Fig. 47), so steht, wegen AH *= ar und EB : rb 
NE : Nr, das mit dem Rechteck ar rb 
gleiche Quadrat der Ordinate rs zu der Ab- 
szisse Nr in dem konstanten Verhaltnis 
lRS*:NE oder AR-EB:NR. Demnach 
ist die Schnittkurve in diesem Falle eine 




Setzt man das konstante Verbaltnis 
^ r gleicb 2p f so ist bei demselben Ko- 
ordinatensystem wie zuyor rs = y, Nr =-= a? f 
man erbalt f- 2px. Vgl, Nr. 198. 
Man erkennt die Parabel deutlicb als den Grenzfall zwi- 
seben Ellipse und Hyperbel, wenn man die Scbnittebene sich, 
etwa um die zu OB senkrecbte Scbeiteltangente dreben laBt. 
Die Lagen der Scbnittebene fur Hyperbel, Ellipse, Parabel 
konnen dadurcb cbarakterisiert werden, daB die parallele Ebene 
durcb die Spitze des Kegels diesen in reellen oder imaginarect 
Greraden scbneidet oder Tangs einer, Seitenlinie bertibrt. 

419. Schnitte des schiefen Kreiskegels. Die Ebene der 
Zeicbnung sei durcb die Spitze des Kegels und den Mittel- 
punkt C des Basiskreises senkrecbt zu dessen Ebene gelegt 
(Fig. 48); QS sei die Scbnittlinie der Scbnittebene mit der 
Ebene des Kreises AQSB. Ferner sei LK der die Sebne QS 
halbierende Durcbm'esser und MN die Grerade, die die durch 
ihn und die Kegelspitze gelegte Ebene mit der Scbnittebene 
gemeinsam hat. 
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Nun entwickelt sicli der Beweis ganz wie vorher: das 
Quadrat der Ordinate ES ist dem Rechteck LE EK gleich, 
und wenn wir wieder eine zur Basis 
parallele Ebene einfuhren, so ist das 
Quadrat der ihr angehorigen Ordinate rs 
gleich dem entsprechenden Rechteck Fi g . 43. 
Ir rk. Wir beweisen sodann aus den 
ahnlichen Dreiecken KEM, krM und 
LEN, IrN in der Ebene OLK, ebenso 
wie im Falle des geraden Kegels, dafi 
das Verhaltnis der Quadrate ES* : rs* 
dem Verhaltnis der Rechtecke gleich 
ist, die aus den durch den Pufipunkt 
der Ordinate bestimmten Abschnitten yon MN gebildet 
werden. Demnach ist die Schnittknrve ein Kegelschnitt, fiir 
den MN der die Sehne QS halbierende Durchmesser ist, 
und zwar eine Ellipse, wenn MN die Geraden OL und OK 
auf derselben Seite der Kegelspitze sekneidet; eine Hyperbel y 
wenn diese Schnittpunkte auf verschiedenen Seiten der Spitze 
liegen, und eine Parabel, wenn einer derselben unendlicli 
fern ist. 

Die in dem Beweise gemachte" Voraussetzung, dafi der 
Basiskreis reelle Punkte mit der Schnittkurve gemein habe y 
ist in jedem Falle statthaft, weil jeder Kreis, den irgend ein# 
der Basis parallele Ebene in der Kegelflache bestimmt, als- 
Basis betrachtet werden kann. 

AuBer diesen Kreisen gibt es aber in jedem schiefm 
Kreiskegel eine zweite Eeihe von unterdnander pardlelen Kreis- 
sckniftM^. Denken wir uns namlicli eine Schnittebene um die- 
Normale der Zeichnung&ebene in gedreht, so kommt sie in 
eine zweite Lage, in der das zwischen OA, OB enthaltene 
Stuck A'I? ihrer Spur dieselbe Lange AS annimmt. Der 
von ihr dann ausgeschnittene Kegelschnitt hat zwei gleich 
lange zueinander rechtwinklige Durchmesser, ist somit ein 
Kreis, ebenso sind alle parallelen Querschnitte Kreise. 

420. Wenn ein KreisschniU des Kegels von einer Ebene 
in der Geraden QS geschnitien wird, so' legegnen der m QS 
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Jconjugierte Durchmesser in diesem Querschnitt und im Kreise 
sick mil QS in demselben Punkte. Schneidet QS den Kreis 
reell, so ist der Satz einleuchtend und konnte anf den Fall 
ausgedehnt werden, wo QS nicht in reellen Punkten schneidet. 
Direkt wird bewiesen, da6 der Durchmesser df, der die zu 
qs parallelen Selmen eines beliebigen Kreisschnittes halbiert, 
einen Durchmesser DF zur Projektion hat, der die gleich- 
gerichteten Sehnen eines parallelen Schnittes halbiert (Nr.417). 
Der Ort der Mittelpunkte aller zu gs oder QS parallelen 
Sehnen des ICegels ist die Ebene Odf; der zu Q8 in irgend 
einem Schnitte konjugierte Durchmesser ist daher die Schnitt- 
linie der Ebene Odf mit der Ebene dieses Schnittes und geht 
durch den Punkt E } in dem QS die Ebene Odf schneidet. 

Wenn in demselben FaUe die #u QE im Kreise und im 
-andern Schnitte Jconjugierten Durchmesser in Teile ED, EF; 
Eg, JBfc geschnitten werden (Fig. 49), so verhalten sick die 
Eechtecke DE EF und gE Ek wie die Quadrate des su 
QS parallden und des konjugierten Durclimessers des Schnittes. 
Dies erkennt man sofort, wenn q$ den 
Kreis in reellen Punkten trifft; denn 
alsdann ist fs 2 = dr rf. Fur den all- 
gemeinen Fall ist aber bewiesen, daB 
die 'Geraden gJc, df, Df in einer die 
Spitze des Kegels enthaltenden Ebene 
liegen; daher sind die Punkte d, D 
Projektionen von g und liegen mit g in 
einer durch die Spitze gehenden Gre- 
raden. Wie in Nr. 419 folgt daher aus 
ahnlichen Dreiecken dr rf: DE - EF =- gr rlc : gE EJc] 
und weil dr rf und gr rTc den Quadraten der parallelen 
Halbdurchmesser proportional sind, so stehen auch DE - EF 
und gE Ek in demselben Verhaltnis. Dieser Satz gestattet, 
fur "den Schnittpsfcg und die Grerade QS das Produkt DE-EF 
oder das Quadrat der durch 2? gehenden Tangente des Kreis- 
schnittes zu bestimmen, dessen Ebene durch QS geht. 

421. Jeder Kegelschnitt "kann in einen Kreis projiziert 
, wie jede Kxeisprojektion ein Kegelschnitt ist. Wir 
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konnen dafur auch sagen: Jeder Kegd meiten Grades ist ein 
Kreiskegel. Wenn man church die Spitze des Kegels parallel 
zur Ebene des Basiskreises eine Ebene legt, die die Schnitt- 
^bene gsTcq in der Geraden TL schneidet, so folgt als ein 
besonderer Fall des Vorigen, daB gL LJc : OL* gleich dem 
Verhaltnis der Quadrate zweier bekannten Durehmesser des 
Schnittes ist. Somit ist es eine unbestimmte Aufgabe, zu 
einem gegebenen Kegelschnitt Jo und einer Geraden TL seiner 
Ebene die Spitze eines Kegels, der Jc zur Leitkurve hat, so 
zu bestimmen, daB der von einer zu OTL parallelen Ebene 
in ihm bestimmte Schnitt ein Kreis sei. Denn wenn wir den 
zn, der Geraden TL konjugierten Durchmesser der Schnitt- 
kurve ziehen, so ist die Entfemung OL des Punktes L von 
der Spitze des Kegels durch das Vorhergehende bestimmt; 
und OL ist in der Normalen aus zu. TL zu messen, weil 
OL dem zu TL rechtwinkligen Durchmesser eines Kreises 
parallel sein muB. Die Spitze kann demnach in jedem 
Punkte eines gewissen um L in einer zu TL senkrechten 
Ebene beschriebenen Ereises genommen werden. 

Ein Kegelschnitt Tcann immer in der Art in einen 'Kreis 
projisiert werden, daft eine in seiner Elene lelielig gewahlte 
Gerade TL, die ihn nicht schneidet, in un&idliche Entfernung 
projmert wird. Man hat dazu die Spitze des projizierenden 
Kegels nur auf dem oben bestimmten Kreise zu wahlen, und 
irgend eine der zur Ebene OTL parallelen Ebenen als Pro- 
jektionsebene zu nehmen. Statt dessen kann man auch sagen: 
Jeden Kegelschnitt kann man so in einen Kreis projmerm, 
daft der Mitteljourikt des Kreises die Projection eines beliebigen 
Punktes im Innern des Kegelschnittes ist. Denn t wir haben 
nur die Polare jenes Punktes in unendliche Entfernung zu 
projizieren. 

422. Brennpunkte und Leitlinien lassen sich sehr ein- 
fach an die Betrachtung der Schnitte des geraden Kegels 
ankniipfen, 189 ) Man kann in jeden geraden Kegel zwei Kugeln 
o einschreiben (Fig. 50), daB sie zugleich die Schnittebene 
beruhren: die Beriihrungspunkte sind die Brennpunkte F, F' 
der Schnittkurve, und jedem entspricht als Leittinie der Schnitt- 
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kurye die Gerade, in der die Ebene des Beruhrungskreises 
der zngehorigen Kugel and des Kegels die Schnittebene triffL 
F . Denn wenn man einen beliebigen Punkt P 

der Schnittkurve mit der Spitze des Kegels 
durch eine Gerade verbindet und die Schnitt- 
punkte derselben mit den Ebenen der Be- 
rfthrungspunkte durcli D, d bezeichnet, so 
hat man zwischen den Tangentenlangen der 
Kugeln die Beziehungen PD*=PF,Pd=> PF\ 
demnacli fiir eine Ellipse PF+PF'=*Dd, 
und diese konstante Lange stimmt mit der 
groBen Achse MN der Schnittkurve (iberein. Fur den hyper- 
bolischen Schnitt befindet sich offenbar in jeder KegeloflBaung 
eine Bertihrungskugel auf derselben Seite der Ebene. Der 
Punkt E, in dem sich die Geraden FF' und AT5 bei ge- 
nugender Verlangerung schneiden, 1st ein Punkt der Polare 
des Brennpunktes F, weil die Polare von R in bezug auf 
den Kreis AFB zugleich ihm in bezug auf die Tangenten 
A, OS harmonisch konjugiert ist. 

Der Ort der Scheitel aller geraden Kreiskegel, aus denen 
eine gegebene Ellipse (Hyp&rbel, Parabel) geschnitten werden 
Icann, ist eine Byp&rbel (Ellipse, Parabel) in tiner mr Schnitt 
ebene normalen Ebene, die die Brennpunkte der Ellipse (Hyperbel r 
Parabel) m Sclieiteln und ihre Scheitel 0u SrennpunUen hat. 
Denn die Differenz von M und NO ist konstant, da sie 
gleich MF'-NF' ist*) usw. 

*} Mit Hilfe dieses Prinzips konnen Eigenschaffcen der am Brenu- 
punkte eines Kegelschnittes gespannten Winkel aus den Eigenschaffcen- 
von Kugelkreisen abgeleitet werden. Man weifi z. B., daB fiir einen 
festen Punkt JP in der Kugeloberflache und einen beliebigen festen 
Kreis auf der Kugel die Beziehung tg^P- tg4J?P==konst. beateht r 
wenn A und JB die Schnittpunkte dieses Kreises mit einem durcli den 
Punkt P gehenden grQBten Kreise der Kugel bezeichnen. 

Nehraen wir nun einen Kegel, dessen Basis der erste Kreis und 
dessen Spitze der Mittelpunkt der Kugel ist, und denken ihn durch 
cine beliebige Ebene geschnitten, so erhalten wir .den Satz : Wenn man 
durcli einen Punkt p in der Ebene eines Kegelsclmittes eine Gerade 
zieht, die*diesen in den Punkten a, I schneidet, so ist das Produkt 
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B. 1) Der Parameter # der Schnittkurve 1st konstant, so lange 
der Abstand ihrer Ebene von der Kegelspitze derselbe bleibt, nSm- 
licli gleicli dem Produkt aus dem Abstand in die Tangente des 
halben Offnungswinkels. 

2) Man kann aus gegebenem Zentrom jeden Punkt in der 
Ebene eines Kreises in einen Brennpunkt der Projektion desselben 
projizieren. 

423. Kontimiitatsprinzip. KegdscTiniUbuschel konnen in 
Kreisbuschel projiziert werden, zun'achst alle solche, die nicht , 
lauter reelle Schnittpunkte haben. Denn wenn wir einen der 
Kegelschnitte so in einen Kreis projizieren, daB eine seiner 
idealen Schnittsehnen mit dem andern in unendliche Ent- 
fernung projiziert wird (Nr. 420), so miissen die Projektionen 
der ubrigen Kegelschnitte auch Kreise werden, weil sie mit 
dem ersten die unendlich fernen Punkte gemein haben. Ins- 
lesondere lionnen DoppelbenlhrungsbUsdhel in Biischel Ttonzen- 
trischer Kreise projiziert werden. 1st die Bertihrung imaginar, 
so projiziert man sie so 4 in Kreise, daB die Bertihrungssehne 
in unendliche Eutfernung fallt. (Nr. 259.) 

Mit Hilfe solcher Projektionen gelangt man, sofern sie 
als reell vorausgesetzt werden, von jeder Eigenschaft eines 
Kreisbiischels zur entsprechenden Eigenschaft eines Kegel- 
schnittbuschels, das zwei imaginare Grundpunkte hat. Nach- 
dem aber die Zentralprojektion als mit der Zentralkollineation 
identisch erkannt worden ist (Nr. 416), iibertragt sich die 
Allgemeinheit der analytischen Methode auf die Ergebnisse 
der Methode der Projektionen. Zwar haben wir nur reelle 
Substitutionen wirklich untersucht, aber alle algebraischen 
Operationen und Projektionen mussen eintreten, sobald einem 
einzigen reellen Elemente ein einziges imaginares entspricht; 
sie Tconnen aber so beschaffen sein, daB nur gewissen reellen 
Punkten wiederum reelle entsprechen. 



der Tangenten von den Halffcen der Winkel, die ajp, bp an der Spitze 
des Kegels spannen, konstant. Da nun diese Eigenschaffc fur die Spitze 
jedes geraden Kegels gelten muB, aus dem der gedachte Kegelschnitt 
geschnitten werden kann, und da sein Brennpunkt ein Punkt in dem. 
Oite dieser Spitzen ist, so erhIt man fiir den Brennpunkt die Be- 
ziehung tg $afp - tg %1>fp = konst. uo ) (Ygl. Nr. 194, 7.) 
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So wie die analytischen Prozesse, durch die die Eigen- 
schaften der durch Gleichungen yon der Form f(x } y) IcLM = 
oder f(x, y) TcL* 0, usw. dargestellten Kurven erkannt wer- 
den, ungeandert bleiben, ob man voraussetzt, dafi die Geraden 
L = 0, M =- den Kegelschnitt f(x, y) = in reellen oder 
imaginaren Punkten schneiden, so ist es nach der erw'ahnten 
Identitat gestattet, den durch Zentralprojektion gewonnenen* 
Satzen AUgemeinheit zuzuschreiben. Denn Eigenschaften von 
Kegelschnittbtisclieln mit einer idealen Schnittsehne konnen 
unmoglich. durch. allgemeine Gleictungen ausgedriickt werden ; 
ohne dafi diese sie zugleich fur Buschel mit reeUen Grund- 
punkten beweisen. Dies zu ubersehen ist mit Hilfe der Algebra 
meist leichter, als mit den Mitteln der reinen Geometrie. In 
der UnabhangigJceit der algebraischen Pro#esse von der Unter- 
scheidung #wischen reellen imd Jcomplexen G-r often beruht die 
BerecMgung des Prinzips der Kontinuitat, nach dem Eigen- 
schaften einer Figur, die Ttei der Eealitat gewisser in ihn&n 
wftretender Elemente lewiesen sind, auf den Fall der Nicht- 
realitat dieser Elemente ausgedehnt werden. 1 * 1 ) 

Es sind Beispiele fur die Anwendung des Prinzips, wenn 
man den Satz von Nr. 220, 4 als eine allgemeine Eigenschaft 
der Kegelschnitte so ausspricbt: Durch einen Punkt in der 
Peripherie eines Kegelschnittes und durch zwei beliebige 
Punkte seiner Ebene lassen sich immer drei Kegelschnitte 
legen, die mit dem gegebenen eine Beriihrung zweiter Ord- 
nung haben, und die Beriihrungspunkte liegen mit den drei 
angenommenen Punkten in einem Kegelschnitt 5 oder, wenn der 
Satz von Nr. 116 zu dem Satze von Nr. 267 erweitert wird 
(vgl. Nr. 272); oder, wenn an Stelle eines mit einem Kegel- 
schnitt verbundenen Punktes ein Kegelschnitt tritt, der mit dem 
gegebenen in doppelter Beriihrung ist (vgl Nr. 193, i; Nr. 297); 
oder an Stelle der Brennpunkte eines Kegelschnittes ein kon- 
fokaler Kegelschnitt (wie Nr. 229 gegen Nr. 187); oder, wenn 
wir die Erzeugung einer Kurve dritter Ordnung aus zwei 
projektiven involutorischen Biischeln mit sich selbst entspre- 
chendem Scheitelstrahl allgemein aussprechen, auf Grund von 
Nr. 300, 8; usw. (Vgl. besonders auch die Kap. XIX und XX.) 
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424. Kegelschnitts- und Kreiseigenschaften. Wir geben 
nun Beispiele zu der Art und Weise, wie Eigenschaften der 
Kegelschnitte aus denen des Kreises oder ans anderen be- 
sonderen Eigensclxaften der Kegelschnitte zentralprojektiv ab~ 
geleitet werden konnen 

B. 1) Jede durch einen festen Punkt gezogene Gerade wird' 
von einem Kegelschnitt und von seiner in bezug auf diesen ge- 
nommenen Polare harmonisch geteilt; die Tangenten in den Schnitt- 
punkten schneiden sich auf der Polare. 

Bs reicht bin, zu bemerken, daB diese Eigenschaft ebenso wie 
ihre Eeziproke projektive Eigenscbaften sind, und daB sie for den 
Kreis Gultigkeit haben; infolgedessen sind sie notwendig fur alle 
Kegelschnitte wahr. Alle Eigenschaften der Kreise, die von der 
Theorie der Pole und Polaren abhangen, gelten fiir Kegelschnitte 
uberhaupt. 

2) Die Eigenschaffcen der Punkte und Tangenten eines Kegel- 
schnittes, die sich auf die Gleichheit von Doppelverhaltnissen be- 
ziehen, sind projektiver Natur; sie gelten far alle Kegelschnitte^ 
wenn sie fur den Kreis bewiesen sind. Alle Eigenschaften des 
Kreises, die aus gleichen Doppelverhaltnissen hervorgehen, sind 
gleichm&Big fur alle Kegelschnitte wahr. Die Satze von Pascal und 
Brianclion beispielsweise brauchen nur fur den Kreis bewiesen zir 
werden, urn allgemein gultig zu sein; die Pascalsche Gerade wird 
in unendliche Entfernung, der Brianchonsche Punkt als Mittelpunkt 
des Kreises projiziert, in den man den gegebenen Kegelschnitt iiber- 
fuhrt. Beide Satze nehmen eine so elementare Gestalt an, daB sie 
des Beweises kaum noch bedurfen: Wenn in einem dem Kreise ein- 
geschriebenen Sechseck zwei Paare gegenuberliegender Seiten par- 
allel sind, so sind es auch die dritten; wenn in einem dem Kreise 
umgeschriebenen Sechsseit zwei Paare von Gegenecken in je einem 
Durchmesser liegen, so ist dies auch fur das dritte Paar der FalL 

3) Der Satz von Garnot (Nr. 314) ist eine projektive Eigen- 
schaft und braucht nur fur den Pall des Kreises bewiesen zu 
werden, in dem er deshalb sofort als richtig erkannt wird, weil 
A^BS A^ = A^s A#j'i usw. (Nr. 401.) Der Satz gilt eben- 
so und wird in derselben Art bewiesen for ein beliebiges Yieleck. 

4) Umgekehrt konnen aus diesem Carnotsclien Sat#e die Satze- 
von Nr. 150 leicht abgeleitet werden; denn wenn wir den Punkt A$ 
in Gleichung (35) von Nr. 314 in unendlicher Entfernung voraus- 
setzen, so ist 



imter der Yoraussetzung, daB die Gerade A t B 3 zu A^B i parallel ist> 
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5) In zwei konzentrischen Kreisen wird jede Sehne des einen, 
die den andern beruhrt, im Bertihrungsptinkte halbiert. In zwei 
Kegelsehnitten, die eine doppelte Beruhrung miteinander haben, 
wird jede Sehne des einen, die den andern beriihrt, im Beriihrungsr 
punkt und im Schnittpunkt mit der Berfihrungssehne harmonisch 
eteilt (Nr. 289, 7). Das Beispiel NT. 226, 2 ist ein besonderer Pall 
dieses Satzes. 

6) Wenn drei konzentrische Kreise gegeben sind, so wird jede 
Tangente des einen von den beiden andern in Punkten geschnitten, 
deren Doppelverhaltnis konstant ist. Wenn drei Kegelschnitte 
mnander in den namlichen beiden Punkten ^beriihren, so 'wird jede 
Tangente des einen von den andern beiden in vier Punkten ge- 
schnitten, deren Doppelverhaltnis konstant ist. 

Der erste Satz ist wegen der UnverSnderlichkeit der vier Abr 
.schnitte einleuchtend, der zweite kann als eine Erweiterung der 
projektiven Teilung der Tangenten eines Kegelschnittes betrachtet 
werden. In derselben Weise kQnnen die SS-tze von Nr. 296 in bezug 
auf DoppelverhSltnisse in Kegelschnitten, die sich doppelt beriihren, 
unmittelbar bewiesen werden, indem man die Kegelschnitte als 
konzentrische Kreise projiziert. 

7) Wenn ein Dreieck einem Kegelschnitt eingeschrieben ist 
und zwei seiner Seiten durch feste Punkte gehen, so soil man die 
Efillkurve der dritten Seite bestimmen. (Nr. 297, 4.) 

Wenn wir die Verbindungsgerade der festen Punkte in un- 
endliche Entfernung und zugleich den Kegelschnitt in einen Kreis 
projizieren, so verwandelt* sich die Aufgabe in diese: Ein Dreieck 
ist einem Kreise eingeschrieben, und zwei seiner Seiten sind festen 
Qeraden parallel; man soil die Hullkurve der dritten Seite bestim- 
men. Diese Kurve ist ein konzentriseher Kreis, weil der Winkel an 
der Spitze des Dreiecks gegeben ist, und die Hullkurve ist dem- 
nach im allgemeinen Fall ein Kegelschnitt, der mit dern gegebenen 
eine doppelte Beruhrung in den beiden Punkten hat, die in der 
Verbindungsgeraden der gegebenen Punkte liegen. 

8) Die projektiven Eigenschaften des in einen Kegelschnitt 
eingeschriebenen Vierecks zu untersuchen (vgl. Nr. 414). 

Nach den gegebenen allgemeinen Entwickelungen kann der 
Kegelschnitt in einen Kreis und zugleich das Viereck in ein Eecht- 
6ck projiziert werden. Fiir ein in einen Kreis eingeschriebenes Eecht- 
eck ist der eine Diagonalpunkt im Mittelpunkt des Kreises; dem- 
nach ist der eine Diagonalpunkt des in einen Kegelschnitt einge- 
schriebenen Viereeks der Pol der G-eraden, die die beiden andern 
verbindet. Fur das dem Kreis eingeschriebene Bechteck liefern die 
in seinen Eckpunkten an den Kreis gelegten Tangenten einen Ehom- 
bus, dessen Diagonalen mit den Diagonalen des Eechtecks zusammen- 
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fallen. Zwei von diesen zusammengefallenen Diagonalen liegen im 
Endlichen, das dritte Paar 1st im Unendiichen. Infolgedessen fallen 
allgemein die Diagonalen des in einen Kegelstfhnitt eingesehriebenen 
Yierecks und des entsprechenden umgeschriebenen Vierseits zusam- 
men. (Vgl. Nr. 414 SchluB, Nr. 66 und 276, 6.) 

9) Wenn vier Punkte eines Kegelschnittes gegeben sind, so 
ist der Ort seines Mittelpunktes ein Kegelschnitt, der durch die 
Mittelpunkte der Seiten des gegebenen Vierecks hindurchgeht. 
Wenn vier Punkte eines Kegelschnittes gegeben sind, so ist der 
Ort des Pols einer festen Geraden ein Kegelschnitt, der zu den 
Endpunkten jeder Seite und dem Schnittpunkt der gegebenen Geraden 
mit derseiben in ihr den vierten harmonischen Punkb bestimmt. 
(Vgl. Nr. 365.) 

10) Der Ort der Punkte, in denen alle parallelen Sehnen eines 
Kreises in ein em gegebenen Verhaltnis geteilt werden, ist. eine 
Ellipse, die mit dem Kreise eine doppelte Beriihrung hat. (Nr. 158.) 
Wenn man durch einen festen Punkt eine Gerade zieht, die mit 
einem festen Kegelschnitt die Punkte J., B gem in hat, und in ihr 
einen Punkt P so wahlt, daB das Doppelverhaltnis der vier Punkte 
0, -4, J3, P unverlinderlich ist, so ist der Ort des Punktes P ein 
Kegelschnitt, der mit dem gegebenen eine doppelte Beruhrung hat. 

425. Mit Hilfe der allgemeinen Definition der Brenn- 
punkte (Nr. 181) konnen Eigenschafteu derseiben projizierend 
auf ihren allgemeinen Ausdruck gebracht werden. Hier ist 
aber stets eine imaginare Projektion oder ; statt derseiben, 
nach einer reellen Projektion das Kontinuitatsprinzip von 
Nr. 423 in Anwendung zu bringen. 

B. 1) Wenn ein Kreis zwei gegebene Kreise stets beriihrt, so 
ist der Ort seines Mittelpunktes ein Kegelschnitt, der die Mittelpunkte 
der gegebenen Kreise zu Brennpunkten hat (Nr. 195). Wenn ein 
Kegelschnitt durch zwei feste Pankte A, B geht und zweifeste Kegel- 
schnitte stets beriihrt, die auch durch A und B gehen, so ist der 
Ort des Pols der Geraden AB ein Kegelschnitt. Dieser ist dem 
Vierseit eingeschrieben, das von den Verbindungsgeraden der ge- 
gebenen Punkte -4, B mit den in bezug auf die beiden gegebenen 
Kegelschnitte genommenen Polen der Geraden AB gebildet wird. 

Hier kommen gltdchzeitig die folgenden verschiedenen Prin- 
zipien zur Anwendung: daB alle Kreise durch zwei feste Punkte in 
unendlicher Entfernung gehen; daB der Mittelpunkt der Pol derVer- 
bindungslinie dieser festen Punkte ist; daB der Brennpunkt als der 
Schnittpunkt der von ihnen ausgehenden Tangenten der Kurve be- 
trachtet werden muB; und daB wir zur Ausdehnung unserer Schlftsse 
von imaginaren auf reelle Punkte berechtigt sind. 

S aim on- Fiedler, anal Geom. d. Kegelaobii. n. T.Aufl. 26 
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2) Wenn von einem Kegelschnitt ein Brennpunkt und zwei 
Punkte der Peripherie gegeben sind, so liegt der Schnittpunkt der 
in diesen Punkten an ihn gezogenen Tangenten in einer festen Ge- 
raden (Nr. 190). Wenn zwei Tangenten und zwei Punkte eines 
Kegelschnittes gegeben sind, so liegt der Schnittpunkt der in diesen 
Punkten an ihn zu ziehenden Tangenten in einer festen Geraden. 

3) Wenn ein Brennpunkt und zwei Tangenten eines Kegel- 
schnittes gegeben sind, so ist der Ort seines andern Brennpunktes 
eine Gerade. (Nach Nr. 188.) Wenn vier Tangenten und in 
zweien derselben je ein fester Punkt (A bez. J?) gegeben sind, so 
ist der Ort des Schnittpunktes der Tangenten, die man von A und B 
an die einzelnen dem Tangentenvierseit eingeschriebenen Kegel- 
schnitte legen kann, eine Gerade. 

Denn jeder der zwei unendlich fernen Kreispunkte liegt in 
einer der vom ersten Brennpunkt ausgehenden Tangenten, und die 
von diesen Kreispunkten ausgehenden beiden andern Tangenten des 
Kegelschnittes schneiden sich im andern Brennpunkte. 

4) Wenn drei Tangenten einer Parabel gegeben sind, so geht 
der ihrem Dreieck umgesehriebene Kreis durch den Brennpunkt 
der Kurve (Nr. 212). Die Ecken zweier Dreiecke, die. einem 
und demselben Kegelschnitt umgeschrieben sind, liegen wieder auf 
einem Kegelschnitt. (Nr. 287, 7 und 299, 2.) 

Denn der Brennpunkt bestimint, zusammen mit den beiden 
imaginaren Kreispunkten, ein zweites der Parabel umgeschriebenes 
Dreieck. 

5) Der Ort der Mittelpunkte aller Kreise, die durch einen 
festen Punkt gehen und eine feste Gerade beruhren, ist eine Pa- 
rabel, die den festen Punkt zum Brennpunkt hat. Wenn eine 
Tangente und drei Punkte eines Kegelschnittes gegeben sind, so ist 
der Ort des Schnittpunktes der Tangenten in irgend zweien dieser 
Punkte ein Kegelschnitt, der dem durch die drei Punkte bestimmten 
Dreieck eingeschrieben ist. 

6) Der Ort des Mittelpunktes aller einem Yierseit eingeschrie- 
benen Kegelschnitte ist die Gerade, die die Mittelpunkte der Dia- 
gonalen des Vierseits verbindet. Wenn vier Tangenten eines 
Kegelschnittes gegeben sind, so ist der Ort des Pols einer Geraden g 
die Verbindungsgerade der vierten harmonischen Punkte, die man 
auf jeder Diagonale des Vierseits zu ihren Endpunkten und zu ihrem 
Schnittpunkte mit g konstruieren kann. 

7) Aus unserer Definition der Brennpunkte ergibt sich, daB 
ein gemeinschaffclicher Brennpuukt zweier Kegelschnitte als der 
Schnittpunkt gemeinschaftlicher Tangenten derselben angesehen 
werden muB und demnach die in Nr. 267 entWickelten Eigenschaften 
eines solchen hat. Wenn zwei Kegelschnitte einen Brennpunkt und 
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die zugehflrige Leitlinie gemeinschaftlieh haben, so mussen sie als 
solclie Kegelschnitte betrachtet werden, die eiiie doppelte Berfthrung 
miteinander haben, und kQnnen daher als konzentrische Kreise pro- 
jiziert warden. 

8) Auch tiber die Beziehungen ziceier Kegelschnitte ffthrt die 
Methode der Projektion mit groBer Leichtigkeit zu einer Ftille von 
Satzen all gem einer Natur. Wir projizieren beide Kegelschnitte so, 
daB'eine Seite ibres gemeinsamen Polardreiecks im Bilde unend- 
lich fern 1st, beide also konzentrisch werden. Sie haben dann im 
allgeineinen ein reelles gemeinschaftliches Paar konjugierter Durch- 
messer nur dann nicht, weun sie Hyperbeln sind, deren Asym- 
ptotenpaare sich trennen und vier reelle gemeinsame Punkte 
oder Tangenten, wenn sie einen solchen Punkt oder elne solche 
Tangente haben. Wir nehmen an, daB dies der Fall sei, und nennen 
a, ft, c, d die gemeinsamen Tangenten mit den Beriihrungspunkten 
AI, A 2 m i J5 15 J? 2 ; Cj, (7 2 ; D t , D 3 bez. am ersten und zweiten Kegel- 
schnitt; ferner JE7, JP, 6r, H die gemeinsamen Punkte, und ^, e 2 ; 
fn fs? ffn 9*\ ^n ^2 ^ e ^ n ihnen an den ersten und zweiten Kegel- 
schnitt gehenden Tangenten. Alle erwahnten Punkte liegen in 
Paaren auf ein er lei Durchmesser A^C^ EG-, A 2 C^^ J5 2 D 2 FH^ 
B^DI und in Parallelen zu den gemeinsamen konjugierten Durch- 
messern ^1 2 # 2 , EF, A^B^ C 1 D l , G-H, C^; A t D l9 EH, -4,D 8 ,- 
J5 2 (7 2 , .F6r, BCI\ die Geraden sind in Paaren parallel a, c; S, d; 
e n9\\ us w -> d er sie schneiden sich in jenenDurchmessern. (Nr. 362, 6.) 
Nach diesen Beziehungen sind die Satze von Nr. 355 f. fiber die 
Kegelschnitte H und 7c einleuchtend, zugleich aber noch eine Menge 
anderer. 

Die vier gemeinschaftlichen Punkte liegen mit jedem Gegen- 
eckenpaar des umgeschriebenen Vierseits in einemKegelschnitt; z. B. 
E, JP, a, H, al, cd. Die Geraden A t E, B^\ C^, D^ be- 
ruhren einen Kegelschnitt in A , B l , C 1 , D bez. Die Punkte A^ , 
B , AS , Bfr E, F und <7 X , D^ , (7 2 , D 2 , E, F liegen je in einem Kegel- 
schnitt, und diese beiden Kegelschnitte beriihren sich in E und F. 
Das erste geschieht zwolfmal in der Figur, namlich folgender Ta- 
belle entsprechend, nach deren erster Gruppe auBer den vorange- 
fiihrten auch A l B l A^B^Gr H, C^C^D^GH doppelt beriihrende 
Kegelschnitte sind: 



a-B* 



EF 

an 



EG 
FH 



EH 



Die dual entsprechenden Satze bildet man leicht. 142 ) 

* 

426. Metrik der Projektion. Strecken oder Winkel, die 

in der gegebenen Figur von gleicher GroBe sind, sind in einer 



26* 
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Zentralprojektion im allgemeinen von verschiedener GroBe. 
Daher sind die Gesetze zu untersuchen, nach denen metrische 
Eigenschaften yerallgemeinert werden konnen. Nach. Nr. 415 
muB erwartet werden, daB diese Gesetze mit den Ergebnissen 
der Theorie der Distanz in Nr. 374ff. zusammenfallen. 

Zunachst 1st die Projektion einer Strecke mit ihrem Hal- 
bierungspunkt S. eine Strecke, die durch die Projektion von H 
und den Fluchtpunkt der Geraden harmonisch geteilt wird. 
Hiernach kann man im Bilde eine Skala konstruieren. Ferner 
bilden die Richtungen von zwei zueinander rechtwinkligen 
Geraden mit den imaginaren absoluten Richtungen ein har- 
monisches Buschel. Wenn also vier harmonische Punkte 
A, B, C, D einer Geraden durch eine reelle oder imaginare 
Projektion so projiziert werden, daB die Punkte A und 9 die 
wir als reell oder als imaginar denken diirfen, mit den zwei 
imaginaren unendlich fernen Kreispunkten zusammenfallen, 
so projizieren sich gleichzeitig beliebige durch die Punkte B 
und D gehende Geraden als die Schenkel eines rechten Winkels. 
Und umgekehrt: Wenn zwei Geraden zueinander recUwinklig 
sind, so werden sie als Geraden projiziert, die die Verbindungs- 
linie derjenigen leiden festen Purilde harmonisch teilen,* die als 
die Projektionen der unendlich fernen imaginaren Kreispunkte 
erscheinen. 

Die Projektion eines Geradenpaares mit seinen Winkel- 
ixalbierenden ist daher ein Geradenpaar und das harmonische 
Paar, das dasselbe mit den Projektionen der Strahlen der 
absoluten Richtungen gemeinsain hat. Hiernach kann in der 
Projektion eine Winkelskala konstruiert werden. Nehmen wir 
die Projektionen der unendlich fernen imaginaren Kreispwrikte 
als die absoluten Elemente der MetriJc , nach der wir die pro- 
jisiierten Gebilde messen, so Hbertragen sich alle metriscJien Grit/Sen 
unverdndert; nicht aber im allgemeinen^ wenn wir dieselbe Messung 
im Original und Sild anwenden. Man erhalt durch Projektion . 
nicht die allgemeinste Metrik, sondern nur die der parabo- 
lischen Geometric (Nr. 385). 

B. 1) Die Tangente eines Kreises ist rechtwinklig zum Radius 
des Beruhrungspunktes, Jede Sehne eines Kegelschnittes wird 
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durch eine Tangente desselben and durch die Verbindungsgerade 
ihres Beruhrungspunktes mit dem Pol der gegebenen Sehne har- 
moniscli geteilt. 

Denn sobald wir die Sehne des Kegelschnittes als in die un- 
endlich ferne Gerade der Ebene eines Kreises projiziert voraussetzen, 
erscheinen d^e Punkte, in denen dieselbe den Kegelschnitt schneidet, 
als die unendlieh fernen imaginaren Kreispunkte und der Pol der 
Sehne als der Mittelpunkt des Kreises. 

2) Jede durch den Brennprmkt eines Kegelschnittes gehende 
Gerade ist rechtwinklig zu der Verbindungsgeraden ihres Pols mit 
dem Brennpunkte. (Nr, 190.) Jede Gerade dureh einen festen 
Punkt P bildet mit den beiden von P ausgehenden Tangenten eines 
Kegelschnittes und der Yerbindungslinie von P mit dem in bezug auf 
die Kurve genommenen Pol der Geraden ein harmonisches Btischel. 

Denn die vom Brennpunkt ausgehenden Tangenten des Kegel- 
schnittes sind die Verbindungsgeraden des Brennpunktes mit den 
unendlich fernen imaginaren Kreispunkten. 

3) Nach Nr. 425, 6 konnen wir den Ort des Pols einer Geraden 
in bezug auf ein System konfokaler Kegelschnitte bestimmen; denn 
die Brennpunkte bestimmen, heifit ein dem Kegelschnitt umgeschrie- 
benes Vierseit angeben, das die Verbindungsgerade der Brennpunkte 
zu einer Diagonale hat. Infolgedessen ist der vierte harmonische 
Punkt zu dem Schnittpunkt der gegebenen Geraden mit der zwischen 
den Brennpunkten enthaltenen Strecke ein Punkt des gesuchten 
Ortes. Die andere Diagonale liegt auf der unendlich fernen Geraden, 
und ihre Endpunkte sind die imaginaren Kreispunkte; demnach ist 
der gesuchte Ort zur gegebenen Geraden rechtwinklig und somit 
vollkommen bestimmt. 

* 4) Zwei konfokale Kegelschnitte schneiden einander unter^ 
rechten Winkeln. Wenn zwei Kegelschnitte demselben Yierseit 
eingeschrieben sind, so teilen die beiden in jedem ihrer Schnitt- 
punkte zu ziehenden Tangenten derselben jede Diagonale des Vier- 
seits harmonisch. 

Wir bemerken, dafi der letzte Satz ein Fall von dem reziproken 
Satze zu Nr. 289, 4 ist. 

5) Der Ort des Schnittpunktes rechtwinkliger Tangentenpaare 
eines Kegelschnittes, der einen imEndlichen gelegen en Mittelpunkt M 
hat, ist ein Kreis mit demselben Mittelpunkt. Wenn man von 
zwei Punkten 5, D, die eine gegebene Strecke AC harmonisch 
teilen, Tangenten an einen Kegelschnitt ft konstruiert, so ist der 
Ort ihres Schnittpunktes ein durch die Punkte J., C gehender 
Kegelschnitt &', und die Pole der Geraden AG in bezug auf "k und ff 
fallen zusammen. 

Der Satz kann auch so ausgesprochen werden: Der Ort eines 
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Punktes 0, for den seine Verbindungsgerade mit dem Pol der 
fasten Geraden AO durch den festen Punkt C geht, 1st ein durch 
die Punkte A und gehender Kegelschnitt. Die Richtigkeit dieses 
Satzes ist daraus ersichtlich, daB wir das Doppelverhaltnis des von 
vier beliebigen Lagen der Geraden CO gebildeten Biischels als mit 
dem des Biischels tibereinstimmend erkennen, das die vier entspre- 
cbenden Lagen von AO bilden. (Nr. 322, 1.) 

6) Der Orb des Schnittpunktes der Tangenten einer Parabel, 
die einander rechtwinklig scbneiden, ist die Leitlinie. Wenn in 
dem allgemeinen Satze 5) die Gerade AC den gegebenen Kegel- 
schnitt beriihrt, wird dgr Ort des Punktes die Gerade, die die 
Beriihrungspunkte der von A und C ausgehenden Tangenten des 
Kegelschnittes verbindet 

7) Der Kreis 5 der einem in bezug auf eine gleichseitige Hy- 
perbel sich selbst konjugierten Dreieck umgescbrieben ist, geht 
durch den Mittelpunkt der Kurve. (Nr. 165, 3.) Wenn zwei Drei- 
ecke in bezug auf denselben Kegelschnitt sich selbst konjugiert sind, 
so liegen ihre sechs Eckpunkte auf einem Kegelschnitt. (Nr. 299, 2 
und 348, 8.) 

Die Schnittpunkte der gleichseitigen Hyperbel mit der unend- 
lich fernen Geraden sind der Kurve in bezug auf die irnaginaren 
Kreispunkte harmonisch konjugiert; das von ihnen mit dem Mittel- 
punkt gebildete Dreieck ist also ein Polardreieck der Kurve. Durch 
Keziprozitat ergibt sich, daB die Seiten von zwei in bezug auf einen 
Kegelschnitt sich selbst konjugierten Dreiecken einen Kegelschnitt 
beriihren. 

8) Werden durch einen beliebigen Punkt eines Kegelschnittes 
zwei Geraden rechtwinklig zueinander gezogen, so geht die Sehne, 
die ihre Endpunkte in der Kurve verbindet, stets durch einen festen 
Punkt. (Nr. 193, l.) Wird durch einen beliebigen Punkt eines 
Kegelschnittes ein harmonisch.es Btischel gelegt, in dem zwei Strahlen 
unveranderlich sind, so geht die die Endpunkte der jedesmaligen 

' beiden anderen Strahlen verbindende Sehne stets durch einen festen 
Punkt. 

Dasselbe Ergebnis lautet, anders ausgedruckt: Wenn zwei 
Punkte , c eines Kegelschnittes gegeben sind, und (abed] eine 
harmonische Gruppe ist, so geht die Gerade Id stets durch einen 
festen Punkt, nSmlich durch den Schnittpunkt der in a und c an 
den Kegelschnitt gezogenen Tangenten. Denn die Tangente des 
Kegelschnittes im Punkte a muB die Gerade l)d in dem vierten har- 
monischen Punkte zu dem Punkte K schneiden, den ac mit ihr ge- 
meinsam hat, weil (a abed} ein harmonisches Biischel ist; und das 
nSmliche gilt von der Tangente in c, so daB beide Tangeuten bd in 
demselben Punkte schneiden mussen. Als ein besonderer Fall dieses 
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Satzes- erscheint der folgende: Wenn durch einen festen Punkt eines 
Kegelschnittes zwei Geraden so gezogen werden, daB sie mit einer 
festen Geraden gleiche Winkel bilden, so geht die Sehne, die ihre 
Endpunkte verbindet, durch einen festen Punkt. 

427. Zwei Strahlen, die einen konstanten Winkel ein- 
schliefien, bilden mit den Strahlen absoluter Richtung aus 
ihrem Schnittpunkt ein konstantes Doppelverhaltnis (Nr. 378). 
Daher besclireiben die Schnittpnnkte der beiden Schenkel 
eines sich in seiner Ebene urn seinen Scheitel S drehenden 
konstanten Winkels auf einer beliebigen Geraden g der Ebene 
projektive Punktreihen, deren imaginare Doppelpunkte aus g 
durch die Verbindungslinien von 8 mit den unendlich fernen 
imaginaren Kreispunkten ausgeschnitten werden.' 

B. 1) Der in demselben Segment eines Kreises fiber derselben 
Sehne stehende Peripheriewinkel ist konstant. Dieser Satz ist, wie 
der gegenw&rtige Artikel lehrt, die von der Doppelverhaltnisgleich- 
beit von vier Punkten eines Kreises angenommene Form fiir den 
Fall, wo zwei dieser Punkte in unendlicher Entfernung sind. (Nr. 280 
und 424, 2.) 

2) Die Hftllkurve derjenigen Sehnen eines Kegelschnittes, die 
am Brennpunkt einen konstanten Winkel spannen, ist ein Kegel- 
schnitt, der mit dem gegebenen den Brennpunkt und die Leitlinie 
gemein hat. (Nr. 300, a.) Wenn die von dem Punkte ge- 
zogenen Tangenten mit dem Kegelschnitt die Punkte T, T' gemein 
haben , und zwei Punkte A und B auf der Kurve so gew&hlt wer- 
den, daft das Doppelverhaltnis (0 AIBT'} konstant ist, so ist 
die Hiillkurve der Sehne AB ein Kegelschnitt, der den gegebenen 
in den Punkten T, T' beriihrt. 

3) Der Ort des Schnittpunktes deijenigen Taugenten einer 
Parabel, die einander unter gegebenem Winkel sckneiden, ist eine 
Hyperbel, die mit der Parabel den Brennpunkt und die Leitlinie 
gemein hat. Wenn eine begrenzte Gerade AB, die einen Kegel- 
schnitt in beruhrt, von zwei Tangenten desselben nach konstan- 
tem Doppelverhaltnis geteilt wird, so ist der Ort ihres Schnitt- 
pnnktes ein Kegelschnitt, der den gegebenen in den von G ver- 
schiedenen Beriihrungspunkten der von J., B ausgehenden Tangenten 
beriihrt. 

4) Wenn durch den Brennpunkt eines Kegelschnittes Geraden 
gezogen werden, die mit den Tangenten der Kurve einen gegebenen 
Winkel einschlieBen, so ist der Ort des Schnittpunktes der Geraden 
und der zugehorigen Tangente ein Kreis. Wenn eine verander- 
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liche Tangente eines Kegelschnittes zwei feste Tangenten in T, T' 
und eine feste Gerade in M schneidet, und ein Punkt P in ihr so 
bestimmt wird, da6 das Doppelverhaltnis (PTMT') konstant ist, 
so ist der Ort des Punktes P ein Kegelschnitt, der durch die Punkte 
geht, in denen die festen Tangenten die feste Gerade schneiden. 
(Hr. 292, 4.) 

5) Ein Sonderfall von 4) ist: Der Orfc des Punktes, in dem 
der von zwei festen Tangenten eines Kegelscbnittes in einer ver- 
ftnderlichen Tangente desselben bestimmte Abschnitt in einem ge- 
gebenen Verhaltnis geteilt wird, ist eine Hyperbel, deren Asym- 
ptoten den festen Tangenten parallel sind. 

6) Wenn von einem festen Punkt die Gerade gezogen wird, 
die ein en gogebenen Kreis im Punkte P schneidet, und an sie der 
konstante Winkel TPO angetragen wird, so ist die Eullknrve des 
neuen Schenkels TPbei veranderlichem P ein Kegelschnitt, der den 
Punkt zum Brennpunkt hat. Wenn das Doppelverbaltuis eines 
Btischels, von dem drei Strahlen durch feste Punkte geheu, gegeben 
ist, und der Scheitel desselben sich auf einem durch zwei dieser 
Punkte gehenden gegebenen Kegelschidtt bewegt, so umhiillt der 
vierte Strahl desselben einen Kegelschnitt, der die Verbin dungs- 
geraden dieser zwei Punkte mit dem dritten festen Punkt berubrt 

7) Eia Sonderfall von 6) ist: Wenn zwei feste Punkte A und 
B eines Kegelschnittes mit einem veranderlichen Piyakte P desselben 
durch Geraden verbunden werden, und der von den Yerbindungs- 
linien in einer festen Geraden bestimmte Abschnitt in dem Punkte M. 
in einem gegebenen Verhaltnis geteilt wird, so ist die Hullkurve 
der Geraden PM ein Kegelschnitt, der die durch A und Z> gezoge- 
nen Parallelen zu der festen Geraden beruhrt. 

8) Wenn man an die urn den festen Punkt sich drehende 
Gerade OP in ihrem Schnittpunkt P mit einer festen Geraden den 
konstanten Winkel TPO antrSgt, so ist die Btillkurve seines neuen 
Schenkels PT eine Parabel, die den Prmkt zum Brennpunkt hat. 
WenD das Doppelveihaltnis eines Biischels, von dem drei Strahlen 
durch feste Punkte gehen, gegeben ibt, und sein Scbeitel sich langs 
einer festen Geraden bewegt, so ist die Hullkurve des vierten 
Strahles ein Kegelschnitt, der die drei Seiten des von den gegebe- 
nen Punkten gebildeten Dreiecks beruhrt. 

9) Die von einem beliebigen Punkte an die Kurven eines 
Systems konfokaler Kegelschuitte gezogenen Tangenten bildfn mit 
zwei festen Geraden gleiche Winkel. (Nr. 229.) Die Tangenten, 
die von einem beliebigen Punkte an die einem gegebenen Vierseit 
eingeschriebenen Kegelschnitte gezogen werden, schneiden jede Dia- 
gonale des Yierseits in einer Involution, der die Endpunkte der 
Diagonale als ein Paar konjugierter Punkte angehoren. (Nr. 289.) 
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428. Parallelprojektion. Wenn das Projektionszentrum in 
unendliche Enti'ernung riickt, so gehen die Strahlen des pro- 
jizierenden Biindels in paraUele Strahlen fiber, deren Lage 
gegeniiber der Bildebene angegeben werden muB. Legt man 
dureh alle Punkte der Begrenzung ^einer Figur Strahlen der- 
selben Richtung, so bilden sie einen projizierenden Zylinder 
und jeder Querschnitt desselben heifit eine ParallelprojeJition 
der Figur. 

Die gebrauchlichste Projektionsrichtung ist die zur Bild- 
ebene reehtwinklige. Die FuBpunkte der von den Punkten 
der Begrenzung einer Figur gefallten Lote bilden die Orfho- 
gonalprojelction der Figur. Die entsprechenden ebenen Figuren 
haben nicht nur unveranderten projektiven Charakter ; sondern 
auch. gewisse metrische einfache Beziehungen. 

ParaUele Strahlen Jidben zur ParallelprojeUion wieder par- 
allele StraJilen. Die gegebene Strecke und ibre Projektion sind 
den Seiten eines Dreiecks gleich ? dessen Winkel nur durcli 
die Neigungen der Strecke und der Projektionsrichtung gegen 
die Bildebene bestimmt sind. Parallels Strecken sttlim zu 
ihrenParallelprojektioneriinlconstanlem Verhaltnis. Insbesondere 
ist die Ortbogonalprojektion einer Strecke* das Produkt der Lange 
der Strecke in den Kosinus des von der Projektion und der 
Strecke eiugescblossenen Winkels. Wie die in der Bildebene 
selbst liegenden Strecken nicbt geandert werden, so ist die 
Projection jeder zur Bildebene parallelen Strecke iJir gleich. 

Der FldcJieninJtalt eimr legrenzien ebenen Figur steht $u 
dem Irihatt Hirer Parallelprojektion in einem konstanten Ver- 
Mltnis. Setzen wir die Ordinaten der Figur und ihrer Pro- 
jektion rechtwinklig zur Scbnittlinie ihrer Ebenen voraus, so 
setzen sich beide Flachen aus Parallelstreifen von je gleicber 
Breite zusammen ; deren Hohen in einem konstanten Verhalt- 
nis stehen, das nur von der Neigung der Ebene und der 
Projektionsrichtung abhangt. Nach der Methode des XIII. Ka- 
pitels (Nr. 236) folgt die gleiche Proportionality der ganzen 
Flachen. Die Flache der Orthogonalprojektion ist gleieh dem 
Produkt aus dem Inhalt der Qriginalflache und dem Kosinus 
des Winkels der beiden in Betracht kommenden Ebenen. 
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Bringt man die ebenen Figuren durcli Drehung der einen 
urn die Schnittlinie ihrer Ebenen in dieselbe Ebene (Nr. 416), 
so erhalt man den besonderen Fall der zentrischen Lage kol- 
linearer Systeme, bei dem das Kollineationszentrum unendlich 
fern ist. Man hat alsdann die als Affinitat bezeichnete Ver- 
wandtschaft ebener Figuren. Die Affinitat zwischen der Um- 
legung des Originals und der Orthogonalprojektion wird man 
selbst orthogonal nennen, weil die Affinitafcsrichtung zur-Kol- 
lineationsachse rechtwinklig ist. 

Diese Affinitat geht in schiefe bez. orthogonale Symmetric 
zur Achse iiber, wenn die Richtung der projizierenden Strahlen 
der Halbierungsebene des Drehungswinkels zwischen beiden 
Ebenen angehort. Gehort" die Richtung dagegen der Hal- 
bierungsebene des Nebenwinkels an, so wird die Affinitats- 
richtung mit der Achsenrichtung identisch, und man erhalt 
fldchengleiche Systeme. 

Jede Ellipse hann orthogonal in einen Kreis projiziert 
werden. Wir wahlen die Projektionsebene so, daB ihre Schnitt- 
linie mit der Ebene der gegebenen Ellipse der kleinen Achse 
der Kurve parallel ist und zugleich so, daB der Kosinus des 
von den beiden Ebenen eingeschlossenen Winkels dem Ver- 
haltnis J : a der kleinen zur groBen Achse gleich ist. Alsdann 
bleiben alle zur kleinen Achse parallelen Sehnen der Ellipse 
unverandert in der Projektion, wahrend alle der groBen 
Achse parallelen Sehnen in dem Verhaltnis 6 : a verbjrzt 
werden-, folglich wird die Projektion ein Kreis vom Radius 6. 
(Nr. 158.) Die rechtwinkligen Durchmesserpaare des Kreises 
Hefern die konjugierten der Ellipse. (Nr. 169.) Dabei kann 
ein Brennpunkt an eine beliebige Stelle des Kreisinnern pro- 
jiziert werden. 

Da bei Parallelprojektionen keine im Endlichen gelegenen 
Qeraden in die unendlich ferae projiziert werden, sind alle 
Querschnitte eines Kreiszylinders Ellipsen (oder zwei Mantel- 
linien usw.). Lurch ParallelprojeMon wird die Galtung des 
KegelschniUes nielit geandert. Aruch entsprechen sich in Original 
und Bild die Mittelpunkte. 
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B. 1) Untersuchung des Ausdrucks in Nir, 169, 6 fiir den Ea- 
<lius des Kreises, der einem in einen Kegelschnitt eingeschriebenen 
Dreieck umgeschrieben ist. us ) 

Bekanntlich gilt die Beziehung 4 FE = 1^1$, wenn E diesen 
Eadius, F den Flacheninhalt des Dreiecks, Z 1? 7 2 , Z 3 die Seitenlangen 
desselben bezeichnen. Projizieren wir dann die Ellipse in einen 
Ereis vom Eadius &, so gilt, well dieser Kreis als der urage- 
schriebene Kreis des projizierten Dreiecks erscheint, die Beziehung 
4jp' l = Z/Zj'Zj'. Wenn wir nun die,den Seiten dieses Dreiecks par- 
. allelen Halbmesser der Ellipse durch &', &", &'" bezeichnen, so gelten 
die Proportion en Z/ : Z x = & : &', Z 2 ' : Z 2 = & : &", 1 3 ' : Z 3 = 5 : &'". 
Ferner steht JP' zum Inhalt 7T& 2 des Kreises vom Eadius 6 in dem- 
selben Verhaltnis wie F zum Inhalt Ttat der Ellipse von den Halb- 
achsen a und &; 'demnach ist F' : F & : a. Alles dies gibt die 
Beziehung 

&:E = ^-:^=a& 2 :6'&"6"', oder R = *- 1 ^f 

2) Gute weitere Beispiele liefern die Probleme von der klein- 
sten einem Dreieck umgeschriebenen und der groBten ihm einge- 
schriebenen Ellipse, usw. Jene geht in den urngeschriebenen Kreis 
liber far ein gleichseitiges Dreieck, dessen Ecktangenten zu den 
Gegenseiten parallel sind; und dies letzte gilt auch fur die Pro- 
jektion. 

3) Man schreibe einer Ellipse ein konvexes w-Eck P 1 P 2 P 3 . . . . 
ein, dessen Seiten am Brennpunkt F gleiche Winkel P 1 FP% == P 2 FP Z 
= . . . spaunen, und projiziere die Ellipse orthogonal in einen Kreis. 
Die Projektion P/Pg'Pg' ... des w-Ecks heiBt ein Jiarmonisches 
Kreis videclz in bezug auf den Purikt F, d.h. ein solches, dessen Seiten 
ihren Abstllnden von dem festen Punkt F r proportional sind. 

Denn ziehen wir in P x , P 8 die Tangenten P a T, P 3 T an die 
Ellipse, so ist P^T" = Pg'T', also verhalten sich die Abstande 
der Seiten P/P 3 ', P 8 'P 2 ' von T' wie sin T'P/P/ : sin T'P/Pj,' 
-= sinP/Pg'Pg': sin P/P/P/ =- P 1 'P 2 / : / P 3 'P 2 / , aber auch wie die 
analogen Abstande von F', weil F'P 2 'T' ebenso wie FP S T in einer 
Geraden liegen (Nr. 190). 

4) Jedem harmonischen Kreisvieleck kann eine Ellipse einge- 
schrieben werden. Denn auf der in 3) benutzten Ellipse erzeugen 
die Schenkel eines sich urn F drehenden konstanten Winkels pro- 

jektive Eeihen von Schnittpunkten P^P 2 P B . . . und P 2 P 8 P4 

Die Verbindungslinien entsprechender Punkte, d. h. die Seiten des 
Vielecks urnhullen einen doppeltberiihrenden Kegelschnitt (Nr. 297). 
Die Beruhrungspunkte liegen auf den Strahlen absoluter Eichtung 
von F, also hat der Kegelschnitt rnit dem ersten den Brennpunkt F 
und die Leitlinie gemeinsam. 
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429. Orthogonalsystem im Bundel. Auch die geome- 
triscbe Verwandtscbaft der Polarreziprozitat laBt sick in frucht- 
barer Weise mit dem ProzeB der Projektion durch gerad- 
linige Strahlen aus einem Zentrum auf eine Ebene verbinden 
in dem besonderen Falle, wo die Leitkurve ein Kegelscbnitt 
von der GleichuDgsform #* + y* + 2 = 0, d. h. ein urn den 
Anfangspunkt der Koordinaten mit dem Radius i bescbrie- 
bener Kreis 1st Es ist dies der wiebtige Pall, wo die polar- 
reziproken Gleiehungen identiscb sind, aber dual gedeutet 
werden (Nr.395). Die Gleicbung der Polare des Punktes x'\y f 
oder P ist alsdann, mit = / 1, xx' + yy f + 1 = 0; man 
konstruiert sie wie folgt: Man bildet aus drem Radiusvektor 
PO des Pols und der Einbeit g als Katbeten ein recht- 
winkliges Dreieck PO(0 X ) und scbneidet PO durcb das im 
Endpunkt (OJ Yon (OJP auf der Hypotenuse (Oj)P erricbtete 
Lot; die im Scbnittpunkt Q auf dem Radiusyektor erricbtete 
Normale p ist die Polare von P. 

Dies Verfabren ist einer einfacben stereometriscben Ver- 
anscbaulichung fahig. Denben wir uns das Dreieck P(0^)Q 
um PQ aufgeriebtet, m bis 0(0!) auf der Bildebene senkrecht 
ist, so ist die durcb p und 1 gelegte Ebene recbtwinklig 
zur Geraden O t P. Wird also in der Enlfemung Eins vom 
Zentrum der Reziprozitat auf der Normale iJirer Ebene ein 
PrcgeJstion&entrum angenqmmen, so sind der Sehstrahl O^P eines 
Pols und die projizierende Ebene O^p seiner Polare $u ein~ 
ander rechtwiriklig. 144 ') 

Ordnet man nun in einem Bundel den Strahlen ihre 
Normalelenen, als entsprecJiend zu ; so nennt man die Gesamt- 
beit solcber Element enpaare ein Orfhogonalsystem. M ) Deuten 
wir aber die Koordinaten x \ y \ z im Bundel, so stellt 
^ s +^ 2 +^ 2sB -0 einen imaginaren Kegel dar, in bezug auf 
den der Strati 0P und die Ebene O x j? als polarkonjugierte 
Elemente zusammengeboren, wie der Punkt P und die Gerade p 
in bezug auf den Querscbnitt des Kegels mit der ipildebene. 
Das Ortbogonalsystem ist also eine Polarreziprozitat mit dem 
Kegel als Leitkegel. 

Endlicb aber kann dieser Kegel auch als die um als 
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Mittelpunkt bescliriebene ILugel vom Radius Nutl bezeiclinet 
werden. In der Tat liegt in der dureh 00 t gelegten Ebene 
em Mantellinienpaar des Kegels, das nach den unendlich 
fernen imaginaren Kreispuakten dieser Ebene geht, somit als 
ein Nullkreis gilt (Nr. 98); denn die Mantellinien schneiden 
auf den Scheukeln O t O, QP eines rechten Winkels Strecken 
von den Langen 1 und i ab. Durch Drehung dieser Quer- 
sclinitte um 1 entstebt aber ein Kegel absoluter Richtungen 
oder eine Nullkugel. 

B. 1) Jeder Kegel zweiten Grades kann als Leitkegel eines 
Polarsystems im Bundel gedeutet werdeu. Man bat in der Tat nur 
das ebene Polarsystem, das einen seiner Querscbnitte definiert, aus 
seinem Zentrum zu projizieren. Zwei konzentrische Kegel haben 
ein gemeinsames barmoniscbes Polartripel. 

2) Ein Kegel zweiten Grades bat drei gueinander recJitwinklige 
AcJisen. Denn das ikn definierende Polarsystem hat mit dem Ortbo- 
gonalsystem an seinem Scbeitel ein barmoniscbes Eolartripel ge- 
meinsam, dessen Strablen zu den entsprecnenden. Ebenen recbt- 
winklig sind. 

3) Das konzentriscbe Orthogonalsystera ordnet einem Kegel 
zweiten Grades einen Normalen- Kegel zweiten Grades zu, dessen 
Mantellinien die Normalen der Tangentialebenen des ersten sind. 
Die Querscbnitte beider Kegel sind polarreziproke Kurven in bezug 
auf den FuSpunkt des vom Kegelscbeitel auf die Ebene gefallten 
Lotes. 

4) Die beiden durch zu den Kreisschnittebenen parallel ge- 
legten Ebenen enthalten Rechtwinkelinvolutionen barmonischer Po- 
laren in bezug auf den Kegel. Das Orthogonalsystem ordnet ihnen 
zwei Strablen niit B-ecntwinkelinvolutionen harmoniscber Polar- 
ebenen in bezug auf don normalen Kegel zu. 

5) In jedem Kegel zweiten Grades gibt es zwei Folcalstrdhlen, 
d. k Strablen, deren jeder einen Brennpunkt aller zu ihm normalen 
Querschnitte entbalt. Denn sind die Strahlen die Trager von Recbt- 
winkelin volution en im Bundel, so haben ihre FuBpunkte in Normal- 
ebenen dieselbe Eigenschaft (Nr. 181). Die Fokalstrahlen sind die 
Normalen der Kreisschnittebenen des normalen Kegels. 

430. Methode der KreisscheiteL Da im Vorigen der 
Leitkreis und das Projektionszentrum sich gegenseitig be- 
stimmen, so kann man die zugrunde liegende Betrachtungs- 
weise dahin aussprecben, da8 uberhaupt ein Kreis vom Mittel- 
punkt M und dem Radius r in der Ebene E durcb zwei 
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Punkte S und S' im Raume dargestellt oder .bestimmt werden 
kann, die in den dnrch MS* = %LS'*= r 2 gegebenen Ab- 
standen MS-* -.MS' von M in der in M auf E errich.- 
teten Normale liegen. Sie sind offenbar fiir jeden reellen 
Kreis imaginar und fiir jeden rein imaginaren reell und wer- 
<den nach A. F. Mobius die Sclieitel des Kreises genannt. 146 ) 
Also sind die Sclieitel auch dls die Mittelpunlte der Kugeln vom 
Radius Null an&uselicn, von denen der gegebene Kreis der 
Querscltnitt ist. Denn ist X ein Punkt des Kreises, so liat 



man WX* -- MS* und offenbar SX^^MX^ + MS^- 0, 
d. h. die Scheitel haben von jedem Punkte des Kreises den 
Abstand Null. 

Die Beziehungen von Kreisen in der Ebene lassen sich 
nun an den raumlichen Beziehungen zwischen inren Scheiteln 
untersuchen. Der Hauptsatz dieses Ubertragungsprinzips lautet: 
Die Entfernungen stwischen den Scheitdn gweier Kreise sind 
gleich den Ldngen iJirer gemeinsamen Tangenien. Bezeicbnen 
wir die auf der einen Seite der Ebene gelegenen Sclieitel von 
Kreisen_(S r i ) mit S t} ihre symmetrisclaen nrit 5/ ? so ist 8^8^ 
oder 5/Sg' gleich den inneren, S^S^' oder 8^8^ gleich. den 
aufieren Tangenten von (SJ und (/S 2 ). Denn ihre Quadrate 
sind gleich dem Quadrat der Zentraldistanz ; verinehrt um das 
Quadrat der Summe bez. Differenz der Normalen der Sclieitel 
oder auch vermindert um das Quadrat der Summe bez. Diffe- 
renz der Kreisradien (Nr. 118), 

E. Das Apollonisclie Problem (Nr. 123). 

Die Mittelpunktskoordinaten und Eadien der drei gegebenen 
Kreise $ n 2 , /9 3 des Problems seien ct k \ fi k \ i(z y ft ) fur $ als eine 
Konstante. Alsdann sind die Gleichungen der Ejreise 

(^-^) 2 +^-lS yt ) 2 +(^~y A ) 2 -0, J-1,2,8, 
und der Apollonische Kreis (S) hat die Gleichung 

(*-)'+ (if P) i +(*-y) f -0, 

wenn a \ |5 1 i(0 y) seinen Mittelpunkt und Radius bestimmeu. Die 
Bedingungen z. B. der inneren Beriihrung zwischen ihm und jenen sind 

( - "*)* + (P- ^) a + (y - y t ) 2 = 0, * = 1, 2, 3, 

derm diese Gleichungen sagen aus, dafi die Langen der auBeren 
gemeinsamen Tangenten zwischen ihm und jenen Null sind. 
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Zur Elimination der a, |3, y zwischen den drei Bedingungen 
und der Gleichung des Apollonischen Kreises fuhrt dann folgende 
tJberlegung. Es 1st 88^=* 0, wenn die inneren gemeinsamen Tan- 
genten, und 88^=^ 0, wenn die SuBeren gemeinsamen Tangenten 
der Kreise die L&nge Null haben; jenes isfralso die Bedingung der 
auBeren, dieses die Bedingung der inneren Beruhrung. Den Apol- 
lonischen Kreis suchen heiBt daher nichts anderes als: diejenigen 
Kugeln vom Radius Null bestimmen, die von jedem der drei ge- 
gebenen Kreise em en Scheitel enthalten. 

Nun besteht aber zwischen den gegenseitigen Abstanden von 
funf Punkten im Raume eine Beziehung, die sich von der in Nr. 128, 2 
fur vier Punkte der Ebene gegebenen nur dadurch unterscheidet, 
daB in der Determinate funften Grades der Saum 1, 15 2 , 25*, 
35 2 , 45 2 , rechts und uhten hinzutritt, man hat die Beziehung in 
B. 3 a. a. 0. Wenn dann der funfte der Punkte der Mittelpunkt einer 
durch. die vier ersten gehenden Kugel vom Radius Null ist, so daB 
15, 25, 35, 45 samtlichNull sind, so kommt man zu der am SchluB 
von B. 3 a. a. 0. gefundenen Beziehung zwischen den Langen der 
gemeinsamen Tangenten von vier Kreisen, die von demselben funften 
Kreis beruhrt werden; hier also erscheint sie als eine Beziehung 
zwischen den gegenseitigen Entfernungen von vier Punkten einer 
Kugel vom Radius Null. Die irrationale Form derselben 

ftttrtwegen 8 U + 81 S + 18 84 - 



23 = Xfa - 8 )* + tf, - &) a + (y, - y 8 )" a , usw. 

u -VC^- i) 8 + (y - ft) 2 + - ft) 2 , usw. 

wonach 23, 31, 12 die Langen der SuBeren gemeinsamen Tan- 
genten der bezeichneten Kreispaare sind, direkt zu der Gleichung 
von Casey in Nr. 128 (Teil I, S. 263) 



die, rational gemacht, zwei der Beruhrungskreise ausdriickt. 

Der geometrische Sinn dieser LSsung ist, daB die Querschnitte 
der Projektionsebene mit den beiden Nullkugeln (6) und (/S'), die 
durch die Scheitel S 1 , S%, 8 Z bez. durch S^ S fi ', 8 B ' gehen, zwei 
der Apollonisohen Kreise sind. 

Und die Konstruktion von Gergonne ergibt sich daraus in 
folgender Weise. Die Geraden 8^%, 8 2 S^^ 8^ schneiden die 
Ebene der drei Kreise in ihren auBeren Ahnlichkeitspunkten, die 
in der Schnittlinie derselben mit der Ebene der drei Scheitel 8^8^ 
als der beziiglichen Ahnlichkeitsachse liegen. Die Gerade 88' schneidet 
dieselbe Bildebene in einem von $!, 6' s , 8 B gleichweit entfernten 
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Punkte, also in einem Punkte gleiclier Tangentenlangen zu den ge- 
gebenen Kreisen oder im Potenzmittelpuntt JR derselben. DaB die 
Punkte S, S' von jedem Punkte der vorerwabnten Ahnlichkeits- 
achse gleicben Abstand haben, sagt welter aus, da8 die Tangenten 
von den Punkten der Ahnlichkeitsachse an die erhaltenen Apollo- 
nischen Kreise gleichlang sind, oder daB diese Achse die Potenz- 
linie derselben sein muB. 

Da etidlich die Kreise 8 uud S L sicb bertibren mussen, haben 
die entsprecbenden Kugeln vom Eadius Null (8) und (8^ in alien 
Punkten der Geraden 88 t Beriinning miteinander; somit liegen die 
Beruhrungspunkte des Kreises 8 t mit den beiden Apollonischen 
Kreisen 8 und S' in der Ebene 8^8' R, die auch die Normale zur 
Ebene 8^8^8 Z im Ptfnkte 8^ enth8.lt. Daber ist ibre Scbnittlinie mit 
der Bildebene die Gerade, die den Potenzmittelpunkt H mit dem 
Pol der Abnlichkeitsacbse in bezug auf den Kreis Eins verbindet; 
denn jene Normale ist die Polare der Ahnlickkeitsachse in bezug 
auf die Nullkugel Eins. U7 ) 

431. Methode der rSuniliclien BarsteUung. Zyklo- 
grapMe, 148 ) Die vorige Metbode*ist selir bequem, urn die 
Kreislehre nack ihrer Anleitung analytisch zu entwickeln, 
aber sie ist infolge des tlbergangs vom Reellen zutn Imagi- 
naren nicht ebenso vorteilliaffc fur die geometrische Konstruk- 
tion, Diese Schwierigkeit kann man nun leicht beseitigen, 
indem man das iniaginare Seheitelpaar des Kreises durch ein 
reelles Stellvertreterpaar ersetzt. Es komuat dies darauf hinaus ; 
als die Scheitel des Kreises die Spiteen der gleichseitigen, geraden 
Kegd m letrachten, die den Kreis 2ur Basis haben; d. h. jeden 
Ertis als Distansskreis zugehoriger Projektionszentra nacn 
Nr. 416. 

Denken wir in der Mittelnormale jedes Kreises den Radius 9 
als MS und MS' beiderseits abgetragen ; so entspricht oflfen- 
bar eine gerade EeiJie von Scheiteln der Gesamfheit der einem 
Tangentenpaare eingeschriebenen Kreise. Denn die Orthogonal- 
projektionen M von 8 erfullen eine Gerade, die'Zentrale der 
Kreise, deren Radien MS den Abstanden MA vom Schnitt- 
punkt A der Geraden mit der Ebene proportional sind. Also 
ist A ein geineinsamer AhrilichJceitspunkt der Kreise. Punkte 
einer Ebene sind Scbeitel von Kreisen, die die Spur der 
Ebene zu -einer Ahnlichkeitsachse haben (Nr, 122). 
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In jedein KreisMschel (Nr. 120) 1st die Differenz der 
Quadrate des Radius und der Mittelpunktsentfernung vom 
Zeritralpunkt des Biischels konstant. Die Scheitel der Kreise 
ernes Suschels lilden also eine gldchseitige Hyperbel, die die 
Zentrale des Btischels und die im Zentralpunkt erriehtete 
Normale der Ebene zn Achsen hat (Nr. 165, i). Die Grrenz- 
punkte des Buschels sind die in der Zentrale liegenden Scheitel 
der Hyperbel (Nr. 121). 

Alle Kreise, die einen gegebenen Kreis "beruhren, hdben die 
Purikte des tiber jenem Kreise stehenden geraden gleicliseitigm 
Kegels #u Scheiteln. Denn einer Mantellinie desselben ent- 
sprechen alle die Basis in ihrem FuBpunkt beriihrenden Kreise. 
Damit ist wieder ein Mittel zur konstruktiven Losung des 
Apollonischen Problems gegeben. 149 ) Aber in der Bemerkung ; 
dafi die Rotation der ein Kreisbiischel darstellenden Hyperbel 
um ihre zur Zeichnungsebene normale Achse ein einteiliges 
bez. zweiteiliges Rotationshyperboloid als Reprasentanten des 
KreisDetzes oder linearen Kreissystems zweiter Stufe (Nr. 122) 
liefert, namlich mit reellem bez. rein iinaginarem Orthogonal- 
kreis, liegt der Keim zu der Entdeckung, daB diese einfachen 
Formen zur gleichartigen Losung aller Winkelschnittprobleme 
iiber Kreise fuhren nicht nur in der Ebene, sondern auch 
auf der Kugel ; und in beiden Fallen mit EinschluB der ima- 
ginaren Kreise und Winkel Probleme, denen wir schon in 
Nr. 124 ; 2 und Nr. 128, 2 begegnet sind; hier liegt auch der 
Keiin zur vollstandigen Theorie der linearen Kreissysteme und 
den entsprechenden Konstruktionen und Theorien iiber Kugeln 
und Kugelsysteme, also auch zur Inversion. 

Wie den Kreisen nach diesem besonderen Verfahren, so 
Jconnen uberhaupt den Kegelschnittm eines Systems dritter Stufe 
die Punkte oder Ebenen des Raumes^ nacJi lestimmten Gesetzen 
zugeordnet werden. Denn der Raum ist ein dreidimensionales 
Gebilde, eine dreifache Mannigfaltigkeit von Punkten und 
Ebenen, wie das System dritter Stufe eine dreifache Mannig- 
faltigkeit von Kurven enthalt. 

Insbesondere aber weist die Lehre von den linearen Ver- 
wandtschaften uberall hinaus auf die raumliche Geometrie, 

S aim on- Fiedler, anal. Geom. d. Kegelsclin. II. 7. Aufl. 27 
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weil erst da die organisdie Entwickelung aus Grundgebilden 
ihre vollstandige Durclifuhrung findet. Der Wert der Projek- 
tionsmefhode leruht vor allem in der geometrischen Anschau- 
lichkeit, die sie den analytischen Ojperationen zu gelen er- 
laulyt. Als Hauptuntersctied in der Handhabnng der geo- 
metrischen und der analytischen Methode stellt sich aber der 
heraus, daB das rein geometrische Verfahren meist einfacher 
zuerst zu einem besonderen Satze fuhrt, dessen Verallgemeine- 
rang die Projektionsmethode liefert; "wahrend die algebraische 
Rechnung den allgemeinen Satz in der Regel ebenso leicht 
wie den besonderen beweist, so dafi nacli Aufstellung des 
ersten nur seine Anwendung auf besondere Falle vorzu- 
nehmen ist. 
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(1861), S. 174/78), K. G. Chr. v. Staudt (ebenda Bd. 62 (1863), S. 142/50), 
A. Cayley (Quarterly Journal pure appl. math , Bd. 9 (1868), S. 348/53 
oder CoD. papers, Bd. 6, Cambridge 1893, S. 129/34), 0. Hesse (J. reine 
angew. Math. Bd. 68 (1868), S. 194/6 oder Ges. Werke, Munchen 1897, 
S. 541/2), F. Graefe (Diss. Bern 1879; Zeitschr fur Math. u. Physik 
Bd 25 (1880), S. 2J5/6; Erweiterungen des Pascalschen Sechsecks, Wies- 
baden 1880; J. reine angew. Math. 93 (1882), S. 184/7). Ygl. ferner 
0. Hesse, Vorlesungen aus der analytischen Geometrie der geraden 
Linie, des Punktes und des Kreises in der Ebene, 4. AufL, Leipzig 1906, 
S. 155/82; J. Steiners Yorlesungen uber synthetische Geometrie, 2. Teil 
Die Theorie der Kegelschnitte, bearb. von H. Schroter, 3. Aufl. durch- 
gesehen von E. Sturm, Leipzig 1898, S. 121/32 und 511/2; F. Linde- 
mann, Vorlesungen uber Ueometrie, mit besonderer Benutzung der Vor- 
trage von A. Clebsch bearb. und hrsgg,, 2. Aufl., Bd. 1, 1. Teil, 1. Liefe- 
rung, Leipzig 1906, S. 275304. 

A Cayley leitete die Eigenschaften der Figur aus der Projektion 
der fiinfzehn Durchschnittslinien von sechs Ebenen ab; ebenso L. Cre- 
mona (Atti R. Accad. Lincei, Memorie mat., 3. Serie, Bd. 1 (1*576/7), 
S. 854/74), die sogleich zu erw^hnenden neuen Ergebnisse von Gi-us. 
Veronese durch Projektion der funfzehn Geraden einer Flache dritter 
Ordnung mit Doppelpunkt aus diesem. 

Die DuaUtat zwischen den entdecJcten Eigenschaften der Figur des 
vollstandigen Pascalschen SeclisecJcs ist durch Gius. Veronese n&her be- 
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stimmt worden in w Nuovi Teoremi sull' Hexagrammum Mysticum" 
(Atti E. Accad. Lincei, Memorie mat., 3. Serie, Bd. 1 (1876/7), S. 649^703). 
Die Untersuchungsmethode ist die der perspektiven Dreiecke wie in 
"Nr. 277 nnd 278 des Textes; sie wird erweitert in der Brtrachtung der 
27 Dreiecke, die von dreimal drei Punkten A^ , 4 a , A B ; B lt B^B 3 ; C t , <7 S , <7 8 
auf drei Geraden aus einem Punkte gebildet werden; diese Dreiecke 
bilden 36 Teraen paarweise perspektiver Dreiecke, und die Perspektiv- 
Achsen jeder Terne gehen durch einen Punkt; die so erhaltenen 36 Punkte 
liegen zu vier in 27 Geraden. Ferner seien gegeben vier Dreiecke und 
vier Vierecke, das erste mit dem zweiten, das zweite deni dritten, das 
dritte dem vierten und das vierte dem ersten perspektiv liegend wenn 
die vier Perspektivzentra der Dreiecke in einer Geraden sind, so gehen 
die Perspektiy-Achsen durch einen Punkt und fur die Vierecke liegen 
die vier aus ihren Dreiecken also entspringenden Punkte in einer Ge- 
raden ; und aus zwei perspektiven Dreiecken A } B t C } , A% B% O z wird 
durch die Ecken J5j C 2 , J5 2 G l oder A, Ci -4 2 , <7 a A l oder B uud A l J? 2 , 
A i B l oder C ein drittes zu beiden perspectives Dreieck gebildet und 
gezeigt, daB die drei Perspektivzentra in einer Geraden liegen. 

Nach Ableitung der 10 konjugiertenPaare der Steinerschen Punkte 
G und der 60 den Pascalachen Geraden p zugeordneten Kirkmaaachen 
Punkte H folgen die wichtigen Satze: Die CO Geraden p und die 60 
Punkte H bilden, sechs Figuren it von je 10 Punhten H, die zu drei auf 
entsprechenden Geraden liegen; durch jeden Punkt H gehen drei Ge- 
raden p. Die Zuordnung zwischen einer Geraden p und ein em Punkt H 
vollzieht Veronese folgendermafien : Von den 15 Verbindungslinien der 
6 Punkte ernes Kegel^chnitts laBt er die sechs Seiten eines Sechsecks 
weg; aus den ubrigen 9 Verbindungslinien kann man drei Sechsecke 
bilden, deren Pascalsche Geraden p sich in jenem Punkt H schneiden, 
der der Geraden p des unterdruckten Sechsecks zugehort. Aus jedem 
der drei Sechsecke kann man drei andere ableiten, doch sind von diesen 
9 Sechsecken nur 6 neu: so ergeben sich die 10 Sechsecke eiaer Figur or, 
und man kann zeigen, daft sie sich bei dem eben genannten Verfahren 
untereinander reproduzieren. 

Zwei dieser Figuren re haben vier Punkte G in einer Geraden j 
und die vier entsprechenden Geraden g aus einem Punkte J" gemein; 
dazu sechs der 45 Punkte P, in denen sich die 15 Fundamentalgeraden 
inPaaren schneiden, die zu'drei in vier Geraden p liegen. Diese geho'ren 
einzeln den vier ubrigen Figuren it an nnd gehen durch jene vier 
Punkte Gr. Drei der Figuren a haben einen Punkt G und die ent- 
sprechende Gerade g gemein. Die 45 Punkte P bilden 15 Dreiecke d ik , 
die den 15 Paaren i, k der sechs Figuren ye entsprechen; durch die 
Ecken von 4^ geht keine der Geraden g der System e i, k; die 30 Punkte P 
einer Figur # werden von den Ecken der Dreiecke J^ der 10 i'aare 
aus den funf andern gebildet. Die 12 Geraden g durch die Ecken von 
^ schneiden sich 8mal zu dreien in vier Punkten G und in vier Punk- 
ten JT; jene liegen in den vier Geraden g, diese entsprechen vier Ge- 
raden p beider Figuren ye. In zwei Figuren it gibt es zwei Vierseite 
aus Geraden p, deren Ecken Punkte E sind und deren Seiten sich 
paarweise in Punkten P des Dreiecks d^ der beiden Figuren und in 
Punkten G ihrer Geraden j begegnen. Ihre 12 Ecken liegen in Paaren 
auf sechs Geraden ^ 2 , die paarweise durch die Ecken des Dreiecks 4 ik 
geben^und mit seinen Seiten harmonische Gruppen bilden, so dafi alle 
sechs in vier Punkten Z% zu dreien zusammentreffen ; es gibt 90 solche 
Geraden und durch jeden Punkt H gehen drei von ihnen ; die Anzahl 
der Punkte Z^ ist 60 und in jeder Geraden v 12 liegen zwei. Die vier 
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Punkte G- einer Geraden j und die Schnittpunkte T derselben mit zwei 
Seiten des Dreiecks d ik der zugehSrigen Figuren ac bilden eine Invo- 
lution. Drei Punkte Z a , die den Geraden p eines Punktes 6? entspre- 
cnen, liege a in emer Geraden g\ die vier Geraden g zweier Piguren it 
und zwei der Geraden aus ihrem Punkte J" nach Ecken des gemeinsamen 
Dreiecks 4 a bilden drei Paare einer Involution. Zwei Piguren ent- 
halten zwei Vierecke von Punkten H paarweise in vier Geraden g aus 
dem zugehSrigen Punkte J, und die Perspektiv-Achsen ihrer Dreiecks- 
paare sind 'die Linien p, die in den vier andern Systemen durch die 
ersten bestimmt werden. Ihre Polaren in den beiden Piguren TC be- 
gegnen sich paarweise in den Tier Punkten 6? der Geraden j derselben 
und in den vier Perspektivzentren Z % ihrer Geraden g. Somit entspre- 
chen die Punkte Z 2 den Geraden p und funf der Figuren bestimmen 
daher die sechste. 

Die drei Punkte Z^ , die den p aus einem H entsprechen, liegen 
in einer Geraden z t ; solcher gibt es 60, durch jeden Punkt Z gehen 
drei und sie bfegegnen sich uberdies zu drei in den 20 Pankten G-. Sie 
entsprechen einerseits den p, andrerseits den H. Die 90 Geraden ?; 12 
scnneiden sich paarweise iu 180 Punkten E, die zu drei in den 60 p 
liegen und in jeder derselben mit den drei H Paare einer Involution 
bilden. Die Z^ und z t bilden wie die H und p sechs Figuren yt' von 
je zehn Paaren von Polarsystemen. Die Punkte G- und J und die Ge- 
raden g,j und v lz sind den Syxtemen (JBTp) und (Zz\ getnein. Funf 
dieser Systeme bestimmen ein scchstes der jedesmdl andern Art. Und 
so fort. 

Das Hexagramm setzt sich aus unentflich vielen Systemen (Zz) zu- 
sammen, deren jedes aus sechs Figuren it besteht, wn denen fdnf eine 
Figur des vorhergehenden und eine des folgenden Systems bestimmen, 
mit Ausnahme von (Hp), wo funf Figuren ye die sechste desselben Systems 
und eine des Systems (Zz\ bestimmen. Die Punktepaare Z^Z & ^ Z^Z 6 ^ . . . 
bez. Strahlenpaare ^ s ^ 3 , ^ 4 6 ,... in einer g (bez. um einen (?) bilden 
Involutionen , mit den zugehSrigen Punkten H und J bez. den zuge- 
hSrigen Strahlen p und g als Doppelementen; usw. 

Erwahnt seien noch die Arbeiteu von L. Klug, Die Konfiguration 
des Pascalschen Sechsecks im allgem einen und in \ier speziellen Fallen, 
Elausenburg 1898, und in den Monatsheften fur Mathematik und Physik, 
Bd. 14 (1903), S. 74/91. 

Der Absicht, zweckmafiige Bezeichnungen fur die erwahnten und 
fftr andere in der Pascalschen Konfiguration auftretende Pankte und 
Geraden zu geben, sind Arbeiten von A. Oayley (Quart. Joarn. pure 
appl. math., Bd. 9 (1868), S. 268/74 oder Coll. papers, Bd. 6, Cambridge 
1893, S. 116/22) und von Christine Ladd- Franklin (American Journal 
-of math, Bd. 2 (1879), S. 1/12) gewidmet. 

18) Nr. 279, S. 54. Der Satz in B. 4 ist von W. S. Burnside. 

19) Nr. 279, S. 54. Der Satz in B. 5 riihrt von Egberts her. 

20) Nr. 285, S. 65. Eine voilstandige Theorie der Kegelschnitte 
aus den projektiven Grundeigenschat'ten begann M. Chasles w Traite* ties 
sections coniques", Paris 18(55, ohne Fortdetzung. Vgl auch J". Steiner, 
Vorlesungen iibec synthetische Geometrie, 2. Teil, Die Theorie der 
Kegelschnitte, bearb. von &. Schroter, 3. Aufl., durchgesehenvon R. Sturm, 
Leipzig 1898. 

21) Nr. 285,1, S. 65. Die Ausdrucksweise des Satzes in B 1 gab 
jR. Townsend in dem Werke: ^Chapters on the modern geometry *, 
Bd. 2, Dublin 1865, S. 165. V"gl. die elegante Behandlung eines allge- 
meinen Problems tiber projektive Baschel von 0. Hesse in Journ. reine 
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angew. Math., Bd. 62, (1863), S. 188 oder Gesammelte Werke, Miinchen 
1897, S. 507 und im allgemeinen fur diesen Gegenstand desselben 
Autors schon genannte ,,Vorlesungen a (37). 

2 4 2) Nr, 286, 2, S. 68. Vgl. 38 des in Anm. 20 erwahnten Steiner- 
scben "Werkes, ferner C. Pelz, Sitzungsber. der kgl. b6hm. Gesellsch. 
der Wissensch. in Prag, 1879, S. 205/46, C. Crane f Synthetisch-geome- 
trische Theorie der Krflmmung von Kurven und Fl'achen 2. 0., Stuttgart 
1886, S 19/28; K EoTin, Jahresb. d. deutsch, Math.-Ver. 18 (1909), S 402/5. 

23) Nr. 287, 3, S. 70. M. Chasles, Aper$u historique sur Torigine 
et le deVeloppement des me*thodes en ge'ometrie, 2. Aufl. Paris 1875, 
S 336 oder die deutsche Ausgabe der 1. Aufl., hrsgg. von L, A. Sohncke, 
Halle 1839, S. 35X. 

24) Nr. 289, S. 75, Schon G. Desargues (Brouillon project d'une 
atteinte aux e'venemens des rencontres d'un cdne avec un plan, Paris 
1639; CEuvres, hrsgg. von N. G. Poudra, Bd. 1, Paris 1864, S. 188) be- 
merkte, dafi die Punktepaare, in denen ein beliebiger Kegelschnitt und 
die zwei Paare von Gegenseiten eines eingescbriebeneft Vierecks von 
einer beliebigen Geraden getrofien werden, eine Jnvo]ution bilden. 
Ch. Sturm (Acnaies de mathem. pures et appliqu Bd. 17 (1826/7\ S. 180) 
erweiterte den Satz zu der im Text ausgesprocnenen Fassung. Desargues 
1st iiberhaupt der Entdecker der Involution und hat diese schon sehr 
vollstandig entwickelt. 

25) Nr. 296, B. 3, S. 90. Der Satz ruhrt von R. Townsend her. 

26) Nr. 298, S. 93. Fur den Fall, daB der Kegelschnitt ein Kreis, 
das Vieleck ein Dreieck ist und die drei festen Punkte in einer Geraden 
liegen, hat schon Pappus (Svvayaytf iiadrHHxTMy, Buck. 7, prop. 117; 
pappi Alexandrini Collectionis quae supersunt e libris manu scriptis, hrsgg. 
von F. Eultsch, Bd. 2, Berlin 1877, S. 848/50) eine LSsung gegeben, bei 
beliebiger Lagre der drei Punkte J. de Castillon (Giovanni Salvemmi da 
Gastiglione) , Nouv. Mem. Acad. Berlin 7 (1776), hrsgg. 1779, S. 26U/83, 
dem G. Cramer die Aufgabe im Jahre 1742 vorgelegt hatte. Ebenda 
(S. 284/7) findet man eine rein algebraische Lo'sung von /. L. Lagrawge, 
die /. de Castillon mitteilt. L. N. M. Carnot vereinfachte die von La- 
grange gegebene Lflsung und dehnte sie unter Beibehaltung des Kreises 
auf den Fall eines beliebigen Vielecks aus (Ge'ometrie de position, 
Paris 1803, S. 383/7). Auch I/. Eider, N. Fuss, A. J Lexell, Th. Clausen, 
A. F. Mobius, A. Coyley haben sich mit der Aufgabe iiir den Fall dea 
Dreiecks beschaffcigt. Eine analytische Losung bei Kreis und beliebi- 
gem Vieleck hat vor Carnot schon & L'Huilier (Mem. Acad. Berlin, 
Jahrg. 1796, brsgg. 1799, S. 94112) gegeben; die erste geometrische, 
aber etwas verwickelte Losuug dieses Falles der Aufgabe stammt von 
A. Giordano [Mem. mat. fis. Soc. ital. delle scienze (1) 4 (1788), S. 4 1 7], 
nnd unabhangig von diesem gelangte G. F. Malfatti [ebenda S. 201/5] 
zur gleichen LSsung. Man bezeichnet diese Aufgabe haufig als das 
Ottaianosche PrMem nach dem in der Nhe des Veauv gelegenen 
Stadtchen Ottaiano, dem Geburtsorte von A. Giordano. Bei .beliebigem 
Kefeelschnitt wurde die Aufgabe von Ch. J. Brianchon, J. D. Gergonne, 
J. V. Ponceletj A. Gopel, J. Sterner behandelt. Der an gegebene tteweis 
dei Ponceletschen Konstruktion ist von Townsend. Nahere Literatur- 
angaben findet man bei M. Bruckner, Das Ottaianosche Problem, Progr. 
Zwickau 1892, bei E. Kb'tter, Jahresb. d. deutsch Math -Ver. 5 2 (1898), 
Leipzig 1901, J3. 143/8, sowie in dem Artikel von F. Dingeldey iiber 
Kegelschnitte in der Enzyklopadie der mathematischen Wissenschaften, 
Bd. 3, Teil 2, S. 44/5 oder franzosische Bearbeitung, Paris und Leipzig 
1911, S. 102/3.. 
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27) Nr. 300, S. 99. Ygl. hierzu J. Plucker, Analytisch-geometrische 
Entwicklungen, Bd. 2, Essen 1831, S. 61/4, sowie J. reine angew. Math. 
10 (1833), S. 84/5 [1832] oder Ges. wisseusch. Abhandl ? Bd. 1, hrsgg. 
von A. Schoenflies, Leipzig 1896, S. 290/1. Die Wurzeln dieser projektiven 
Anschauung gehen zu J". F. Poncelet und Ph. de la Hire zuruck. 

28) Nr. 300, 8, S. 102. Vgl. H. Fawre, Nouv. Ann. math. (1) 20 
(1861), S. 56 und L. Cremona ebenda (2) 3 (1864), S. 23/5 oder Opere 
matematiche, Bd. 2, Mailand 1915, S. 169/70. 

29) Nr. 300, 8, S. 102. Ygl. H. Schroter, Math. Ann. 5 (1872), S. 50/63 
1871], sowie H. Durege ebenda, S. 83/94. Insbesondere entwickelt 
chroter die Eigenschaften der Brennpunktskurve der Kegelsehnittschar. 

Die W. Fiedlerscte Entwicklung des Satzes von dem Erzeugnis der 
projektiven Involntionen mit sich selbst entsprechendem Scheitelstrahl 
ist die darstellend geometrische; man findet sie bei W. Fiedler n Die 
darstellende Geometrie in organischer Verbindung mit der Geometrie 
der Lage", 3. Aufl , 2. Bd., Leipzig 18^5, S. 182; im 3. Bd., Leipzig 1888, 
54 f. desselben Werkes wird die daraus entspringende Theorie der 
Kurven dritter Ordnung weitergefuhrt. 

30) Nr. 301, 3, S. 104. Die Losung der Aufg 3 ist von W. S. Burnside. 

31) Nr. 301, 6, S. 106. Diese Ableitung gab "FF. B. Hamilton. 

32} Nr. 302, S. 107. Dieser Satz ist von J/. N. M. Carnot (Go- 
metrie de position, Paris 1803, S. 453) gegeben worden. Ygl. auch 
E> Bobillier, Ann. math, pures appl. 18 (1827/8), S. 321/3. 

S3) Nr. 302, S. 107. a Dieser Satz findet sich schon bei Gr. Ceva, 
De lineis rectis se invicem secautibns statica constructio, Mailand 1678. 
Vgl. auch M. Chasles, Aper9u historique sur Torigine et le d^veloppe- 
ment des methodes en g^ometrie, 1. Aufl , Brussel 1837, Note 7; aus 
dem Franzosischen iibertragen darch L. A. SohncJce, Halle 1839, S. 301. 

34) Nr. 302, S. 107. Eine von 0. Hermes in seinem Programm von 
1860, Die Verhaltniskoordinaten in der Ebene, gegeben e Gleichung. 

86) Nr. 303, S. 110. Die Sobar. der Parabeln, die die Seiten eines 
Dreiseits beriihren, wurde haupisachlich von J. Steiner behandelt (vgl. 
J. reine angew. Math. 2 (1827), S. 191 und Ann. math, pures appl. 19 
(1828/9), S 59 oder Ges. Werke, Bd. 1, Berlin 1881, S. 134 und 207) 
und, zum Teil in anderer Richtung, von J. Plucker, Analytisch-geome- 
trische Entwicklungen, Bd. 2, Essen 1831, S. 202 ff. und 215 ff. 

36) Nr. S03, 2, S. 110 eine von A. Hart bernibrende Gleichung. 
Die Bebandlung der Ellipse zu drei Tangenten mit dem Mittelpunkt 
und den Halbachsen a, b mit Hilfe der exzentrischen Anomalie der 
Beruhrungspunkte gibt nach W. F. Walker (Quart. Journ. pure appl. 
math. 7 (1866), S. 120 [1864]) den Satz: Fur P,Q,B als Seitenmitten 
des Tangentendreiecks und a, j?, y als die exzentriechen Anom alien der 
Beruhrungspunkte ist die Flacbe des Dreiecks QOB gleich %ab tg i(/S y). 
Man leitet daraus den Satz von H. Faure ab, dafi das durch die Po- 
laren der Seitenmitten eines Tangentendreiseits gebildete Dreiseit fur 
alle eingeschriebeuen Kegelschnitte konstauten Inhalt bat. Fvir einen 
allgemeineren Satz uber, die Flachen solcher Polardreiecke vgl. Nr. 373, 8. 

37) Nr. 303, 6, S. ill. Dieser Ubergang wurde von Hart gezeigt. 

38) Nr 304, S. 111. Ygl. W. A. Whitworth, The Oxford, Cam- 
bridge and Dublin Messenger of Mathematics, 1. Reihe, Bd. 3 (1866), 
S. 71 ff. 

39) Nr. 304, i, S. 113. Die gegebene Lo'sung ist von P. Serret, 
Nouv. Annales de Math. (2) Bd. 4 (1865), S. 147/51. 

40) Nr. 304, 2, S. 114. Ebenda S. 151/9. 

41) Nr. 304, 3, S. 115. Ygl. K. Gr. Chr. von Staudt, ftber die Kurven 
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zweiter Ordnung, Nurnberg 1831, S. 23. Der Satz findet sich auch Lei 
L 0. Hesse, Diss. Kcmigsberg 1840 oder J. reine angew. Math 20 (1840), 
S. 301/2 Oder Ges. Werke, Miinchen 1897, S. 41/2. J. Steiner (J. reine 
angew. Math. 3 (18*28), S. 212 oder Ges. Werke ^ Bd. 1, Berlin 1881, 
S. J7 ( )) hat den Satz: Sebneidet man die drei Diagonalen eines voll- 
standigen Vierecks mit einer Geraden und konstruiert man in jeder 
Diagonale den vierten harmonisehen Punkt zu dem eben genannten 
Schnittpunkt und den Enden der betreftenden Diagonale, so liegen 
diese drei nenen Punkte in einer Geradea. 

42) Nr. 804, 5, S. 116. Kin Satz von A. F. MSUus, J. reine angew. 
Math. 26 (1843), S. 29/30 oder Ges. Werke 1, Leipzig 18S5, S. 587. 
Mobius hat die Beziehung sofort in die Gleichung zwischen den 
Eadienvektoren und den L'angen von vier Ortern eines Planeten umge- 
setzt usw. 

43) Nr. 304, 6, S. 116. Satz von J J. Sylvester, London-Edinburg- 
Dablin philos. mag. (4) 31 (1866), S. 3SO'4 oder Papers 2, Cambridge 
1908, S. 5o9/62: Beweis von W. S. Burnside. 

44) Nr. 304, 12, S. 118. Vgl. A. Cayley, J. reine angew. Math. 68 
(1868), S. 178/9 [1867] oder Coll. math, papers, Bd. 7, Cambridge 1894, 
S. 125. 

45) Nr. 306, S. 120. Diese Methode wurde von F. Joachimsthal 
eingefiihrt, J. reine angew. Math. 33 (1846), S. 373. 

46) Nr. 309, 2, S 125. Vgl. Gr. W. Hearn, Researches on curves 
of second order, London 1846, S. 36 tf.; A. .Cayley, Quart. Journ. pure 
appl. math. 8 (1867), S. 220/2 oder Coll. math, papers, Bd. 6, Cambridge 
1893, S. 51/2 

47) Nr. 309, 3, S. 127. Naheres findet man bei A. Cayley, Cam- 
bridge and Dublin math. Journ. 5 (1850), S. 148/5-J oder Coll. math, papers, 
Bd. 1, Cambridge 1889, S. 496/9; Quart. Journ 'pure appl. math. 6 (1864), 
S. 25 ff. oder Coll. math, papers, Bd. 5, Cambridge 1692, S 260 ff. 

48) Nr. 312, S. 132. Vgl. z. B. 0. Hesse, Vier Vorlesungen aus 
der analytiscben Geometric, Leipzig 186(5, S. 16 oder Zeitschr. f. Math, 
und Phys. 11 (1866), S. 384. 

49) Nr. 312,5, S. 134. Vgl. die an unbewiesenen Satzen reiche 
Abhandlung von J". Steiner, J. reine angew. Math. 45 (1853), S. 189211 
oder Ges. Werke 2, Berlin 1882, S. 445468. Fur vollstaiidige geo- 
xnetrische Ableitung sehe man die Abh. von W. Fiedler , Acta mathe- 
matica 5 (1884), S. 331408. 

50) Nr. 312, 8, S. 135. Vgl J. Steiner, J. reine angew. Math. 1 
(1826), S. 178/80 oder Ges Werke 1, Berlin 1881, S. 35/7. Einen geo- 
xnetrischen Beweis gab A. S, Hart, Quart. J. pure appl. math. 1 (1857), 
S. 219/21 [1855]. Nach Steiners Anleitung gab H. Schroter einen Beweis 
J. reine angew. Math. 77 (1874), S. 230/44, ferner F. G Affolter, Math. 
Ann. 6 (1873), S. 597 602. Die Steinersche Verallgemeinerung auf drei 
paarweise zu beruhrende Kreise statt der Seiten des Dreiecks hat 
W. Godt behandelt, J. reine angew. Math. 84 (1878), S. 25i)/63 [1877]. 
Man vgl. auch die analytischen umfassenden Untersuchunoen von 
A. Cayley, Philos. Trans. London Roy. Soc. Jahrgang 1852, S. 253/78 
oder Coll. math, papers, Bd. 2, Cambridge 1889, S. r>7 8G; ferner 
F. Mertens, Denkschr. der Akad. der Wissensch. in Wien, math.-naturw. 
Klasse, Bd. 36, 2. Abt. (1876), S. 195234 [1875]. Ausfuhrlicbe Lite- 
raturangaben findet man bei M. Simon, tJber die Entwickiung der 
Elementar- Geometric im 19. Jahrhundert, Leipzig U)06, S. 146/50. 

51) Nr. 313, s, S 137. Vgl. J". Pliicker, Analytisch-geometrische 
Entwicklungen, Bd. 2, Essen 1831, S. 198. 
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52) Nr. 314, S. 138. Der Satz von Carnot findet sicli in dessen 
G&mxetrie de position, Paris 1803, S. 293, der Satz von Chasles in 
dessen Traite des sections coniques 1, Paris 1865, S. 27 

53) Nr. 314, 4, S 139. Vgl. /. Sterner, Annales de mathe*mati<iues 19 
(1828/y), S 3 [1828] oder Ges Werke, Bd. 1, Berlin 1881, S 184. 

54) Nr. 316, S. 142. Diese Mefchode gab S Aronhold, J. reine angew. 
Math. 61 (1*63), S. 101/8 [1862]. Vgl. auch S. Gundelfinger, Annali di 
mat. para ed appl. (2) 5 (1871/8), S. 225/6, sowie dessen Vorlesungen 
aus der analytischeu Geometric der Kegel sennit te", hrsgg. von F. Dingd- 
dey, Leipzig 189n, S 33/7; ferner M. Pasch, Arch. Math. Phys. (3) 25 
(1917), S 231/6 [1U15]. 

55) Nr. 317, 2, S. 144. Vgl. /. Steiner, Ann. math, pures appl. 19 
(1828/9), S. 41 f. und S. 47 [1828J oder Ges. Werke, Bd. 1, Berlin 188J, 
S. 194 und 198. 

56) Nr. 321, 3, S. 153. Ygl. K. W. Feuerbncti, Eigenschaften eini- 
ger merkwurdiger Punkte des geradlinigen Dreiecks, Nurnberg 1822, 
S. 38. Der folgende Beweis ist von /. Casey, und die Ausdehnung aaf 
die Kreise des Apollonischen Problems, die er gleichfalls beweist, war 
von Hart gegeben. 

57) Nr 3-22, S. 155. Fur den Fall, daB die Polaren durch die einer 
bestimmten Bu-htung zugehorigen konjugierten Durchmesser gebildet 
werden, alao einem unendlich fernen Pol zugehSren, nndet sich dieser 
Satz bei Gr. Lame, Ann. math, pures appl. Bd. 7 (1^10/7), S. 233 uad 
Examen des diffec^ntes mefchodes employees pour r<5soudre lesproblemes 
de ge'ome'trie, Paris 1818, S. 34. Allgemein hat den Satz J. V. Poncelet, 
Trait^ doa propri^t^-3 projectives des figures, 1. Aufl., Paris 1822, S 213, 

2. ATI&, Bd. 1, Paris 1865, S. 206. 

58) Nr. 32-2, 4, S. 157. Der Satz ist von W. S. Burnside 

59) Nr. 3-22, 5, S. 157. Dieser Satz riihrt her von Williamson und 
ist eine Form der Konstruktion von Kurven vierter untUdritter Ord- 
ming aus projektiven Involutionen mit seibst entsprechendem Scheitel- 
strahl. 

60) Nr. 325, S. 16**. Vgl. A. Cayley, A fifth memoir upon quantics, 
Philos. Transactions London, Bd. 148 (1858), London 1859, S. 420463 
oHer Collected math, papers Bd. 2, Cambridge 1889, S 527557, ferner 
W. Fiedler, Die Elemeute der neueren Geometrie und der Algebra der 
binaren Formen, Leipzig 1862. Kur ein eingehenderes Studium der 
Invariautentheorie der binaren Formen verweisen wir auf A. Clebsch, 
Theorie der binaren algebraischen Formen, Leipzig 1872; Gr. Salmon, 
Vorlesungen uber die Algebra der linearen Transfer mationen, deutsch 
bearb. yon W. Fiedler, 2. Aufl., Leipzig 1877; F. Faa di Bruno, Ein- 
leitung'in die Theorie der biniiren Formen, deutsch bearb. von Th. 
Walter, Leipzig U81; P Gordan, Vorlesungen uber Invariantentheorie, 
hrsgg. von Gr. Kerschensteiner , Bd. 2, Leipzig 1887; A. Clebsch, Vor- 
lesungen uber Geometrie, bearb. und hrsgg von F. Lindemann, Bd. 1, 

3. Abteiiung, 1. Aufl. Leipzig 1876, 2. Aufl. Leipzig 19061910; W. Fr. 
Meyer, Allgemeine Formen- und Invariantentheorie, 1. Bd., Binare 
Formen, Leipzig 1009 (Sammlung Schubert Nr. 33). Fur ternare Formen 
kommt noi-h in Betracht E. Study, Methoden zur Theorie der ternaren 
Formen, Leipzig 188 J. 

61) Nr. 326, S. 170. Vgl. E. Baltzer, Theorie und Anwendung der 
Determinanten, 6. Aufl., Leipzig 1881, S. 135/6. 

6*2) Nr. 327, S. 172. Man studiere die Abhandlung von S. Aron- 
hold, J. reine angew. Math. 62 (1863), S. 281345 

63) Nr. 333, 2, S. 184. Vgl. A. Cayley, A fifth memoir upon quan- 
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tics, Philos. Trans. London, Bd. 148 (1858), London 1859, S. 438 oder 
CoUected math, papers, Bd. 2, Cambridge 1889, S. 537. 

64) Nr. 334, S. 1*4. Ygl. G. Battaglim, Giorn. di mat. 2 (1864), 
S. 170179, 193202, 243253, 340 351 und 3 (1865), S. 2431, 51 59 r 
218227. 

65) Nr. 335, S. 187. Diese Darstelhtng ist einem Manuskripte ent- 
nommen, das W. Fiedler nach dcm Erseheinen seiner in Anm. 60 ge- 
nannten Schrift vom Jahre 1862 yon A. ClebscJi erhalten hatte. Vgl. 
auch das Werk des Letztgenannten ,, Theorie der binaren algebraischen 
Fonnen", Leipzig 1872. 

66) Nr. 336, S. 190. Fur die Theorie der Involution ist wichtig 
die Abhandlung von A. Goyley, Transact. Cambridge Philos. Soc., 11, 
Teil 1 (1866), S. 2138 [1863 1 oder Collected math, papers, Bd. 5, Cam- 
bridge 1892, S. 295312. Ygl. ferner G. Salmon, Yorlesungen iiber die 
Algebra der linearen Transformationen, deutsch bearb. von W Fiedler, 
2. Aufl,, Leipzig 1877, S. 210ff. Vgl endlich die Abhandlungen von 
H. Wiener, n Rein geometrische Theorie der Darstellung binarer Former* 
durch Punktgruppen auf der Geraden", Darmstadt 1885 sowie ^Geo- 
metrische Invariantentheorie der binaren Formen", Jahresb. d. deutsch. 
Math.-Yer. 17 (1908); S. 291313. 

67) Nr. 338, i, S. 193. Das Beispiel ist von L. Cremona. 

68) Nr. 340, S. 198. Ygl. die Abhandlung von P. Gordan, J. reine 
angew. Math. 69 (1868), S. 323/54, ferner J). Hilbert, Nachr. d. Ges. d. 
Wissensch. zu Gottingen, Jahrg. 1891, S. 232 ff. 

69) Nr. 343, S. 203. Auf d'fl 0!o:"' l Vr.rp 8. Grades ffir I hat zuerst 
6r. Lame hingewiesen in seiner **>r iJ "i \\\\ 'i f-r- des differentes methodes 
employees pour resoudre les problemes de ge'ometrie, Paris 1818, S. 71/2; 
vollstandig angegeben hat sie J. Plucker, Analytisch-geometrische Ent- 
wicklungen, Bd. 1, Essen 1828, S. 241. 

70) Nr^345, S. 206. Ygl. JL Kemmer, Kriterien der Realitat fxir 
die Schnittpunkte von Linien zweiter Ordnung, Diss. Giefien 1878, sowie 
W. K Story, Amer Journ. math. 6 (1884), S. 2-25/34; vgl.-auch F. Ger- 
laldi, Keudiconti circ mat. di Palermo 1 (1887), S. 327/37; G. Sforza, 
ebenda Bd. 2 (1888), S. 172/5. Bei 8. Gundelfinger, Vorlesungen aus der 
analyt Geom. der Kegelschnitte, hrsufg. von F. Dingeldey, Leipzig 1895, 
S. 371/7 werden die Kriterien fur die Realiiat und das Zusammenfallen 
der Grundpunkte des Kegelschnittbiischels mit Hilfe einer Kombinante 
des Buschels gegeben. Dieses Buch entha.lt eine geschlossene Entwick- 
lung und Darstellung der metrischen Untertuchungen in all^emeineix 
projektiven Eoordinaten. Sein zweiter Abschnitt bebandelt die Kegel- 
schnitt-Buschel und Scharen, ferner die Netze und Gewebe; ein Anhang 
enthalt zahlreiche Aufgaben mit ihren LSsungen. Vgl auch R. Qerlach, 
Die Metrik in projektiven Koordinaten, Diss. Zurich 1899. 

71) Nr. 345, 3, S. 209. Ygl. W. Fiedler, Archiv Math. Phys. (1) 
39 (1862), S. 20/3. 

72) Nr. 347, 2, S. 212. Ygl. 0. Hesse, Yier Yorlesungen aus der 
analytischen Geometrie, Leipzig 1866, S. 19/22, 31 oder Zeitschr. Math. 
Phys. 11 (1866), S. 387/90, 399; P. Serret, Geometrie de direction, Paris 
1869, S. 130/1. 

73) Nr. 348, S. 215 und Nr. 349, S. 216. Die Bedeutung der linea- 
ren Bedingung fur die Koeffizienten der Gleichung einer Kurve zweiter 
Ordnung ist von 0. Hesse zuerst geiunden \* orden (J. reine angew. 
Math. 45 (1853), S. 83/7 [1852] oder Ges. Werke, Miinchen 18D7, S. 298/303), 
und zwar hat Hesse den luhalt seiner sich hierauf beziehenden Ab- 
handlung, wie J. L'Wrotli in der Gesamtausgabe von Hesses Werken 
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(S. 700) bemerkt, schon am 1. Dezember 1837 in sein Diarium 1837/44 
aufgezeichnet. ^ An die Erg'anzungen G-. Salmons in Nr. 348, i knupfte 
H. J. 8. Smith in einer wichtigen Abhandlung (Proc. London math. Soc. 
(1) 2 (186(5/9), S. 85/100 oder Papers I/ Oxford 1894, S 524/40) an, die 
die Losung der Probleme in Nr. 349 enth'alt. Nur die Konstruktion der 
" beeonderen Aufgabe 7, S. 219f. wurde schon fruher von _E. deJonquieres 
(Nouv. Ann. math. (1) 14 (1855), S. 435/40) gegeben. Man vergleiche 
auch das Buch yon H. Picquet, Etude g^ometrique des systemes ponc- 
tuels et tangentiels de sections coniques, Paris 1872; ferner besoqders 
fiir die algebraische Behandlung die Arbeit von /. Eosanes, nftber 
Systeme von Kegelschrritten", Math. Ann. 6 (1873), S. 264/312 [1872]. 
Ferner sei noch genannt das Werk von W. F. Meyer, Apolaritat und 
rationale Kurven, Tubingen 1883. Die im Texte erwahnten Redewen- 
dungen harmonisch umgeschrieben bez. eingeschrieben stammen von 
Smith] Eosanes nennt die betreffenden Kegelschnittpaare konjugiert; 
die Ausdriicke stiitzen, tragen, ruhen, apolar hat Th. Eeye eingefuhrt 
(Geometrie der Lage, 4. Ann., 1. Teil, Leipzig 1899, S. 266; J. reine 
angew. Math 78 (1874), S. 97). 

74) Nr. 350, S. 221. Satz von H. Fame, Nouv. Ann. math. (1) 19 
(1860), S. 234. Vgl. auch L. Painvin ebenda S. 294 und G. Salmon 
ebenda S. 347/8; W. Fiedler, Zeitschr. fiir Math, und Phys. 6 (1861), 
S. 140/6; J". Steiner, Yorlesungen uber synthetische Geoinetrie, 2 Teil: 
Die Theorie der Kegelschnitte, bearb. von H. Schro'ter, 3. AufL, hrsgg* 
von E. Sturm, S. 178/9; S. Gundelftnger , Vorlesungen aus der analyti- 
schen Greometrie der Kegelschnitte, hrsgg. von F. Dingeldey, Leipzig 
1895, S. 343/4. A. Cazamian (Nouv. Ann math. (3) 13 (1894), S. 229) 
verallgemeinerte den Satz von Faure und zog viele Folgerungen aus 
ihm (ebenda S. 324/48). Vgl. auch A. F. Torry, The Messenger of math. 
10 (1881), S. 161/70. 

75) Nr. 350, 2, S. 222. Der Satz ist von Hart. 

76) Nr. 350, 3, S. 222.- Das Ergebnis dieses Beispiels stamrnt von 
W. S. Burnside. 

* 77) Nr. 350, 9, S, 223. Das Beiapiel nndet man zuerst bei .A T . M. 
Ferrers, Quart. J. pure appl math. 7 (1866), S, 22. 

78) Nr. 351, S. 223. Mit der 'Aufgabe, irgend einem gegebenen 
Kegelschnitt \ ein w-Eck einzuschreiben, dessen n Seiten einem ande- 
ren gegebenen Kegelschnitt fc 3 umgeschrieben sind, hat sich J". V. Poncelet 
beschaftigt (Traite des-proprietes projectives des figures, 1. AufL, Paris 
1822, S. 358/62; fc. Aufl. Bd. 1, Paris 1865, S. 347/50). Er gelangt zu 
dem Satz: Schreibt m^n 7^ einen gebrochenen Linienzug ein, dessen 
einzelne Geraden \ beruhren, und schliefit sich dieser Linienzug nicht, 
so hat die Aufgabe keine L&sung; schliefit er sich aber, so gibt es 
unendlich viele LSaungen, iudem sich alsdann mit jedem Punkt von \ 
als Anfangspunkt ein geschlossenes n-Eck zeichnen lafit. Zu Nr. 350 
und 351 vergleiche man die Note von E. Beltrami, Giorn. math. 9 
(1871), S. 341/4 oder Opere mat. Bd. 2, Mailand 1904, S. 182/7, die von 
der Betrachtungsweise in Nr. 291 ausgeht. Die Bedingung fur das ein- 
und umgeschriebene Dreieck wurde von A. Cayky mit Hilfe der Theorie 
der elliptischen Integrale gegeben (London Edinburg Dublin philos. mag. 
(4) 5 (1853), S. 281/4; (4) 6 (1853), S. 99/102, 376/7 oder Coll. math, papers 
Bd. 2, Cambridge 1889, S. 53/6; 87/90, 91/2; Philos. Trans. London, 
Bd. 151 (1861), S: 225/39 oder Coll math, papers Bd. 4, Cambridge 1891, 
S. 292/308; Comptes Rendus acad. sc. Paris 55 (1862), S. 700 oder Coll. 
math, papers Bd. 5, Cambridge 1892, S. 21/2). Far Kreise und ein 
beliebiges Vieleck hatte G. Gr. J. JacoM die Bedingung mit Hilfe der 
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elliptischen Funktionen abgeleitet (J. reine angew. Math. 3 (1828) T 
S. 381/9 oder Werke Bd. 1, Berlin 1881, S. 284/93), fur Kugelkreise 
F. J. RicMot (J. reine angew. Math. 5 (1830), S. 250/67 [1829], 
Cayley beweist, daB, wenn die Quadratwurzel aus der Diskriiuinante 
x 8 A + 3x*H + 3x04-J3 Ton %f+ g, nach Potenten von entwickelt, 
einen Ausdruck von der Form a -[-&% + Cx2 "h* ' srgibt, die Bedin- 
gungen~ fur die Moglichkeit eines dem Kegelscbnitt /*= eingeschrie- 
benen und dem Kegelschnitt g= umgeschriebenen w-Ecks fur 
n = 3, 4, 5, 6, 7, 8 durch die Ausdrticke 

c = 0, <2 = 0, ce rf* = 0, df e*=*0 
ceg + 2defcf* d*g e**=Q, dfh + 2efg dg % e*h f*= 0, 

gegeben sind, die samtlich aus den Koeffizienten der Heibenentwicke- 
lung gebildete Detenninanten darstellen. Man vergleiche auch J. Bo- 
sanes und M. Paseli, J. reine angew. Math. 64 (1866), S. 126/66 [1864]; 
Th. Moutard im Anhang zu /. V. Poncelets Applications d'analyse et 
de g^ometrie, Bd. 1, Paris 1862, S. 535/60; M Simon, J. reine angew. 
Matb. 81 (1876), S. 301/23 [18751; S. Gundelfinger, J reine angew. Math. 
83 (1877), S. 171/4; G. H. Halphen, Traite des fonctions elliptiques et 
de leurs applications, Bd 2, Paris 3888, S. 367/412; 6r. Kohn, Sitzungsb. 
Akad. Wien Bd. 100, Abt. Ila (I8yl), S. 6/19 [18901. J. Thomae (Berichte 
d. Ges. d. Wissensch. zu Leipzig, math.-pbys. Klasse, Bd. 47 (1895), 
^3. 352/68) erledigt das SchlieBungsproblem, indem er eine symmetrische 
zwei-zweideutige Verwandtschaft zugrunde legt und rein geometrische 
Betrachtungen benutzt. Aueh bei K. Eohn (Berichte d. Ges. d. Wissensch. 
zn Leipzig, math.-p'hys Klasse, Bd. 60 (1908), S. 94/131) bilden die eben 
genantiten Verwandtscbaften den Ausgangspunkt seiner analyti->ch-geo- 
metrischen Betrauhtungen. Er gibt bis n = 23 wirklich die Bedingun- 
gen an, die erfullt sein mu&sen, wenn der eine von zwei Kegelschnitten 
dem w-Eck eingeschrieben, der andere umgeschrieben sein soil. Aufier- 
dem betrachtete er w-Ecke, die einem Kegelscbnitt & eingeschrieben 
sind, wabrend n 1 Seiten je einen von n 1 Kegelschnitten 
j, fc 2 , . . . . k n _i beriihren, die mit A p einem und demselben Busc^el 
angehSren; er zeigte, daB dann auch die letzte Seite stets einen Kegel- 
schnitt Jc n des Bflschels beruhrt. Hohn zeigt ferner, daB bei Anderung 
der Reihenfolge der von den einander folgenden Seiten des w-Ecks be- 
riihrten Kegelschnitte immer noch gescblossene w-Ecke vorbanden sind t 
wenn es solche bei der urspriinglicben Reihenfolge gab. Wir verweisen 
ferner noch auf K. Rolm, Berichte d. Ges. d. Wissensch. zu Leipzig, 
math.-phys. KL, Bd. 65 (1913), S. 185194; H.Liebmann, Sitzgsb. Akad. 
d. Wissensch. zu Munchen, math-phys. Kl., Jahrg. 1916, S. 1930; 
J". Ihomae, Ber. Ges. d. Wissensch. Leipzig, math.-phys. KL, Bd. 69 
(1017), S. 287 305. Einen geschichtlichen tlberblick iiber das Schlie- 
fiungsproblem gibt G. Loria, J. poligoni di Poncelet, Turin 1889; ein 
Nacbtrag hierzu in Bibliotheca matbem. (2) 3 (1889), S. 67/74. 

79) Nr. 352, S. 226. Vgl. #. Salmon, Yorlesungen fiber die Al- 
gebra der linearen Transformationen, deutsch bearb. vr-n W. Fiedler, 
2. Aufl., Leipzig 1877, S. 149; A. Clebsch, Vorlesungen uber Geometrie t 
bearb. und hrsgg. von F. LMemann, Bd. 1, 1. Aufl,, Leipzig 1876, 
S. 266; 2. Aufl., 2. Lieferung, Leipzig 1910, S. 486. 

80) Nr. 355, S. 232. G. Desargues bemerkte, dafi die Punktepaare r 
in^ denen ein beliebiger Kegelschnitt und die zwei Paare von Gegen- 
seiten eines eingeschriebenen Vierecks von einer beliebigen Geraden 
getroffen werden, eine In\ olution Lilden (Brouillon project d'une atteinte 
aux e've'nemens des rencontres d'un c6ne avec un plan, Paris 1639 oder 



Literaturnachweisungen. 431 

(Euvres de G. Desarguts, hrsgg. von N. G Poudra, Bd. 1, Paris 1864, 
S. 188). Ch. Sturm erweiterte den Satz, indem er zeigte, dafi uberhaupt 
drei beliebige, einem Viereck umgeschriebene Kegelschnitte von irgend 
einer Geraden in Punktepaaren einer Involution getroffen werden (Ann. 
math, pures appl. 17 (1826/7), S. 180). 

81) Nr. 355, S 233 und Nr. 356, S. 233. Ygl. K. G. Chr. vonStaudt, 
tJber die Kurven 2. Ordnung, Nurnlerg 18.81, S. 24/5. Die Wichtigkeit 
dieser beiden Kegelschnitte als Kovarianten betonte zuerst G. Salmon 
(Cambr. Dublin math. J. 9 (1854), S. 3u [1853]). YgL auch H. Grass- 
vnann, Projektive Geometrie der Ebene, Bd. 2, 1. Teil, Leipzig und 
Berlin 1913, S. 355/7 und 365/7. 

82) Nr. 356, 5, S. 236. Die Kurve vierter Ordnung, die einem aqui- 

anharmonischen Doppelverhaltnis ( = i it -5- V* ) zugehdrt, wurde von 

J. TTiowae naher untersucht (Berichte d. Ges. d. Wissensch. zu Leipzig, 
math.-phys. Kl., Bd. 64 (1912), S. 446/78). 

83) Nr. 357, 5, S. 239. Vgl. G. Salmon, London Edinburg Dublin 
philos. magazine (4) 18 (1857), S. 190. 

84) Nr. 357, 6, S. 239. Ygl. G. Salmon, London Edinburg Dublin 
philos. magazine (4) 13 (1857), S. 190/1 und 267/i). A. Cayley betrach- 
tete (Quart. Journ. pure appl. math. 1 (1857), S. 344/54 oder Coll. 
papers, Bd. 3, Cambridge 1890, S. 6775) das Problem den Ort der 
Spitze cines Dreiecks zu linden, das einem gegebenen Kegelschnitt /' um- 
geschrieten ist, wahrend die Basisecken gegebene Kurven durcblauten. 
Sind diese Kurven Kegelschnitte, so ist der Ort von der 8. Ordnung, 
er beruhrt f in den Puxikten, ID denen ihn die in bezug auf / ^e- 
nommenen Polaren der Schnittpunkte der beiden Kegelschnitte treffen. 

85) Nr. 357, 7, S. 239. Ygl G. Salmon, London Edinburg Dublin 
philos. magazine (4) 13 (1857), S. 269 und 337. 

86) Nr. 357, 8, S. 240. Ygl. G. Salmon, London Edinburg Dublin 
philos. magazine (4) 13 (1857), S. 337/8. 

87) Nr. 357, B, S. 240. Diese projektive Kurverjerzeugung ist von 
G. H. Ealphen (J math, pures appl (3) 2 (1876), S. 96if.) fur f als 
irgend eine algebraische Kurve benutzt worden, um Singularit&ten zu 
transformieren. 

88) Nr. 358, S. 241. Ygl. die Abhandlung von S Guwdelfinger 
w Zur Theorie des Kegelschnittbiischels" (Zeitsihr.Math. Phys 20(1875), 
8. 153/9 [1874]); ferner/S Gundelfiwger, Yorlesungen aus der analytischen 
Geometrie der Kegelschnitte, hrs^-g. von F. Diwgeldey, Leipzig 1896, 
S. 366 ff.; /. Walker (Quart. J. pure appl. math. 10 (1870), S. 163/7, 
317/20 [1869]). 

89) Nr. 358, S. 241. In der vorhin erwahnten Abhandlung von 
& Gundelfingcr (Zeitschr. Math. Phys. 20, S. 164) steht faischlich 
KQ Xtf statt >c<r ^p; in Zeile 14 v. u. ist daselbat der Faktor zu 
ersetzen durch , in Zeile 1 v. u. ist bei $*(x, Z) der Faktor 8 beizu- 
fugen. Zu Gl. (59) vgl. auch S. Gundelftnger, J. reine angew. Math. 
74 (1872), S. 87/9 [1871]. 

90) Nr. 358, B. S. 242. Ygl. S. Gundelfinger, Yorlesungen aus der 
analytischen Geometrie der Kegelschnitte, hrsgg. von F. Dingddty, 
Leipzig 1895, S. 381. 

91) Nr. 359, S, 245. S. Gimdel finger hat zuerst bemerkt, dafi die 
Kovariante m eine Kombinante des Kegelachnittbiischels ist; er hat 
anch zuerst auf die Bedeutung der Kurve for die Geometrie des Biischels 
hingewiesen (Zeitschr. Math. Phys. 20 (1875), S. 156 und 159 [1874]). 
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92) Nr. 360, S. 245. Dieser schone Satz wurde von F. Mertens 
(Sitzungsber. Akad. Wien Bd. 91, 2. Abt. (1885), S. 637/9) gefunden. 

93) Nr. 360, S. 246. Drei auf solche Weise miteinander verbun- 
dene Kegelschnitte erwahnt zuerst J. Eosanes in seiner Inaugural- 
Dissertation fl De polarium reciprocarum theoria observations u , Breslau 
1865, S. 13, ferner in Math. Ann. 2 (1870), S. 552. Hier wird auch er- 
wahnt, dafi fiir je zwei solche Kegelschnitte die zugehSrige Staudtsche 
Kurve 2. Ordnung, die durch die Beruhrungspunkte der gemeinsamen 
Tangenten geht, mit der Staudtschen Kurve 2. KLasse, die die acht in den 
Schnittpunkten der Kurven gezogenen Tangenten beruhrt, zusammen- 
fallt. Auch N. M. Ferrers (Quart. J. pure appl. math. 7 (1866), S. 20/2) 
gelangt zu drei Kegelschnitten, die in der angegebenen Weise durch die 
Polaren ihrer Punkte miteinander verbunden sind, indem er sich fragt, 
was es bedeutet, wenn fiir zwei sonst beliebige Kegelschnitte die Invarian- 
ten H und verschwinden. Als Kurven des Buschels werden die aqui- 
anharmonischen Kegelschnitte bei Rosanes und Ferrers nicht betrachtet; 
als solche findet man sie zuerst wohl bei 6r. Battaglini (Giorn. mat. 8 
(1870), S. 134 und 144), der die quadratische Gleichung fiir den diesen 
Kurven zugehorigen Parameter I abieitet, ebenso die kubische Glei- 
chung fur die den drei harmonischen Kegelschnitten zugeho'rigen Para- 
meterwerte. Alsdann leitete 8. Grundelfinger an den in Anm. 88 ge- 
nannten Stellen mehrere geometrische Eigenschaften der aquianhar- 
monischen und harmonischen Kurven des Buschels ab ; auch If\ Gerbaldi 
(Annali di mat. pura ed appl. (2) 17 (1889), S. 169/72) kt in diesem Zu- 
sammenhange zu nennen. Vgl. ferner G. Kolw, Silzungsber. Akad. 
Wien 93, 2. Abt. 1886, S. 314/36 und 349 f.; F. Lindemann in der 
2. Auflage der von ihm bearbeiteten und herausgegebenen Vorlesungen 
uber Geometrie von A. Clebsch", 2. Lieferung, Leipzig 1910 7 S. 517/29. 

Zwei Kegelschnitte, die in solcher Beziehung zueinander stehen 
wie die beiden iiquianharmonischen (die fur sie gebildeten simultanen 
Tnvarianten H und verschwinden) werden von F. Crerbaldi in Invo- 
lution befindlich genannt, Atti della R. accad. delle scienze di Torino 
17 (1881/2), Torino 1881, S. 566 [1882]. Er betrachtet Gruppen von 
sechs solchen paarweise in Involution befindlichen Kegelschnitten, an 
die sich neuerdings ein hohes wissenschaftliches Interesse kniipft. Es 
betrifft die neuere gruppentheoretische, durch A. Clebsch und F. Klein 
eingeleitete Theorie der Resolventen der allgemeinen algebraischen 
Gleichungen hSherer Grade, nach dem Prinzip, dafi die Vertauschungen 
der Wurzeln unter sich durch lineare Transformationen des Raumes 
ersetzt werden k5nnen. Vgl. A. Clelsch n t5"ber die Anwendung der 
quadratischen Substitution au* - 3: -~ Ai-.^T-^-r 5, Grades und die geo- 
metrische Theorie des ebenen 3 1 . '- .. -. M ., Ann. 4 (1871), S. 284/345 
und das Werk von F. Klein Vorlesungen iiber das Ikosaeder und die 
Aufl8sung der Gleichungen vom fiinften Grade", Leipzig 1884. An dem 
vorher genannten Ort folgt unmittelbar (S. 346/58) auf die Arbeit von 
Clebsch der Aufsatz von F. Klein w tTber eine geometrische Reprasen- 
tation der Resolventen algebraischer Gleichungen", in dessen SchluB- 
abschnitt S. 355/8 die Wurzeln der Gleichung 6. Grades-*durch sechs 
paarweise in Involution liegende lineare Komplexe dargestellt werden, 
so dafi ihren Vertauschungen lineare Umformungeo. des Punktraumes 
entsprechen. Nun hat in Bd. 47 der Math. Ann, (1896), S. 531/56 [1895] 
A. Wiman (Lund) seine Untersuchungen ^tJber eine einfache Gruppe 
von 360 ebenen Kollineationen" veroffentlicht, die mit den geraden 
Vertauschungen von 6 Dingen holoedrisch isomorph ist, und in der 
zwei verbundene Gruppen von je 6 in 15 Paaren harmonischen Kegel- 



Literaturnachweisungen. 433 

ehnitten als Elemente auftreten (sechs gleichberechtigte Ikosaeder- 
:egelschnitte). In Bd. 50 (1898), S. 473/6 [1897] hat F. Gerbaldi eine 
fedrangte Ubersicht seiner Ergebnisse angeschiossen. . 

94) Nr. 360, 4, S. 247. Dieser Satz wurde dem Herausgeber (F. D.) 
m MS,rz 1901 von 8. G-undelfinger miindlich mitgeteilt, die Satze in 
J. 5 und 6 fand der Herausgeber im August 1915. Dreiecke in sechs- 
ach perspektiver Lage hat zuerst J. Rosanes in seiner in Anm. 93 er- 
rahnten Inaugural-Dissertation S. 18/20 behandelt; er zeigte auch, daB 
iwei solche Dreiecke nie reell sind, daB vielmehr zwei reelle Dreiecke 
iflchstens vierfach in perspektiver Lage sein kb'nnen. Ygl. auch J. Ro- 
manes, Math. Ann. 2 (1870), S. 549/52 und JET. Schroter ebenda, S. 553/62. 
& Crundelfinger bewies, daB bei sechsfach perspektiver Lage zweier 
Dreiecke die 9 Schnittpunkte ihrer Seiten die Wendepunkte jeder durch 
de gelegten Kurve dritter Ordnung sind (Math. Ann. 7 (1874), S. 455 
1873] und Archiv Math. Phys. (3) 1 (1901), S. 252/4; vgl. auch J. Valyi, 

fronatshefte Math. Phys. 9 (1898), S. 169/76. H. Wiener hat die Satze 
aber die Lage der sechsfach perspektiven Dreiecke in seiner Abhand- 
hmg n Die Einteilung der ebenen Kurven und Kegel dritter Ordnung 
in 13 Gattungen", Halle 1901, S. 30 durch eine Figur erlautert, wobei 
er ftir die vorkommenden imaginaren Elemente die v. Staudtsche Dar- 
stellung des Imaginaren wahlte. Wir erwahnen ferner eine Abhand- 
lung uber mehrfach perspektive Dreiecke und Teiaraeder von S. Hess, 
Math. Ann. 28 (1887), S. 167260 [1886]. 

95) Nr. 360, 7, S. 248. Vgl. I/. Cremona, The Oxford, Cambridge 
and Dublin Messenger of mathematics 3 (1866), S. 13/4. Schon 1864 
wurde der Satz, daB die 14 im Text angegebenen Punkte auf einem 
Kegelachnitt liegen, von Cremona als Aufgabe zum Beweia gestellt 
{Giorn. mat. 2 (1864), S. 30) und dann von V. Jcmni (ebenda S. 49/50), 
und von G-. Battaglini (ebenda S. 52/6) bewiesen. 

96) Nr. 360, 8, S. 249. Diese Gleichung (nur mit etwas anderer 
Bezeichnungsweise) wurde zuerst von N. M. Ferrers aufgestellt, The 
Oxford, Cambridge, and Dublin Messenger of mathematics 3 (1866), 
fi. 68/70. Ygl. auch 8. Gwndelfinger , Zeitschr. Math. Phys. 20 (1875), 
S. 169 [1874J. 

97) Nr. 360, 10, S. 249. Vgl. F. Gerbaldi, Annali di mat. pura ed 
appl. (2) 17 (1889), S. 168/71; F. Lindemann in der 2. Aufl. der von 
ihm bearbeiteten und herausgegebenen ^Vorlesungen uber Geometric 
von A. Clebsch", 2. Lieferung, Leipzig 1910, S. 520/3. 

98) Nr. 361, i, S. 251. A. Cayley gab im wesentlichen diese all- 
gemeine Aufl5sung des Problems der Beriihrungen (J. reine angew. 
Math. 39 (1850), S. 4/13 [1848] oder Coll. math, papers Bd. 1, Cam- 
bridge 1889, S. 522/31). 

99) Nr. 361, 3, S. 255. Diese Gleichung erhielt zuerst J. Casey 
4urchBetrachtungender spharischen Geometric (Proc.R. Irish Acad,, 1866). 

100) Nr. 361, 4,-S. 256. Fur diese Ausdehnung des JPewer&acRschen 
Satzes siehe 6r, Salmon, Quart. J. pure appl. math. 6 (1864), S. 67/73 



101) Nr. 362, S. 257. Vgl. die Abhandlung von S. Arorihold ^ 
.eine fandamentale Begrundung der Invariantentheorie", J. reine angew. 
Math. 62 (1863), besonders S. 317/20 und 328/9. 

102) Nr. 362, S. 260. Ftir die Transformation auf die Hauptachgen 
studiere man die Abhandluug von C. G, J. Jacobi, J. reine angew. Math. 
12 (1834), S. 50ff. [1833] oder Ges. Werke, hrsgg. von K Weierstrass, 
Bd, 3, Berlin 1884, S. 247 ff. und 0. Hesse, Vorlesungen uber analytische 
<Geometrie des Raumes, Leipzig 1861, S. 237 ff.; 3. Aun., hrsgg. von 

Salmon-Piedler: *nal. Goom. d. Ke^elschn. H. 7. A.nfl. 28 
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8. Gundelfinger, Leipzig 1876, S. 283 ft., ferner K. Weierstrass, Monatsber, 
d. Akad. d. Wissensch. zu Berlin, Jalirg. 1858, Berlin 1859, S. 207/1T 
oder Mafch. Werke 1, Berlin 1894, S. 232/43. 

103) Nr. 362, s u. 4, S. 261 u. 262. Die Darstellung der Transfor- 
mation der Gleichungen zweier Kegelschnitte auf das gemeinsame- 
System harmonischer Pole in B. 2 und die Gleichuugen der Schnitt- 
punkte zweier Kegelschnitte in B. 4 hat 8. Arorihold gegeben in der 
in Amn. 101 erwahnten Abhandlung; vgl. daselbst S. 328/9 und 319/20. 

104) Nr. 363, S. 266. Die Determinate , die man aus den par- 
tiellen Ableitnngen erster Ordnung von n homogenen Formen von 
n Veranderlichen bilden kann, bezeichnet man nach dem Yorgange 
von J.J.Sylvester (Philos. Trans. London, Bd. 143 (1853), S. 476 und 54$ 
oder Coll. math, papers Bd. 1, Cambridge 1904, S. 506 und 583) als 1 
Jacobische Determinate mit Bucksicht auf eine Abhandlung von u. G. 
J. Jacobi, J. reine angew. Math. 22 (1841), S. 327/8 oder Ges. Werke, 
hrsgg. von K Weierstrass, Bd. 3, Berlin 1884, S. 403 oder W. Ostwald, 
Klassiker der exakten Wissenschaften Nr. 78, Leipzig 1896, S. 15. Da- 
her der Name Jacobische Kwve. Die Bezeichnung Hessesche Kurve 
oder Hessiane ruhrt von L. Cremona r lntroduzione ad una teoria geo- 
metrica delle curve piane" in den Memorie accad. scienze 1st. Bologna- 
(1) 12 (1861), S. 411 oder Opere matern. Bd. 1, Mailand 1914, S. 438, 
deutsche Ubersetzung von M. Curtse n Einleitung in eine geometrische- 
Theorie der ebenen Kurven", Greifswald 1865, S. 212 f. 

105) Nr. 365, S. 271. Vgl. E. Beltrami, Mem. 1st. Bologna (2) a 
(1862), S. 366/82 oder Opere matem. 1, Mailand 1902, S. 49/62; Giorn. 
mat. 1 (1863), S. 110/6; vgl. ubrigens auch J.JSteiner, J. reine angew. 
Math. 30 (1846), S. 104/5; Giorn. Arcadico di scienze (Rom) 99 (1844), 
S. 157/60 oder Werke 2, Berlin 1882, S. 335/6. 

106) Nr. 365, S. 272. Vgl. zum Vorhergehenden auch 8. Gundel- 
finger, Vorlesungen aus der analytischen Geometrie der Kegelschnitte, 
hrsgg. von F.Dingeldey, Leipzig 1895, S. 195201; ferner das in 
Anm. 81 genannfce Werk von H. Grassmann, S. 370/7 und 380393. 

107) Nr. 365, S. 273. Dieses System wurde zuerst von P. Gordan 
aafgestellt und von F. Lindemann mitgeteilt in dem Buche Vorlesungen 
iiber Geometrie mit besonderer Benutzung der Vortrage von Alfred 
ClebscW, bearb. und hrsgg. von F. Lindemann, Bd. 1, Leipzig 1876, . 
S. 288/302; 2. AuflL, 2. Lieferung Leipzig 1910, S. 508/30. 

108) Nr. 366, 2, S. 277. Dies Beispiel ist von W. S. Burnside. 

109) Nr. 367, S. 278. Vgl. A. Cayley, J. math, pures appl. 9 (1844), 
S. 290/1 oder Coll. math, papers Bd. 1, Cambridge 1889, S. 187. Die 
Bezeichnung Cayleysche Kurve stammt von L. Cremona w lntroduzione ' 
ad una teoria generale delle curve piane" in den Memorie accad. scienze 
1st, Bologna (1) 12 (1861), S. 412/3 oder Opere matem. Bd. 1, Mailand 
1914, S.^439, deutsche Ubersetzung von M, Curtze n Einleitung in eine 
geometrische Theorie der ebenen Kurven", Greifswald 1865, S. 215. 
Mitunter wird auch die Bezeichnung Sermitesche K<urve gebraucht mit 
Bucksicht auf die Abhandlung von Ch. Hermite, J. reine angew. Math. 
57 (I860) S. 371 oder CEavres Bd. 2, Paris 1908, S. 100. Sind /, g, h 
die partiellen Ableitungen einer ternaren kubischen Form F, so ist die 
Cayleysche Kurve die ,Pippian von F(A. Cayley, Philos Trans. London, 
Bd. 147 Jabrg. 1857, London 1858, S. 415 [1856] oder Coll. math, papers 
Bd 2, Cambridge 1889, S. 381). Naheres findet man noch bei A* Clebsch, 
Vorlesungen uber Geometric, bearb. und hrsgg. von F. Lindemann, 
Bd. 1, Leipzig 1876, S. 619 ff., wo auch weitere Literaturangaben und 
bei G, Salmon, Analytische Geometrie der haheren ebenen Kuxven, 
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bearb. von W. Fiedler, 2. Aufl., Leipzig 1882, 5. Kapitel, besonders 
8. 195 ff. 

110) Nr. 367, S. 280. Vgl. &'. Gundelfinger , Vorlesungen ana der 
analytischen Geometrie der Kegelschnitte, hrsgg. von f. Dinaeldev, 
Leipzig 1895, S. 225. 

111) Nr. 367, 2, S. 281. W. Fiedler wurde dutch 8. Gundelfinger 
an dieses Beispiel erinnert. Vgl. das dual entsprechende Beispiel in 
dem soeben in Anm. 110 genannten Buche, S. 388. 

112) Nr. 368, i, S. 284. Die Invariante T wurde zuerst von J. J. 
Sylvester (Cambridge Dublin math. J. 8 (1853), S. 267 oder Coll. math. 
papers, Bd. 1, Cambridge 1904, S. 420) gegeben, die Beziehung zwischen 
T und den Invarianten m , e iss , 18S usw. von W. S. Burnside, 
Quart. J. pure appl. math. 10 (1870), S. 244 [1869]; von diesem stam- 
men auch mehrere andere in Nr. 368 enthaltene Ergebnisse (Quart. J. 10, 
S. 239 ff.). Der mit Q bezeichneten Determinante auf Seite 20 der 
Abhandlung von Bwrnside ist ubrigens ein Minuszeichen vorzusetzen. 
Zum System von drei ternaren quadratischen Formen sehe man auch 
8. Gundelfingers an Ch, Hermite ankntipfende, algebraisch weiterfuhrende 
Untersuchungen in J. reine angew. Math. 80 (1875), S. 73/82 [1874], 
ferner C. Ciatnberlini, Giorn. mat. (1) 24 (1886), S. 141/57. 

113) Nr. 369, S. 285. Vgl. W. S. Burnside a. a. 6., S. 241. 

114) Nr. 369, S. 285. EbendaS.243. Andere Darstellungen gaben 
mit Hilfe der Symbolik der ternaren quadratischen Formen J". Eosanes, 
Math. Ann. 6 (1873), S. 280/1 [1872], fernei C. Ciamberlini, Giorn. 
mat. 1 (24) (1886), S. 154/7, sowie K. Hdhn f Berichte der kgl. sachs. 
Gesellsch. d. Wissensch. zu Leipzig, math, T phys. Klasse, Bd. 67 (1915), 
S. 101/5. Die Darstellung von JT. Eoscmes findet man auch in dem 
Werke A. Clebsch, Vorlesungen iiber Geometrie, bearb. und hrsgg. von 
F. Lindemann, Bd. 1, Leipzig 1876, S. 521/4. 

115) Nr. 871, 2, S. 290 und Nr. 372, 2, S. 292. Diese Beispiele 
stammen von W. S. Bwnside. 

116) Nr. 371, 3, S. 290, Fur leliebige projektive Eoorditiaten findet 
man die entsprechende Formel mit ihrer Ableitung bei S. G-undelfinger, 
Vorlesungen aus der analytischen Geometrie der Kegelschnitte, hrsgg. 
von F. Dingeldey, Leipzig 1895, S. 271/2. 

117) Nr. 373, S. 293. Vgl. P. J. Hensley, Quart. Journ. 5 (1862), 
S. 177183 [1861] und A. Cayley, ebenda S. 275280 oder Collected 
math, papers, Bd. 4, Cambridge 1891, S. 505509. Die Entwicklung 
des Textes gab Gr. Salmon > Quart. Journ. 5 (1862), S. 307 ff. ftber die 
Behandlung des Problems der Brennpunkte mit Hilfe der Algebra 
bin&rer Formen durch Einfuhrung einer komplexen VerSjiderlichen 
B = x + iy vero*ffentlichte F. H. Siebeck eine interessante Abhandlung 
J. reine angew. Math. 64 (1866), S. 175182 '[1864]. Hier findet man 
z. B. (S. 177) den Satz: Sind die beiden Brennpunkijaare z-weier Kegel- 
schnitte vier harmonische Punkte eines Kreises, so liegen die acht Be- 
ruhrungspunkte der vier gemeinsamen Tangenten beider Kegelschnitte 
auf einem Kreis. Und fiar eine Kegelschnittschar gibt es ein festes 
Punktepaar, das mit den Brennpunkten jeder Kurve der Schar vier 
harmonische Punkte auf einem Kreis bildet. 

Die Anwendung der in den Beispielen von Nr, 373 enthaltenen 
allgemeinen Ergebnisse auf die einem Dreieck um- und eingeschriebe- 
nen Kegelschnitte (Nr. 302/4) und auf die Kegelschnitte mit demselben 
Tripel harmonischer Pole (Nr. 299) liefert zahlreiche interessante Satze. 
Vgl. /. Sterner, J. reine angew. Math. 56 (1858), S. 362f, oder Ges. 
Werke, hrsgg. von K. Weierstrass, Bd. 2, Berlin 1882, S. 669 f. und dia 

28* 
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sich darauf beziehende Dissertation von K. Dorholt, ftber einem Dreieck 
urn- xind eingeschriebene Kegelschnitte, Miinsfcer 1884. 

118) Nr. 374, S. 297. Der Inhalt der Nummern 375377 und 
380382 ist im wesentlichen eine freie ttbertragung mehrerer Absafcse 
der wichtigen Abhandlung von A. Cayley ,,A sixth memoir upon quan- 
tics", Philos. Trans. Roy Soc London, Bd. 149, Jahrg. 1859, London 
1860, S. 6190 [1858] oder Coll. math, papers, Bd. 2, Cambridge 1889, 
S. 561692, und zwar entsprechen den Nummern 375, 376, 377 des 
vorliegenden Baches bei Cayley die Abs'atze 165/6; 209/10; 211/13, den 
Nummern 380, 381, 382 die Abs'atze 205/8; 214/5; 216/8. Der Inhalt 
der Nummern 378/9 und 383385 ist der Arbeit von F. Klein w tJber 
die sogenannte Nicht-Euklidische Geometric" (Math. Ann. 4 (1871), 
g. 573625) entnommen und zwar entsprechen den Nummern 378 und 
379 des vorliegenden Buches die Paragraphen 3/4 bez. 7, den Nummern 
383, 384, 385 die Paragraphen 9, 11/12, 13 der Abhandiung von Klein. 
Auch ein Teil von Nummer 382 ist 4 dieser Abhandlung entnommen. 
In freier deutscher ftbertragung erschien die CayleyschQ Theorie schon 
in der zweiten Auflage von W. Fiedlers Bearbeitung der Salmonschen 
Conic sections" im Jahre 1866; vgl. auch W. Fiedler w Die Elemente 
der neueren Geometric und der Algebra der bin'aren Formen", Leipzig 
1862, S. 217235. 

F. Klein hat in der vorhin erwahnten Abhandlung gezeigt, wie 
die Euklidische Metrik als Sonderfall .der Cayleyschen Mafibestimmung 
gewonnen werden kann. AuBerdem hat er daselbst die auf die Par- 
allelentheorie sich beziehenden Ergebnisse der Arbeiten von C. F. Gauss, 
N. L LobatschefsJcij , W. und J. Bolyai sowie anschliefiende Betrach- 
tiuigen von B. Eiemann und H. Helmholtz in neuer Weise dargelegt 
und die Beziehung der Cayleysdaen MaBbestimmung zu den verschie- 
denen Mafigeometrien entwickelt, die sich den eben erwahnten Par- 
allelentheorien anreihen. 

Was Gauss betrifffc, so sind mehrere Briefe zu erwahnen, beson- 
ders solche an W. Bolyai, Chr. L. Getting, W. Olbers, F. W. Bessel, 
JBT. G. Schumacher, ferner mehrere Notizblatter ; naheres iBndet man in 
C. F. Gauss 9 Werke, Bd. 8, Leipzig 1900, S. 157268. Wie Gauss in 
einem Bliefe an Schumacher vom 28. November 1846 bemerkt, geht 
seine Beschaftigung mit einer Geometrie, die stattfinden miifite, wenn 
die Euklidische nicht die wahxe ware, auf dae Jahr 1792 zurucjz (Brief- 
wechsel zwischen C. F. Gauss und H. C. Schumacher, hrsgg. von C. A, 
F. Peters, Bd. 5, Altona 1863, S. 247); Gauss wax damals erst 15 Jahre 
alt. Vgl. ferner P. StdcM und F. Engel W 0ie Theorie der Parallel- 
linien von Euklid bis auf Gauss", Leipzig 1896, S. 209236. Auch in 
der Festrede von M. Schering n Carl Friedrich Gauss 7 Geburtstag nach 
hundertjahriger Wiederkehr" (Abhandlungen der kgl, Gesellschaft der 
Wissenschaften zu GQttingen, math.-phys. KL, Bd. 22 (1877), oder Ges. 
math. Werke von JE7. Schering, hrsgg. von JR. Haussner und K. Schering f 
2. Bd., Berlin 1909, S. 176213) wird der wertvolle Inhalt von Briefen 
an W. Bolyai und an- F. W. Bessel mitgeteilt. Wir erwahnen ferner 
den sehr interessanten, von F. Schmidt und P. Stackel herausgegebenen 
Briefwechsel zwischen Gauss und Wolfgang Bolyai, Leipzig 1899. Einen 
ausfiihrlichen Bericht fiber die Untersuchungen von Gauss im Gebiete 
der nicht-Euklidischen Geometrie gibt P. StdcJcel in seiner Abhandlung 
C. F. Gauss als Geometer", Nachr. von der kgl. Ges. d. Wissensch. zn 
G5ttingen, Beihcft zum Jahrg. 1917, S. 3866. 

Die hier in Betracht kommenden Abhandlungen von N. L Lv- 
batschefskij sind: w "CT)er die Anfangsgriinde der Geometrie", zuerst in 
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russiscber Sprache im Kasaner Bote 18291880 erschienen und 
Anfangsgrunde der Geometrie mit einer vollstSndigen Theorie der Par- 
allellinien", ebenfalls russisch in den Kasaner Gelehrten Schriften 
1835 1837. Diese beiden Arbeiten wurden von F. Engel ins Deutsche 
iibersetzt und unter dem Titel n N. I. Lobatschefskij. Zwei geometrische 
Abbandlungen", l, Teil, Leipzig 1898 herausgegeben. Der 1899 er- 
schienene, ebenfalls von Engel verfafite zweite Teil des Werkes ent- 
halt zahlreicbe Anmerkungen und einen ausfuhrlichen Bericht uber 
Lobatschefskij s Leben ured Schriften. Wir nennen ferner w lmaginare 
Geometrie" und ,,Anwendung der imaginaren Geometrie auf einige 
Integrate". Diese beiden Abhandlungen erschienen zuerst in den Ea- 
saner Gelehrten Schriffcen 1835 bez. 1886 in russischer Sprache. Sie 
wurden von H. Liebmann ins Deutsche 'ubertragen jind mit zahlreichen 
Anmerkungen versehen ^ad bilden Heft 19 der ^Abhandlungen zur 
Geschichte der mathematischenWissenschaften" (begrundet vonM.Cantor), 
Leipzig 1904. Wir nennen endlich noch den Aufsatz ,,Ge'om6trie ima- 
ginaire", J. reine angew. Math. 17 (1837), S. 295320, ferner ^Geome- 
trische Unter suchungen zur Theorie der Parallellinien", Berlin 1840 
(ein Facsimiledruck erschien 1887) und n Pangeometrie", zuerst in russi- 
scher Sprache in Hasan 1856 erschienen. Eine deutsche, von H. Lieb- 
mann veranstaltete "frbersetzung der Pangeometrie bildet Heft 130 von 
Ostwalds Kffiss. der exakten Wissensch., Leipzig 1902. Alle diese 
Schriften finden sich auch in der vollstandigen Sammlung der geome- 
trischen Arbeiten Lobatschefskij s , von denen der erste Teil 1883, der 
zweite Teil 1886 in Kasan erschienen ist. Ygl. ferner J. Frischauf 
^Elemente der absoluten Geometrie", Leipzig 1876, ein Buch, das 
ubrigens einige Unrichtigkeiten enthalt. 

Bei Wolfgang Botyai (Vater) und Johann Bolyai (Sohn) erw^hnen 
wir das Werk des Vaters W. Bolyai de Bplya n Tentamen iuventutem 
studiosam in elementa matheseos purae , * elementaris ac sublimioris, 
methodo intuitiva, evidentiaque huic propria, introducendi", Bd. 2 
w Elementa geometriae et appendices". A Is Anhang enthielt dieser Band 
eine Abhandlung des Sohnes J. Bolyai ^Appendix scientiam spatii ab- 
solute veram exhibens". Das Werk erschien im Jahre 1838 in Maros- 
V&sarhely. Eine neue, von J. EurscMk, M. Rtthy, B. Toto'ssy de Ze- 
pethneJc veranstaltete Ausgabe des Tentamen erschien in Budapest 
(Bd. 1 im Jahre 1897, Bd. 2 im Jahre 1904), eine solche des Appendix 
1903 ebenda, beide als Festschrift zur Jahrhundertfeier (1902) des Ge- 
burtstages von J. Bolyai. In deutscher Sprache yerflffentlichte P. Staclcel 
Uen gxo'fiten Teil dieser und anderer Schriften der beiden Bolyai so- 
wie eine sehr ausfuhrliche , mit zahlreichen Literatur-Nachweisungen 
versehene Leben sbeschreibung in dem Werke Wolfgang und Johann 
Bolyai. Geometrische Untersuchungen", 2 Teile 7 Leipzig und Berlin 
1913. Eine deutsche Bearbeitung des Appendix gab auch J. Frischauf 
in seinem Buche ^Absolute Geometrie. Nach J. Bolyai", Leipzig 1872^ 

Von B. Biemann ist dessen Schrift w Gber die Hypothesen, welche 
der Geometrie zu Grunde liegen" zu erwahnen, die er bei seiner Habi- 
litation in- GSttingen im Jahre 1854 beim Kolloquium vorlas. Nach 
dem Tode des Verfassers wurde dieser Aufsatz von R. Dedekind neu 
herausgegeben in den "Abhandlungen der Gesellschaft d. Wissensch. zu 
Gflttingen, Bd. 13 (1866/7), GSttingen 1868, S. 133 152; vgl. auch 
B. Riemanns gesammelte mathematische Werke, hrsgg. unter Mit- 
virkung von JB, Dedekind von H. Weber, 2. Aufl M Leipzig 1892, S. 272 
287. 

Yon JET. &elmholtz ist zu nennen dessen Vortrag n tfber die tat-. 
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sachliciien Gnmdlagen der Geometric", Yerhandl. des naturhistorisch- 
medizinischen Vereins zu Heidelberg, Bd. -4, S. 197206 [1866], nebst 
einem berichtigenden Zusatz Bd. 5, S. 31/2 [1868] oder Wissenschaft- 
liche Abhandlungen, Bd. 2, Leipzig 1883, S. 610617; vgl. ferner die 
Abhandlung n Cber die Tatsachen, die der Geometrie zum Grunde liegen", 
Nachr. von der kgl. Gesellsch. der Wissenseh. zu GSttingen, Jahrg. 
1868, S. 193 221, abgedruckt in dem eben erwahnten zweiten Bande 
der Wissensch. Abhandl., S. 618639. Aufierdem ist zn nennen der 
Vortrag M t3"ber den Orsprung und die Bedeutung der geometrischen 
Axiome a [1870], abgedruckt in H. von Helmholtz w vortrage und Reden", 
5. AufL, Bd. 2, Braunschweig 1903, S. 131; ein Zusatz hierzu ebenda 
S. 381383. 

Es wiirde zu weit fuhren, hier naher auf die umfangreiche Literatur 
uber nicht-euklidisehe Geometrie einzugehei? "Wir erwahnen noch die 
wichtige Abhandlung von S. Beltrami w Saggio di interpretazione della 
geometria non-euclidea", Giorn. di mat. 6 (1868), S. 284312 oder Opere 
mat. Bd. 1, Mailand 1902, S. 374405, aufierdem eine Arbeit Annali di 
mat. (2) Bd. 2 (1868/9), S. 232255 oder Opere mat. Bd. 1, S. 406439, 
sowie die von F. Klein in Math, Ann. 6 (1873), S. 112145 [1872] und 
7 (1874), S. 531 537 verSffentlichte Fortsetzung der schon fruher er- 
wahnten Abhandlung in Bd. 4 der Math. Ann.; vgl. aucl^Bd. 37 (1890), 
S. 544572. Noch sei bemerkt, dafi Beltrami auch fiber die alteste, 
das elfte (richtiger fiinfte) Axiom von Euklid betreffende Untersuchung 
berichtet hat. Diese findet sich in dem von Hierowymus Saccheri ver- 
fafiten, im Jahre 1733 in Mailand erschienenen Werke ^Buclides ab omni 
naevo vindicates, sire conatas geometricus quo stabiHuntur prima ipsa 
universae geometriae principia". Dies Werk wurde von Manganotti 
wieder aufgefunden, und BeLtrami berichtet iiber seinen Inhalt in den 
Eendiconti della r. accademia dei lincei (4) 5 (1889), S. 441 448; eine 
deutsche frbersetzung von Buch I des Werkes gaben P. Stackel und 
F. Engel in ihrem Werke n Die Theorie der Parallellinien von Buklid 
bis auf Gauss", Leipzig 1895, S. 41 136. Saccheri beweist: Ist in einem 
einzigen Dreieck der Ebene die Summe der Winkel gleich, grQfier oder 
kleiner als zwei Eechte, so gilt das entsprechende fur jedes Dreieck. 
Diese Tatsache wurde spater von J. H. Lambert wiedergefunden (Theorie 
der Parallellinien, im Leipziger Magazin for reine und angewandte 
Mathemaiak, hrsgg. von J. Bernoulli und 0. JP. Hinderiburg, 2. Stfick, 
S. 137164, 3. Stuck, S. 325358 [1786], abgedruckt auch in dem eben 
erwahnten Buche von P. Stackel u. F. Engel, S. 152208). Sie steht in 
engstem Zusammenhang mit einem Satze von A. M. Legendre, nach dem die 
Summe der Winkel eines Dreiecks niemals grfifier als zwei Rechte ist 
(M^m. acad. des sciences de 1'Institut de France, Bd. 12, Paris 1833, 
S. 369); hieraus folgt wieder nach Legendre, daB die Summe der 
Winkel eines jeden Dreiecks zwei Eechte betragt, wenn dies bei einem 
Dreieck der Fall ist. 

Als Verfasser weiterer Abhandlungen -fiber nicht-euklidische Geo- 
metrie seien genannt: E. St. Ball, E Beez, E. Beltrami, L. Bianchi, 
W. .ST. Clifford, M. Delm, F. Engel, M. Grossmann, G. Hamel, F. Haus- 
dorff, G. Hesseriberg, D. Hilbert, J. Ejelmslev, W. Killing, F. Klein, 
H. Liebmann, E. Lipschitz, P. Mansion, S. Newcotrib, L. Schlesinger, 
F. Schur, F. K Schweikart (1807), M. Simon, P. Staclcel, E. Study, 
F. A. Taurinus (1825), J. de Tilly. 

Es seien noch einige Schrif'ten genannt, die mehr oder weniger 
ausfuhrlich im wesentlichen der Belehrung iiber das Gesamtgebiet der 
nicht-euklidischen Geometrie oder mit ihr in Beziehung stehender Teile 
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der Geometrie dienen. Einen tJberblick uber die Yersuche, das Par- 
allelenaxiom zu beweisen, gibt L. A. Sohncke in dem Artikel n Parallel tf 
in Ersch und Crruber, Allgemeine Enzyklopadie der Wissensehaffcen 
und Kunste, 3. Sektion, 11. Teil, Leipzig 1838, S. 368384. Wir nennen 
ferner die autographierten Yorlesungshefte von F. Elein fiber n Nicht- 
fJuklidische Geometrie" vom Wintersemester 1889/90 und Sommersemester 
1890, ausgearbeitet von Fr. Schilling, 2. Abdruck GSttingen 1893. Der 
-erste Teil dieser Vorlesungen enthalt (S. 62354) einen durch besondere 
Anschaulichkeit ausgezeichneten Oberblick uber den Inhalt der Schriffcen 
von Gauss, Lobatschefslcij, W. und J. Bolyai, Beltrami, Biemann, Helm- 
Jioltz, Cayley ^und uber die eigenen Arbeiten. Eine sehr ausfuhrliche 
Darstellung gibt auch F. Lindemann in seinen ^Vorlesungen uber Geo- 
jnetrie unter besonderer Benutzung der Yortrage von A. Glebsch^^ Bd. II, 
i. Teil, Leipzig 1891, S. 433637. Es seien noch genannt die Werke 
W. Killing w Die nicht-euklidiscnen Raumformen in analytischer Be- 
ig tt , Le* 



handlung", Leipzig 1885 (vgl. iibrigens die Kritik dieses Buches in den 
zuvor erwahnten autogr. Yorlesungen von F. Klein uber Nicht-Eukl, 
Geom. Bd. 1, S. 293 297) und w Einfuhrung in die Grundlagen der 
Geometrie", 2 Bande, Paderborn 1893 und 1898; S. Lie ^Theorie der 
"Transformationsgruppen", 3. Abschnitt, unter Mitwirkung von F. JSngel 
bearbeitet, Leipzig 1893, 5. Abteilung, S. 393543. Einen Bericht uber 
die Merner geh6rigen Arbeiten von Lie gibt F. Klein, Math. Ann. 50 
<1898), S 583600 [1897]. Wir nennen ferner <?. Veronese n Grundzuge 
der Geometrie von metareren Dimensioned, ubersetzt von A. Schepp, 
Leipzig 1894; D. Hilbert n Grundzuge der Geometrie", 2. Aufl., Leipzig 
1903, vgl. insbesondere Anhang III, S. 107 IF.; JET. Liebmann w Nicht- 
^uklidische Geometrie" (Samml. Schubert NT. 49), Leipzig 1905; K. Th. 
Vahlen w Abstrakte Geometrie. Untersucliungen liber die Grundlagen 
<ler euklidischen und nicht-euklidischen Geometrie", Leipzig 1905; 
JR. Bonola w Die nicht-euklidische Geometrie", deutsche Ausgabe von 
H. Liebmann, Leipzig und Berlin 1908; F. Schur Grundlagen der 
Geometrie", Leipzig und Berlin 1909, vgL inabesondere 58; E. Study 
,,Die realistische Weltansicht und die Lehre vom Eaum" (Bd. 54 der 
Sammlung n Die Wissenschaft"), Braunschweig 1914. 

Naheres findet man auch in der Enzyklopadie der math. Wissen- 
achaften mit Einschlufi ihrer Anwendungen, und zwar in den Artikeln 
von F. JEnrigues ^Prinzipien der Geometrie", Bd. 3, 1. Teil, besonders 
'S. 82 129 [1907] und von Gr. Fano n Kontinuierliche geometrische Grup- 
pen. Die Gruppentheorie afe geometrisches Einteilungsprinzip", ebenda 
besonders S. 356372 [1907]. YgL auch den Artikel von J. Mofterup 
im Eepertorium der hSheren Geometrie , hrsgg. von H. E. Timerding, 
-2. Aufl., 1. ESlfte, Leipzig und Berlin 1910, S. 505534. 

Ein von 1482 bis zum Jahre 1837 reichendes Literatur-Yerzeichnis 
uber ^Absolute Geometrie" haben P. Stdckel und F. Engel in ihrem 
'Werke w Die Theorie der Parallellinien von Euklid bis auf Gauss", 
Leipzig 1895, S. 293 313 gegeben, und das Yerzeichnis wurde for die 
Zeit von 1839 bis 1902 fortgesetzt (uber 900 Titel) von E. Bonola iii 
der von der mathematisch-natorwissenschaMichen Fakultat der Uni- 
versitat Elausenburg zur Jahrhundertfeier (1902) des Geburtstages von 
J". Bolyai herausgegebenen Festschrift ^loannis Bolyai in memoriam", 
S. 81 154. Dieses Buch enth'alt aufierdem den Facsimile-Druck und 
die lateinische Ubersetzung eines von J. Bolyai an seinen Yater ge- 
richteten Briefes, eine Abhandlung von L. Schksinger uber die Bedeu- 
inang der absoluten Geometrie fur die Funktionentheorie und eine solche 
oron P. Stactol uber den Teil der analytischen Mechanik, der sich auf 
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S. 260/1 [1860] und J. Casey ebenda S. 245/52 [1860] und Bd. 5 [1862],, 
S. S18ff.; ferner Anm. 56 des vorliegenden finches. Zum besondereii 
Stadium ist zu empfehlen A. F. Mtibius, Die Theorie der Kreisver- 
wandtschaft in rein geometrischer Darstellung, Abh. kgl. sachs. Gesellseh. 
d. Wissensch. zu Leipzig, math.-phys. KL, Bd. 2 (1855), S. 629595 
oder Ges. Werke, Bd. 2, hrsgg. von F.Klein, Leipzig 1886, S. 243 314. 

127) Nr. 406, S. 360. Dies bemerkte zuerst W. Fiedler in seinem 
Aufsatze w Die birationalen Transfonnationen in der Geometric der Lage\ 
Vierteljahrssciirift naturforsch. Ges. Zurich, 21 (1876). 

128) Nr. 407, s, S 364. Vgl. J. Steiner, Systematische Entwicke- 
lung der Abhangigkeit geometrischer Gestalten von einander, Berlin 
1832, S. 305 f., Aufg. 39 oder Ges. Werke, hrsgg. von K Weierstrass^ 
Bd. 1, Berlin 1881, S. 446 oder Ostwalds Klass. Nr. 83, hrsgg. von 
A. J". von Oettingen, Leipzig 1896, S. 136. 

129) Nr. 408, S. 365. Das Entsprechen von Punkten in bezug auf 
das Buschel von Kegelschnitten entwickelte J. Steiner in dem eben an- 
gefuhrten Buche, S. 266 ff. oder Ges. Werke 1, S. 417 ff. und L. J. Magnus, 
J. reine angew. Math. 8 (1832), S. 5163, sowie w Sammlung von Auf- 
gaben und Lehrs^tzen aus der analytischen Geometrie tt , Berlin 1833, 
60 (S. 229 ff.) und 63 (S. 288 ff.); fur Beispiele vgl. G. Bauer, J. reine 
angew. Math. 69 (1868), S. 293 318 [1867]. Zur Theorie der quadra- 
tischen Transformation vgl. auch A. ulebsch, Vorlesungen' uber Geome- 
tric, bearb. von F. Ldndemann, Leipzig 1876, Bd. 1, S. 475/7 ; K. Doehle- 
inann, Geometrische Transformationen (Sammlung Schubert Nr. 28),, 
Leipzig 1908, S. 4ff.; H. Grassmann, Projektive Geometrie der Ebene^ 
Bd. 2, TernSxes, 1. Teil, Leipzig und Berlin 1913, S. 378380. 

130) Nr. 409, S. 368. Die Methode des Entsprechens von Geraden 
in bezug auf ein Vierseit begrundete *7". Steiner Systematische Ent- 
wickelung", S. 277 ff. oder Ges. Werke, Bd. 1, S. 424 ff. 

131) Nr. 409, i. 2. 3, S. 369. Die Analogic der Konstruktion der 
gemeinsamen Elemente zweier Polarsysteme mit der Aufl(5sung der 
Gleichungen vierten Grades ist offenbar. JET. E. Timerding (Nachr. kgl. 
Ges. d. Wissensch. zu GcJttingen, math.-phys. KL, Jahrg. 1900, S. 103/8) 
hat einen von G. Darloux (J. math, pures appl. (2) 18 (1873), S. 220235) 
gegebenen Ansatz in dieser Richtung durchgefohrt, so daB sich die 
AuflOsung den Anwendungen der harmonischen Kegelschnitte anschliefitp- 
vgl. auch Anm. 93 in vorliegendem Buche sowie eine Arbeit yon TT. S. 
Burnside, Quart. J. pure appl. math. 10 (1870), S. 211/8 [1869]. K Lauer- 
mann (Sitzgsb. Akad. Wien, 98, Abt. 11% Jahrg. 1889, Wien 1890, S. 31 
326 [1889]) und F. Mertens (ebenda S. 431445 [1889]) haben, ver~ 
anlafit durch Abhandlungen von C. Pelz uber das Normalen problem der 
Kegelschnitte (Sitzgsb. Akad. Wien, 85, Abt. II (1882), S. 169/71 und 95, 
Abt. II (1887), S. 482 491), die Frage nach den Punkten der Ebenfr 
analytisch behandelt, fur die die Bestimmung der vier an einen Kegel- 
schnitt zu ziehenden Normalen auf quadratische, mit Zirkel und Lineal 
zu iSsende Aufgaben zuruckfuhrbar ist. Sie fugen den von Pete ange- 
gebenen Geraden zwei Kreise (fur die Ellipse) hinzu. Ygl. auch P. jEL 
Schoute, Sitzgsb. Akad. Wien, 98, Abt. II*, Jahrg. 1889, Wien 1890,. 
S. 15191526. 

Die Anwendung auf das Problem der Normalen in B. 7 verdankte 
W. Fiedler einer Mitteilung von L. Cremona. 

132) Nr. 410, S. 372. Fur die geometrische Entwickelung der Me- 
thode der Projection vergleiche man W. Fiedler, Die darstellende Geo- 
metrie in organischer Verbindung mit der Geometrie der Lage, 3. AufL t _ 
1. Teil, Leipzig 1883, 2. Teil 1885, 3. Teil 1888; 4. Aufl., 1. Teil, Leipzig, 
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1904. Fur die An wen dung auf die Theorie der Kegelschnitte kommen 
besonders Nr. 2436 in Teil 1 in Betracht. Die involutorsiche Kolli- 
neation oder die Zentralkollineation mit A = 1 findet man in Nr. 20 
(3. Aufl., S. 81 ff., 4. Aufl., S. 94ff.), ihre Anwendung auf die Theorie der 
Kegelschnitte in Nr. 30 ff. (3. Aufl., S. 148 ff., 4. Aufl., S. 169 ff.). 

133) Nr. 411, S. 373. Vgl. das soeben angefiihrte Werk von 
W. Fiedler, Teil 1, Nr. 22 f und g (3. Aufl., S. 99100, 4. Aufl., S. 116/7), 
sowie den ftberbliek A, der diese Sonderfalle auf die Reziprozitat iiber- 
tragt (3. Aufl., S. 116, 4. Aufl., S. 133 f.). 

134) Nr. 413, S. 379. Die Verwendung der Projektion als Methode 
2ur Entdeckung von Satzen verdankt man J. V. Poiwelet, Traite des 
proprie*te*s projectives des figures, 1. Ausg., Paris 1822; 2. Ausg., Bd. 1, 
Paris 1865. Man kann dies Werk als grundlegend fiir die neuere Geo- 
metrie (in einem weiteren als dem iiblichen Sinne des Wortes) be- 
zeichnen. Fur die Tiefe der geometrischen Einsichten von Poncelet 
ist die Fassung aufklarend, die er der Losung der Aufgabe gibt: Zwei 
Kegelschnitte derselben Ebene sollen zugleich in Kreise projiziert wer- 
den, welches ist der Ort der Projektionszentra und welches ist die Lage 
der zugeho'rigen Projektionsebenen? (Siehe im Text S. 387 f.) Die Ant- 
wort von Poncelet lautet: Die gesuchten Projektionszentra liegen in 
ebensoviel Kreisperipherien als die gegebenen Kegelschnitte ideale ge- 
meinsame Sehnen haben; diese Kreise werden je aus dem Mittelpunkt der . 
idealen Sehne mit der Halfte derselben als Radius in der Nonnalebene 
au ihr beschrieben; die zugehorige Projektipnsebene ist parallel der 
Verbindungsebene des Projektionszentrums mit der zugeho'rigen idealen 
Sehne (Traite des proprie'tls projectives des figures 1. Ausg., Paris 1822, 
Nr. 121, S. 60 f., 2. Ausg., S. 59; die Aufgabe ist in Ann. math, pures 
appL 7 (1816/7), S. 128 gesteUt worden). 

Die gemeinsamen idealen Sehnen sind (an Zahl hSchstens zwei) 
Yerbindungslinien konjugiert imaginarer Schnittpunkte oder G-eraden 
mit einerlei elliptischen Polinvolutionen. Der Mittelpunkt ist der Mittel- 
punkt der Involution, der Radius der Abstand ihres symmetrischen 
Paares von ihm. 

Im Hinblick auf die rechnerischen Bemiahungen zur LOsung be- 
merkt Poncelet, dafi die offenbar gewordenen Schwierigkeiten in dem 
Umstande ihren Grund finden, daB der fragliche Ort durch eine Glei- 
chung 12. Grades ausgedriickt wird, die in sechs Faktoren 2. Grades 
aerfaUt. 

135) Nr. 414, 4, S. 383. Vgl. das in Anm. 132 angefuhrte Werk 
von W. Fiedler, besonders Nr. 20, B. 14 und 16 (3. Aufl., S. 8688, 

4. Aufl., B. 1417, S. 100104). 

136) Nr. 415, S. 384. Die Einfuhrung gleichbenannter Bruche fur 
Cartesisch-Pluckersche Koordinaten zur tTberfuhrung der Gleichungen 
zwischen ihnen in hompgene Form wie bei L. 0. Hesse (z. B. vor- 
lesungen aus d^r analytischen Geometrie der geraden Linie, des Punktes 
und des Kreises in der Ebene, 1. Aufl., Leipzig 1866, S. 98,. 4. Aufl., 
hrsgg. von S. Grundelfinger, Leipzig 1906, S. 140) ist also ftbergang 
zur Untersuchung einer Projektion der ursprunglichen Figur an ihrer 
Stelle, sobald dieser Nenner als Yeranderliche behandelt wird. 

137) Nr. 416, S. 387. Vgl. das in Anm. 132 angefahrte Werk von 
W. Fiedler, Nr. 11 (3. Aufl., S. 37 ff., 4. Aufl., S. 43 ff.) und besonders 
Nr. 14f. (3. Aufl., S. 47 ff, 4. Aufl., S. 56 ff.) und wieder Nr. 18, 10 (3. Aufl., 

5. 74, 4. Aufl., S. 87).^ Man sieht, daB in vereinigten projektiven Ge- 
bilden erster Stufe die Symmetrischen der Doppelelemente in bezug 
Auf die Gegen- oder Grenzelemente sich entsprechen. Fiir entsprechende 
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EigSnschaften der Strahlen- und Ebenenbiindel vergleiche man Teil 3 
des genannten Werkes, Nr. 71 (S. 481 ff. der 3. Auflage). 

138) Nr. 418, S. 392. In der Geometrie der Alten betrachtete man 
urspr&nglieh die Kegelschnitte ntir am geraden Kreiskegel und nnr 
unter der Voraussetzung, daB die Schnittebene zu einer Seitenlinie des 
Kegels (der einen Seite des Achsendreiecks) rechtwinklig sei, d. h. dafi 
M jfr rechtwinklig zu OB sei. Eiernach wurden die Kegelschnitte ein- 
geteilt in Schnitte des spitzwinkligen, rechtwinkligen oder stumpf- 
winkligen Kegels (Ellipse, Parabel, Hyperbel). Apollonius zeigte (um 
225 v. Chr.), daB alle drei Kurven aus dem namlichen schiefen oder 
geraden Kegel geschnitten werden ko*nnen und legte ihnen aus dem 
m Nr. 192 (Teil 1, S. 370) angegebenen Grunde die Namen Ellipse, 
Parabel, Hyperbel bei. Vgl. auch Anm. 59 in Teil 1, S. 450, sowie 
F. Schwr, Lehrbach der analytischen Geometrie, Leipzig 1898, S. 1 5. 

139) Nr. 422, S. 395. Der Hauptsatz stammt von G. P. fiandelin, 
Nouv. Me*m. Acad. Bruxelles 2 (1822), S. 172. Man findet die Entwick- 
lung bei J. Steiner, Vorlesungen iiber synthetische Geometrie, 1. Teil, 
Die Theorie der Kegelschnitte in elementarer Darstellung, bearb. von 
0. F. Geiser, 3. Aufl., Leipzig 1887, 24, S. 174. Vgl. auch 0. SchW- 
milch, Grundzuge einer wissenschafblichen Darstellung der Geometrie 
des Mafies, 2. Teil, Geometrie des Raumes, Eisenach 1854, S. 110, 118/9, 
121 und 131; W. Fiedler t Die darstellende Geometrie in organiscner 
Terbindung mit der Geometrie der Lage, 3. Aufl., 2. Teil, Leipzig 1885, 
9, S. 59 ; M . Chasles, Apercu historique sur Torigine et le de"veloppe- 
ment des me*thodes en geometrie, 2. Aufl., Paris 1875, S. 286/7, die 
erste Auflage aus dem Franzdsischen ubertragen von L. A. Sohncke 
unter dem Titel: Geschichte der Geometrie, hauptsachlich mit bezug 
auf die neueren Methoden, Halle 1839, S. 289. 

140) Nr. 422, FuBnote S. 397. Vgl. Mulcahy Principles of modern 
geometry", 2. Aufl., Dublin 1862. 

141) Nr. 423 , S. 398. Das Prinzip der Kontinuitat steUte f. V. 
Hfpncelet in seinem in Anm. 134 genannten Hauptwerk auf (1. Ausg., 
S. Xnf., 6770, 225/6, 414/6; 2. Ausg. bez. S. XIV, 65/8, 218/9, 405/8). 
Vgl. auch das in Anm. 139 genannte geschichtliehe Werk von M. Chastes, 
S. 199 200 in der franzBsischen, S. 195/6 in der von L. A. Sohncke ver- 
anstalteten deutschen Ausgabe; ferner E. K6tter, Die Entwickelung 
der synthetischen Geometrie von Monge bis auf Staudt (1847), Jahresber. 
-deutsch. Math.-Ver. 5, Leipzig 1901, S. 121/2 und A. ScMnfltes, Projek- 
tive Geometrie, in der Enzyklopadie der mathematischen Wissenschaften 
init EinschluB ihrer Anwendungen, Bd. IE, 1. Teil, S. 395/7 [1909]. 

142) Nr. 425, 8, S. 403. Vgl. J. Steiner, J. reine angew. Math. 45 
(1853), S. 219 [1852] oder Ges. Werke, hrsgg. von K. Weierstrass, Bd. 2, 
Berlin 1882, S. 477/8. 

143) Nr. 428, i, S. 411. Dieser Beweis der Formel von J. Mac 
Cullagh (Dublin Exam. Papers 1836, S. 22) stammt von Ch. Graves. 

144) Nr. 429, S. 412. Vgl. das in Anm. 132 erwahnte Werk von 
W. Fiedler, 3. Aufl., 1. Teil, Nr. 10, S. 31 oder 4. Aufl., 1. Teil, S. 36, 
fur das Orthogonalsystem dasselbe Werk, 3. Teil, 3. Aufl., Nr. 74, 
S. 511f. 

145) Nr. 429, S. 412. Der Ausdruck Orthogonalsystem findet sich 
auch bei P. H. Zech, Die hShere Geometrie in ihrer Anwendung auf 
Kegelschnitte und Flachen zweiter Ordnung. 1857. 

146) Nr. 430, S. 414. Vgl, J.. F. MdUus, Berichte der kgL sachs. 
Oesellsch. d. Wissensch. zu Leipzig, math.-phys. KL, Bd. 10 (1858), S. Iff. 
oder Ges. Werke, Bd. 2, hrsgg. von F. Klein, Leipzig 1886, S. 329 ff.; 
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A. Cayley> Annali di mat. (2) 1 (1867), S, 132/4 oder als Annex II der 
Abhandlung 0n polyzomal curves", Trans. Roy. Soc. Edinburgh 25* 
Jahrg. 1868 fl867] oder Coll. math, papers, Bd. 6, Cambridge 1893 V 
S. 568570; Bd. 7, Cambridge 1894, S. 115. 

147) Nr. 430 B., S. 416. Fur die Ausdehnung auf^die Konstruktioa 
der Kreise, die drei gegebene Kreise unter vorgeschriebenen Winkeln 
schneiden, vgl. J. Steiner, J. reine angew. Math. 1 (1826), S. 162 oder 
Ges. Werke, hrsgg. von K. Weierstrass, Bd. 1, Berlin 1881, S. 20f. oder 
Ostwalds Klass. Nr. 123, hrsgg. von B. Sturm, Leipzig 1901, S. 5; ferner 
G. Darboux, Ann. e*cole normale sup. (2) 1 (1872), S* 323392, beson- 
ders S. 377 f. 

148) Nr. 431, S. 416. Die Entwickelung der n Zyklographie als 
einer Methode der Untersuchung der Kreis- und Kugelsysteme kniipffce- 
W. Fiedler^ an die Benutzung des Distanzkreises zur Festlegung des 
Centrums in der Zentralprojektion. Vgl. W. Fiedler w Die Zentralpro- 
jektion als geometrische Wissenschaffc", Progr. Chemnitz 1860, Derselbe 
Yerfasser hat den Gegenstand elementar dargestellt in seinem Werke 
.Zyklographie oder Konstruktion der Aufgaben fiber Kreise und Kugeln**^ 
Leipzig 1882. In Nr. 178181 (S. 252263) ist daselbst das im Text 
wiederholt behandelte System des Feuerbachschen Kreises im Dreieck 
zyklographisch erlautert und vervollstandigt ; namlich durch das Qua- 
drupel von Kreisen, das die Beriihrungskreise im Dreieck unter gleichen. 
endlichen Winkeln schneidet und die vier Tripel Apollonischer Kreise r 
die zu jenen aufier dem Feuerbachschen und den Dreiecks-Seiten noch 
gehSren. 

Weitere Anwendungeii enth'alt das in Anm. 132 genannte Werk 
tiber darstellende Geometrie von W. Fiedler, besonders der zweite TeiL 
Es seien noch einige Anwendungen aus dem Gebiete der Kegelschnitt- 
systeme angefuhrt, die die neueste Literatur bietet. Die Untersuchung: 
der Aufl6sung der biquadratischen Gleichungen von U. JE?. Timerding, 
die schon in Anm. 131 erw'ahnt ist, lauft aus in das Studium eines 
dreifach unendlichen linearen Kegelschnittsystems und wird durch die 
eindeutige Zuordnung seiner Kegelschnitte zu den Punkten des Eaunfts^ 
anschaulich gefuhrt; eine Flache dritter Ordnung VaBt die Beziehungen 
der Kegelschnitte des Systems unter sich und zu den samtlichen Kegel- 
schnitten der Ebene erkennen. 

P. JET, Schoute hat (Amsterdam, koninklijke Akad. van Weten- 
schappen, Yerslagen van de Vergaderingen, Bd. 7 (1899)) direkt zyklo- 
graphisch die Kreise von F. Joachimsthal (J. reine angew. Math. 26 
(1843), S.172ff.) aus der Normalentheorie des Kegelschnittes untersucht: 
Die FuBpunkte J., J9, (7, 2) der vier Normalen aus einem Punkte J* 
liegen so, dafl der Kreis durch drei von ihnen, z. B. B, C, -D, auch 
durch den diametral entgegengesetzten A' des vierten geht. Mit der 
Bemerkung namlich, dafi ^dieser Kreis die Tangente des Kegelschnittes 
in A' noch im Fufipunkt ihrer Normale vom Mittelpunkt aus trifft, er- 
kennt man sofort, da6 die Kreise fur alle Normalentripel aus Punkten 
der Normale in A ein Biischel mit reellen Grundpunkten bilden, das 
zyklographische Bild einer gleichseitigen Hyperbel mit ihiaen als Scheitel 
und in der Normalebene zur Kegelschnittebene. Diese Hyperbeln er- 
fullen eine zur Kegelschnittebene orthogonalsymmetrische Flache achter 
Ordnung, deren Untersuchung zu einfachen Ergebnissen uber jenea 
Kreissystem fiihrt. 

Am gleichen Orte wie P. J3". Schoute hat J. de Vries das System 
der Hauptkreise ffir die Kegelschnitte eines Biischels und eines Netzea, 
fur Schar und Gewebe mit denselben Mitteln tinterBucht. 
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149) Nr. 431, S. 417. Dies Mitfcel ftthrfc auch in den Fallen zuru 
Ziel, wo die rein planimetrische Methode nicht direkt anwendbar bleibt f 
wie bei Kreisen mit einerlei Zentrale, Das wesentliche Fortbesteheii 
derselben Konstruktion ftir die Kreise, die drei gegebene iinter vorge- 
schriebenen Winkeln schneiden, hat W. Fiedler in seinem in Anm. 148 
srwahnten Werke iiber Zyklographie, Nr. 126131 (S. 169177), gezeigt. 



Naehtrag 

zu dem im Jahre 1915 erschienenen era ten Teile dee vorliegenden 

Baches. 

Bei S. 443, Anm. 2 m5ge als weitete Literatur anr graphischen 
Darstellung von Fnnktionen und zum Koordinatenbegriff noch genannt 
werden : H. Wieleitner n t!ber den Funktionsbegriff tmd die graphische 
Darstellung bei Oresme", Bibl. math. (3) 14 (1913/14), S. 193243; die 
Festschrift der Technischen Hochschule zul Karlsruhe, herausgegeben 



von A. Krazer n Zur Geschichte der graphischen Darstellung von f unk- 
tionen u , Karlsruhe 1915 oder Jahresber. Deutsch. Math.-Ver. 24 (1915), 
S. 340363; H. Wieleitner n Zur Erfindung der analytischen Geometrie tf > 
Zeitschr. math, naturw. Unterr., 47. Jahrg. (1916), S. 414426 und eine 
Abhandlung desselben Verfassers uber Nikolas Qre&m in der Zeitschrifb 
^Nator und Kultur", 14. Jahrg. (1917), S. 529536. 

Naclitrag 

zum vorliegenden zweiten Teile. 

Zur FuBnote von S. 196: Die Summe der sechs Doppelverhaltnisse 
ist auch deshalb gleich 3, weil sich die sechs Werte so gruppieren 
lassen, daB die Summe von je zweien gleich 1 wird; es ist na milch 



Berichtigungen 
zu Teil I. 

Auf Seite 145, unterste Zeile, hat das dem Gliede +1 voraus- 
gehende Glied in der linken Spalte der Seite den Faktor , in der 
rechten Spalte den Faktor y zu erhalten. 

Seite 447, Zeile 4 von unten lies Liouville statfc Lionvttk. 



Koordinaten - Geometrie. 

a. Analytische Geometrie der Ebene und des Raumes. 

T. Brill, A., Eiaftihrung in die Theorie der algebraischen Kurven. ca. 250 ! 

gr. 8. PJX Vorbereiiong.] 

Clebsch, A., Yorlesungen fiber Geometrie. Hit besonderer Benutzung d< 

YortrageT.A.Clebschbearb.u.herausg.v.F.Lindemann. 2Bde, gr. 

I. Band : Geometrie der Ebene. I.TetL Kegelschnitte u. algebraische Forme 

2. Aufl. 1. Lfg. S. 1480. 1906. geh. n. M. 16. 2. Lieferun 

S. 48 1 768. 1910. geh n.,#9. S. (Schlufi-yLieferung. [U.d.Pi 

ILTeil. [tr.d.Pr.] 

EL Geometrie des Baumeg. I. Tell. Die Flachen erster und zweit< 

Ordnung oder KLasse und der lineare Complex. Mit vielen Fi. 

Yin, 650 S. gr.8. 1891. geh. n.*^ IS. n.Teil. [In Vorbei 

Crantz, P., analytische Geometrie der Ebene. Zum Selbstunterricht. Mit 55 Fij 

ANuG Bd. 504. V, 93 S. 8. 1915. geh. n. M 1.20, geb. n. M 1.50. 
Dette, W., analytische Geometrie der Kegelschnitte. Hit 45 Fig. VI, S32 i 

gr. 8. 1909. geb. n. M 4.40. 

Dlngeldej, F. 3 Lehrbach der analytischen Geometrie. ca. 400 S. gr. 8. gel 
[In Yorbereitung.] 

Kegelschnitte und Kegelschnittsysteme. gr. 8. geb. [In Yorb/j 

Elmer, F., Leitfaden der technisch wichtigen Kurven. Hit 98 Fig. YH 

197 8. gr. 8. 1906. gett n. ^ 4 

Fort, 0* 9 u. 0. Schlomilch, Lehrbuoh der analytisohen Geometrie. 2 Teil 

Mit Holzschnitten im Text. gr. 8. geh. n. M, 10., geb. n. ^ 11.60. 

X. Teil; Analytische Geometrie der Ebene, von 0. Fort. 7. Aufl. von ] 

He get. XYTE, 268 3. 1904. geh. n. Ji. 4., geb. n. M. 4.8 

XL Analytische Geometrie des Eaumes , v. 0. S oh 1& milch. T.Auj 

von B. Heger. Y3H, 826 S. 1918. geh. n. M. 6., geb. n. M. 6.8 

Fricte, E., analytiache Geometrie. Mit 96 Fig. YI,1S5S. 8. 1915. geb.n.^2.8 

Ganter, 0., und F* Budio, die Elements der analytischen Geometrie. Zu. 

Gebrauch an hOheren I/ehranstalten, some znm Selbststndium Hit zah 

reichen tTbungsbeispielen. In 2 Teilen. Mit vielen Fig. gr. 8. 

L Teil: Gan'ter u. Budio, die analytische Geometrie der Ebene. 8., ve 

besserte Anfl. YDCI, 191 S. 1933. geb. n. /& 3. 
EL Budio, die analytische Geometrie des Baumes. 5., verbesserl 

Auflage. X, 194 S. 1913. geb. n. ^ S. 

Graefe, Fr., Aufgaben und Lehrsatze aus der analytischen Geometrie d< 
Funktes, der geraden Linie, des Kreises und der Kegelschnitte. Ftl 
Studierende an Unirersitaten und Teohnisohen Hochschulen. IV, 186 \ 
gr. 8. 1885. geh. n. M. 2.40, geb. n. ^8.20. 

AuflOsTzngen und Beweise der Aufgaben und Lehrsatze aus der analj 

tischen Geometrie des Punktes, der geraden Linie, des Kreises und de 
Kegelschnitte. FUr Studierende an Universitaten und Technischen Hod 
sohulen. IV, 259 8. gr. 8. 1886. geh. n. ^4.80, geb. n. ^ 5.60. 

Aufgaben und Lehrsatze aus der analytisohen Geometrie des Baume 

insbesondere der Flchen zweiten Grades. Fur Studierende an Universitate 
u. Techa. Hochsch. XIY, 127 S. gr. 8. 1888. geh. n. M. 8., geb. n. M. 8.8' 

Aufldsungen und Beweise der Aufgaben und Lehrsatze aus der anah 

tischen Geometrie des Baumes, insbesondere der Flachen zweiten Grade 
Fur Studierende an Universitaten und Technischen Hochschulen. XY 
858 S. gr. 8. 1890. geh. n. M. 8., geb. n. & 9. 

Grafimann, H., projektive Geometrie der Ebene. Unter Benutzung der Punk 
rechnung dargestellt. 2 Bande 

L Band: Binares. SH, 860 S. gr. 8 1909. geh. n. M 12,, geb. n. M 13.- 
TX Ternares. Erster Teil. XH, 410 S. gr.8. 1918. geh. n. o& 18.- 

geb. n. M. 19. 

Hefftor, L. 5 u. C. Koehler, Lehrbuoh der analytischen Geometrie. 2 Band' 
LBand: Geoinetrie in den Grundgebilden erster Stufe und in der Eben< 
Mit 136 Textfiguren. XYI, 626 S. gr. 8. 1905. geb. n. M. 14. [EL Ban 
in Yorbereitung.] 

fleste, 0., Yorlesungen aus der analytisohen Geometrie der geraden Lini 

dea Punktes und des Kreises in der Ebene, 4. Auflage, revidiert un 

erganzt von S. Gun del finger. YIDL. 251 S. gr.8. 1906. geb. n. M. 6.- 
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Hoehheim, A., Aufgaben aus der analytischen Geometrie der Ebene. 3 Hefte, 
in je 2 Teilen. gr. S. 

Heft L Die gerade Linie, det Punkt, der Kreis. 4 , vermehrte Auflage, 
bearbeitet von 0. Jahn und Fr. Hochheim. 1911. 

A. Aufgaben. VI, 104 8. geb. n. M. 2.40. 

B. Auflosungen. H, 136 S. geb. n. ^ 2.60. 

IL Die Kegelsehnitte. Abteilung L 3., vermehrte Auflage, bearbeitet 
von O. Jahn und Fr. Hochheim. 

A. Aufgaben. IV, 90 S. 1906. geb. n. M 1.80. 

B. Auflosungen. Mit Fig. 106 S, 1908. geb. n. & 2.20 
ECL Die Kegelschnitte. Abt. H. 2. Aufl. 1911. 

A. Aufgaben. 69 S. geb. n JL 1.80. 

B. AufUisungen. 100 S. geb. n. <K 2.40. 



Klein 



in, F., autographierte Vorlesungshefte. 4. gen. 
Hohere Geometrie. Unveranderter Abdruck 1907. 



Heft 1, 566 Seiten (W.-S. 1892/98) 1 
. Heft 2, 388 Seiten (S.-S. 1893} j 



*, 
n. M. 15.- 



. 

Loria, G., spezielle algebraische und transzendente ebene Kurren, Theorie 
und GescMchte. Autoriaierte deutsohe Ausgabe von t^ 



In 

2 Banden. 2. Auflage. gr. 8. 
L Band: Die algebraischen Kuzven. Mit 142 Fig. XVIII, 488 S. 1910 

geb. n. M 16.50, geb. n. M. 18 
IL Die transzendenten. und die abgeleiteten Elurren. Mit 80 Fig. 

Vm, 384 S. 1911. geb.. n. M. 12.50, geb. M 14. 

Lutz, E., analytische Geometrie der Ebene. ElementaresLehrbuohf. hOhereLehr- 

anstalten. Mit 182 Fig. IK, 801 S. gr. 8. 1909. geh. n M 5., geb n <M 6. 

Mehmfce, B., Vorlesungen fiber Punkt- und Velrtorenrechnung. In 2 Banden. 

L Band: Punktreohnung Erster Teilband. Mit 152 Fig. VTH, 394 S. 

gr. 8. 1918. geb.. n. M. 14. 

Eepertorium der hoheren Matheinatlk. ^on E. Pascal. 2., vOllig umge- 
arbeitete Auflage der deutschen AusgJCee. Unter Mitwirkuug zalilreiclier 
Mathematiker herausgegeben vonP.Ep stein, E.Eothe und H.E. Timer- 
ding. In 2 Banden: Analysis und Geometrie. 8. 

L Band: Analysis. TJnterMitw.yonE.Fricko,Ph,Furtwangler,A.Guldberg, 
H. Hahn, E. Hecke, E. Jahnke, H. Jung, G. Kowalewski, A. Loewy, 
E. Pascal, EL E. Timerding. 
I. Halfte: Algebra, Differential- und Integralreohnung. XV, 

527 S. 1910. geb. n. M 10. 
IL [TJ. d. Pr.] 

IL Geometrie. TJnterJVIi twirkung von L.Ber2olari,E.Bonola,E.Ciani, 

M. Denn, Fr. Dingeldey, F. Enriques, G. Giraud, G. Guarescbi, 

L. Heffter, "W. Jacobstbal, H. Liebxnann, J. Mollerup, J. Neuberg, 

U. Perrazzo, 0. Staude, E. Steinitz, H. Wieleitner. K. Zindler. 

I. Halfte: Grundlagen und ebene Geometrie. XVI, 534 S. 1910. 

geb. n. Jf 10. 
IL [XT. d. Pr.] 
Bnuge, C., analytische Geometrie der Ebene. Mit 75 Fig. IV, 198 S. gr. 8. 

1908. geb. n. & 6. . 

Salmon, G., analytische Geometrie der Kegelschnitte Kaoh der freien Be- 
arbeitung von W.Fiedler. Neu hrsg. von F r. Dingeldey. 2 Teile. gr. 8. 
L Toil: 8. Auflage. XXX, 452 S. 1915. geb. n. M. 12. 
EL 7.AufL XXTV u. S. 453 854. 1918. 

- analytische Geometrie des Eaumes. Dents ch bearb. v.W.F i e d 1 e r. 2 Tie. gr. 8. 
I. Teil: Die Elemente und die Theorie der Flachen aweiten Grades. 
Mit Holzschnitten. (5. AufL Neu bearbeitet von K. Kornmerell 
u. A. yon Brill. 1918 u. d. Pr) 

II. Analytische Geometrie der Kurven im au*ne, der Strahlen- 
systeme und der algebraischen Flachen. Mit Holzschnitten. 
(4. Auflage in Vorbereitung ) 

Schroder, J., Aufgaben fur den Unterrioht in der analytischen Geometrie der 
Ebene an h5heren Schulen. Mit 2 Figurentafeln. IV, 49 S. gr. 8. 1910. 
teif brosch. n. JL 1.40. 
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Seyeri, F., Vorlesnngen fiber algebraische Geometrie. Geometrie auf ei 
Knrve. Biemannache Flaohen. Abelsche Integrate. Antoriaierte dente 
Ansgabe von E. L&ffler. gr. 8. [U. d. Pr.] 

Staude, 0., analytische Geometrie des Pnnktes, der geraden Llnie nnd 
Ebene Ein Haadbnch zn den Vorlesnngen nnd tTbungen fiber analytis 
Geometric. Mit 387 Pig. VIII, 447 S. gr.8. 1905. geb. n. M. 14. 

- analytiache Geometrie des Punktepaares, dos Koget chnittes und der Flo 
zweiter Ordnnng. In 2 Teilbanden. Mit zahlr. Fig. gr. 8. 1910. 
L TeUband: X, 548 S. geh. n. M. 20., geb. n. M. 22. 
EL IV, 451 S. geh. n. M 16., geb. n. M 18 

analytische Geometrie der knbisehen Kegelschnitte. Mit 58 Fig. V 

242 S. gr. 8. 1918. geh. n 9., geb. n. M. 10. 

Study, E.. Yorlesungen fiber anagewahlte Gegenstande der Geometrie, 
5 Bande von je 1012 Bogen. gr. 8. steif geh. 

1. Heft : Ebene analytisohe Kurven nnd zn ihnen gehOrigo Abbil^unj 

Mit 9 Fig. IV, 120 S. 1911. n. M 480. 

2. Unter Mitwirknng von W. Blaschke. Konfonne Abbildi 

einfaoh'znsanunenhangender Bereiche. Hit 43 Fig. VIII, 14 
1913. n.M 5.60. 
Thomae, J., GrnndriB einer analytischen Geometrie der Ebene. Hit 8 ' 

X, 183 S. gr. 8. 1906. geb. XL 8.60. 

Zeuthen, H. G., Lehrbnoh der abzahlenden Hethodon der Geometrie 
S8 Fig. Xn, 894 S. gr. 8. 1914. geh. n. M 16., geb. n. M 17. 

b. Uniengeometrie. 

Clebsch, A., Vorlesnngen fiber Geometrie. Herausg. von F. LIndema 
(Siehe oben tmter a.) 

Study, E., Geometrie der DynameZ Die Zuaammexuetznng von Kraften 
verwandte Gegenstande der Geometrie. Mit 46 Fig. nnd 1 Tafel. X 
603 3. gr. 8. 1903. geh. n. Jtt. 21., geb. n. M. 23. 

Zenthen, H. 0., Lehrbuoh der abzahlenden Methoden der Geometrie. (S: 
oben unter a.) 

o. DIfferentialgeometrie. 

Bianchi, L., Vorlesongen fiber Differentialgeometrie. Antorisierte deutsohe tT 
aetznng von M. Lukat. 2., vermehrte nnd verbesserte Auflage. XV 
7213. gr.8. 1910. geh. n. & 22.60, geb. n. M. 24.60. 

Ceaaro. E., Vorlesnngen uber naturliohe Geometrie. Autor. dentaohe Aus 
vonG.kowalewBki. Mit 48 Fig. VUI > 341S. gr.8. 1901. geb.n.^1 

Klein, F. s antographierte Vorlesnngshefie. 4. geh. 

Anwendnng der Differential- nnd Xntegralrechnnng anf Geometrie, - 
Bevision der Prinzipien (S.-S. 1901). Nener Abdr. 1907. Yin, 484 S. n. M. 3 

Knoblauch, J., Einleitnng in die allgemeine Theorie der krummen 

VIII, 267 S. gr. 8. ' 1888. geh. n. M. 8. 
GrnndlagenderDifferentialgeometrie. X,634S. gr.8. 1913."g 

geb. n, M. 20. 

r. Lllienthal, B*, Vorlesnngen uber Dtfferentdalgeometrie. In 2 Ban 
gr. 8. geb. 

I. Band: Kurventheorie. VI, $68 S. 1908. n. ^ 12. 
H. Flaohentheorie. Enter TelL VHL270S. 1918. geh.n.JKi: 
geb. n. M. IS. 

SchelL W., allgemeine Theorie der Enrven doppelter Krummung. 8.J 
von E. SalkowskL Hit 66 Fig. XI, 19t> 8. gr. 8. 1914. geh. n. M 

Wilczynski, . J., projeoUve differential Geometry of Curves and ruled ! 
faces. Vin, 298 S. gr. 8. 1906. geb. n. M. 10. 
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